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DEUXIEME  PARTIE 


GEOMETRIE  DANS  L'ESPACE 


LIVRE  V 
DROITES   ET   PLANS 

CHAPITRE   PREMIER 
LE  PLAN 

i .  On  appelle  plan  une  surface  indéfinie  telle  que  la 
droite  qui  passe  par  deux  quelconques  des  points  de  cette 
surface  y  soit  contenue  tout  entière. 

11  ne  semble  pas  possible  de  prouver  a  'priori  l'existence 
d'une  telle  surface.  Tout  le  monde  en  a  la  notion  :  la  surface 
des  eaux  d'un  lac  donne  l'image  d'une  portion  de  plan,  image 
d'autant  plus  parfaite  que  ce  lac  est  moins  étendu  et  que  l'eau 
est  plus  tranquille. 

2.  Théorème  fondamental.  —  Par  trois  points  non 
situés  en  ligne  droite,  on  peut  faire  passer  un  plan,  et 
on  n'en  peut  faire  passer  quun  seul. 

Cette  proposition  qui  constitue  la  propriété  caractéris- 
tique du  plan  a  été  déjà  établie  en  géométrie  plane 
[G.  P.    n](*).  On  peut  d'ailleurs   admettre  la   première 


(*)  G.  P.  désigne  dans  ce  volume,  les  renvois  à  la  Géométrie  plane. 
G  et  N.  Géométrie  élem.  i 
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partie  D'après  cela,  on  désigne  un  plan  en  énonçant  les 
lettres  qui  indiquent  trois  de  ses  points  :  le  plan  ABC 
est  le  plan  passant  par  les  points  À,  B,  C.  Mais  souvent 
il  suffira  d'une  seule  lettre  pour  nommer  un  plan. 

Corollaires.  —  I.  —  Deux  droites  qui  se  coupent  déter- 
minent un  plan y  et  un  seul. 

Il  suffit  -de.  prendre  sur  chacune  des  droites  un  point 
autre  que  celui  qui  leur  est  commua  ;  on  a  ainsi  trois 
points  par  lesquels  on  peut  faire  passer  un  seul  plan  et 
ce  plan  contient  les  deux  droites  données. 

II. —  Deux  droites  parallèles  déterminent  un  seul  plan. 

Par  définition,  deux  droites  parallèles  sont  dans  un 
même  plan.  En  outre,  si  Ton  prend  deux  points  sur 
Tune  des  deux  droites  parallèles  données  et  un  troisième 
point  sur  la  seconde,  on  ne  peut  faire  passer  qu'un  seul 
plan  par  ces  trois  points. 

III. —  Une  droite  et  un  point  non  situé  sur  cette  droite 
déterminent  un  seul  plan. 

Il  suffit  de  considérer,  outre  le  point  donné,  deux 
points  pris  sur  la  droite.  Ces  trois  points  déterminent 
un  seul  plan  qui  contient  le  point  et  la  droite  donnés. 

%      3.  Modes  de  génération  d'un  plan. 

i°  La  droite  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe  A  (fig.  i)  et 
s'appuie  constamment  sur  une  droite  BC,  ne  passant  pas  par  A, 
engendre  le  plan  passant  par  le  point  A  et  la  droite  BC  ;  on 
remarquera  que  la  parallèle  à  BC  menée  par  A  appartient  au 
plan. 

•à°  Une  droite  se  meut    en  sappuyant  sur  une  droite  fixe 
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BC  (fig.  a)  et  en  restant  parallèle  à  une  deuxième  droite  EF, 
que   nous  supposerons   menée  par  un  point  E  de  BC  ;  elle 

te 


Fig.  i.  Fig.  a. 

engendre  le  plan  déterminé  par  les  deux  droites  BC  et  EF. 
En  effet,  la  parallèle  à  EF  issue  du  point  E'  pris  sur  BC  est 
dans  le  plan  E'EF. 


INTERSECTION    d'uNE    DROITE   ET    d'un    PLAN 


4>  Il  résulte  de  la  définition  du  plan  que  toute  droite 
qui  n'est  pas  contenue  dans  un  plan  ne  peut  avoir  avec 
lui,  plus  d'un  point  commun.  Par  exemple,  si  le  point  A 
est  dans  le  plan  P  et  le  point  B  hors  de  ce  plan,  la 
droite  AB  n'a  pas  d'autre  point  commun  avec  ce  plan  que 
le  point  A;  car  si  elle  en  avait  un  second,  elle  serait 
contenue  tout  entière  dans  le  plan  P,  ce  qui  ne  peut  être, 
puisque  le  point  B  a  été  choisi  hors  de  ce  plan. 

5.  Un  plan  quelconque  P  partage  l'espace  en  deux 
régions  :  l'ensemble  de  tous  les  points  qui  sont  situés 
d'un  côté  du  plan  constituent  l'une  de  ces  régions,  les 
points  situés  de  l'autre  côté  du  plan  appartiennent  à 
l'autre  région. 

Nous  admettrons  que  la  droite  qui  joint  un  point  A 
pris  dans  l'une  de  ces  régions  à  un  second  point  A'  pris 
dans   l'autre,   rencontre  le  plan  P  en  un  point  B  situé 
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entre  A  et  A',  de  sorte  que  la  demi-droite  BA  est  tout 
entière  dans  la  première  région  et  la  demi-droite  BA' 
tout  entière  dans  la  seconde. 

Si  une  droite  et  un  plan  ont  un  seul  point  commun, 
nous  admettrons  encore  que  ce  point  partage  la  droite 
en  deux  demi-droites  ;  Tune  de  ces  demi-droites  étant 
dans  Tune  des  régions  déterminées  par  le  plan  et  la 
seconde  dans  l'autre.  On  dit  alors  que  la  droite  perce  le 
plan  ou  que  le  plan  coupe  la  droite. 

6.  Nous  verrons  plus  loin  qu'une  droite  peut  n'avoir 
aucun  point  commun  avec  un  plan  ;  on  dit  alors  que  la 
droite  estparallèle  au  plan.  D'après  cela,  une  droite  et  un 
plan  peuvent  occuper  trois  positions  relatives  différentes. 
La  droite  peut  : 

i°  être   parallèle  au  plan; 
•..   2°  le  percer; 

3°  y  être  contenue. 

Remarque.  —  Quand  une  droite  CD  perce  un  plan  P 
contenant  une  droite  AB  en  un  point  C  non  situé  sur  AB 
il  n'y  a  aucun  plan  qui  contienne  ces  deux  droites  ;  car 
un  pareil  plan  devant  contenir  AB  et  le  point  C  serait 
confondu  avec  le  plan  P,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
la  droite  CD  n'est  pas  dans  ce  plan.  On  dit  alors  que  les 
deux  droites  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan. 

Quand  les  côtés  d'un  polygone  ne  sont  pas  tous  dans 
un  même  plan  on  dit  que  ce  polygone  est  gauche. 

y.  Intersection  de  deux  plans.  —  Nous  verrons  plus 
loin  [48]  que  deux  plans  peuvent  n'avoir  aucun  point 
commun,   et  dans  ce  cas  on  dit  qu'ils   sont  parallèles. 
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Si  deux  plans  ont  trois  points  communs  non  situés  en 
ligne  droite,  ils  coïncident  [2]. 

Si  deux  plans  ont  deux  points  communs,  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  est  tout  entière  dans  chacun  d'eux 
et  les  deux  plans  ont  une  droite  commune  ;  ils  ne  peu- 
vent d'ailleurs  avoir  aucun  point  commun  hors  de  cette 
droite  [2.  Cor.  III], 

Remarquons  enfin  qu'il  est  impossible  que  deux  plans 
n'aient  qu'un  seul  point  commun.  On  peut  l'admettre  ;  on  peut 
aussi  raisonner  de  la  manière  suivante.  Soit  À  un  point  com- 
mun à  deux  plans  P,  Q.  Je  dis  qu'on  peut  toujours  tracer  dans 
le  plan  P  un  triangle  ABC,  ayant  un  sommet  en  A  et  les  deux 
autres  sommets  situés  de  part  et  d'autre  du  plan  Q;  en  effet, 
si  B  et  C  sont  d'un  même  côté  du  plan  Q,  il  suffit  de  prendre,  par 
exemple,  le  symétrique  B'  de  B  par  rapport  à  A  ;  B'  est  alors 
évidemment  [5]  de  l'autre  côté  du  plan  Q,  car  la  droite  BAB> 
perce  ce  plan  ;  donc  C  et  B'  étant  dans  deux  régions  diffé- 
rentes relativement  au  plan  Q,  la  droite  CB'  rencontre  ce  plan 
en  un  point  D,  qui  appartient  au  plan  P,  lequel  contient  la 
droite  CB';  donc  P  et  Q  se  coupent  suivant  AD. 

On  peut,  d'après  ce  qui  précède,  dire  que  : 
L'intersection  de  deuv  plans  distincts  (non  parallèles) 
est  une  ligne  droite. 

Remarque.  —  Les  quatre  côtés  d'un  parallélogramme 
étant  dans  un  même  plan,  on  représente  le  plus  souvent 
un  plan  en  dessinant  un  parallélogramme.  Mais  il  faut 
s'habituer  à  çoir  le  plan  défini  par  deux  droites  issues 
d'un  même  point,  ou  par  trois  points. 

EXERCICE 

Si  trois  plans  se  coupent  deux  à  deux,  leurs  intersections  con- 
courent en  un  même  point  ou  sont  parallèles  deux  à  deux. 
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CHAPITRE    II 
DROITE   ET   PLAN    PARALLÈLES 

8.  On  dit  qu'iine  droite  et  un  plan  sont  parallèles 
quand  ils  n'ont  aucun  point  commun. 

On  dit  encore,  dans  ce  cas,  que  la  droite  est  parallèle 
au  plan,  ou  que  le  plan  est  parallèle  à  la  droite. 

9.  Théorème.  —  Toute  droite  AB  (fig*.  3)  menée  par 
un  point  A  pris  hors  d'un  plan  P  et  parallèle  à  une  droite 

CD  tracée  dans  ce  plan,  est  parallèle  à 
ce  même  plan. 

En  effet,  les  droites  AB,  CD  définis- 
sent  un  plan   Q  qui   coupe  le  plan  P 

précisément  suivant  CD.   Donc,  si  AB 
Fig.  3.  r 

rencontrait  le  plan  P,  le  point  d'inter- 
section, appartenant  au  plan  Q  qui  contient  tous  les  points 
de  AB,  serait  sur  CD,  ce  qui  est  impossible,  puisque  AB 
et  CD  sont  parallèles. 

Remarque.  —  On  pourrait  donner  un  énoncé  plus  simple  : 
Toute  droite  AB  parallèle  à  une  droite  CD  appartenant  à  un 
plan  P  est  parallèle  à  ce  plan.  Mais  il  faut  remarquer  que  la 
droite  AB  pourrait  être  située  dans  le  plan  P.  C'est  pour  cela 
que  nous  avons  pris  le  point  A  hors  du  plan  P. 

10.  Théorème.  —  Quand  une  droite  AB  (fig.  3)  est 
parallèle  à  un  plan  P,  le  plan  mené  par  AB  et  par  un 
point  C  du  plan  P,  coupe  ce  plan  suivant  une  parallèle 
à  AB. 
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En  effet,  l'intersection  CD  des  deux  plans  et  la  droite 
AB  sont  dans  un  même  plan  el  ne  peuvent  se  rencontrer, 
puisque  AB  est  parallèle  au  plan  P.  Donc  AB  et  CD  sont 
parallèles. 

11.  Théorème. —  Si  la  droite  AB  (fig.  3)  est  paral- 
lèle au  plan  P,  la  parallèle  à  AB  menée  par  un  point 
C  du  plan  P  est  tout  entière*  dans  ce  plan. 

En  effet,  le  plan  ABC  coupe  le  plan  P  suivant  la 
parallèle  à  AB  menée  par  C  [10]. 

Corollaire.  —  Si  une  droite  AB  coupe  un  plan  P, 
toute  droite  CD  parallèle  à  AB  le  coupe  aussi,  car  si  CD 
était  parallèle  au  plan  P  ou  y  était  contenue,  la  droite  AB 
menée  par  un  point  de  ce  plan,  parallèlement  à  CD,  v 
serait  contenue.  Donc  : 

Si  une  droite  est  parallèle  à  un  plan,  toute  droite  paral- 
lèle à  la  première  est  parallèle  au  même  plan,  à  moins 
qu'elle  n'y  soit  contenue. 

12.  Théorème,  —  Toute  droite  parallèle  à  deux  plans 
qui  se  coupent  est  parallèle  à  leur  intersection. 

En  effet,  la  parallèle  à  la  droite  donnée  menée  par  un 
point  quelconque  de  l'intersection  des  deux  plans  est 
contenue  dans  chacun  d'eux  [  1 1  ]  ;  cette  parallèle  est  donc 
elle-même  l'intersection  des  deux  plans. 

i3.  Théorème, — Le  lieu  des  parallèles  menées  à  une 
droite  par  tous  les  points  d'une  seconde  droite  (non 
parallèle  à  la  première)  est  un  plan  parallèle  à  la  pre- 
mière droite. 

Soient  (fig.  4)  AB  et  CD  deux  droites  non  situées  dans 
un    même   plan.    Par   un  point   quelconque    M    de  AB 
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môme  plan  ;  en  outre,  elles  ne  peuvent  se  rencontrer, 
puisqu'on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  MX  par  un 
point  donné  ;  donc  AB  et  CD  sont  parallèles. 

On  peut  dire  aussi  que  les  deux  droites  AB  et  CD  sont 
dans  le  plan  parallèle  à  MX  menée  par  une  droite  quel- 
conque s'appuyant  sur  ces  deux  droites  [i3]. 

16.  Remarque.  —  Considérons  deux  demi-droites  OA, 
O'A',  (fig.  7)  portées  par  deux  droites  parallèles  et  menons  par 

les  origines  0,  0'  de  ces  demi-droites  un 
plan  P  ne  contenant  pas  les  demi-droites. 
Nous  dirons  que  O  A  et  O'A'  sont  de  même 
sens,  si  ces  demi-droites  sont  tout  entières 
du  môme  côté  par  rapport  à  P.  S'il  en 
est  ainsi,  les  demi-droites  OB,  O'B',  res- 
Pi-  ^  pectivement  opposées  aux  premières,  se- 

ront aussi  de  même  sens  ;  tandis  que  OA 
et  O'B'  sont  de  sens  contraires,  ainsi  que  OB  et  O'A'.  On 
peut  remarquer  que  si  le  plan  P  tourne  autour  de  00',  les 
demi-droites  OA  et  O'A'  resteront  toujours  d'un  même  côté  par 
rapport  à  ce  plan,  dans  chacune  de  ses  positions. 

17.  Théorème.  —  Deux  angles  dont  les  cotés  sont  pa- 
rallèles et  de  même  sens,  ou  de  sens  contraires  chacun  à 
chacun,  sont  égaux  ;  deux  angles  ayant  leurs  côtés  paral- 
lèles sont  supplémentaires  si  Vun  des  côtés  du  premier  est 
de  même  sens  que  le  côté  du  second  qui  lui  est  parallèle ,  les 
deux  autres  côtés  étant  de  sens  contraires. 

Soient  (fig.  8)  OA,  O'A'  deux  demi-droites  parallèles 
et  de  même  sens,  et  OB,  O'B'  deux  demi-droites  parai- 
lèles  et  de  même  sens.  Prenons  OA  =  O'A',  OB  =  O'B'  ; 
la  figure  OAO'A'  ayant  deux  côtés  opposés  égaux,  paral- 
lèles et  de  même  sens,  est  un  parallélogramme.  Donc  les 
segments  AA'  et  00'  sont  égaux,  parallèles  et  de  même 
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sens  ;  il  en  est  de  même  de  BB'  et  00'  ;  donc  AA'  et  BB' 
sont  égaux,  parallèles  et  de  même  sens.  Il  résulte  de  là 
que  la  figure  ABA'B'  est  un  parallé- 
logramme ;  donc  AB  =  A'B',  et,  par 
suite,  les  deux  triangles  OAB,  O'A'B' 
sont  égaux,  comme  ayant  leurs  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Les  an- 
gles AOB  et  A'O'B'  sont  donc  égaux. 
Soient  OC,  OD,  les  demi-droites  res- 
pectivement opposées  aux  demi-droites 
OA,  OB  :  les  angles  COD  et  A'O'B'  sont 
égaux,  tandis  que  BOC  et  A'O'B'  sont  supplémentaires. 
Le   théorème  est  donc  entièrement  établi. 


Fi*,  h. 


Remarque.  —  Les  plans  AOB  et  A'O'B'  sont  parallèles. 
En  effet,  s'ils  se  coupaient,  leur  intersection  devrait  être 
parallèle  à  la  fois  à  AC  et  à  BD  [i4]»  ce  f[ui  est  impos- 
sible. 


18.  Angles  de  deux  droites  non  situées   dans  un  même 

plan.  —  Considérons  deux  droites  AB, 
CD  [fig.  9)  non  situées  dans  un  même 
plan  ;  menons  par  un  point  quelcon- 
que O,  des  parallèles  X'X  et  Y'Y  à  ces 
deux  droites.  Nous  formerons  ainsi,  au 
point  O,  des  angles  qui  ne  dépendent 
que  de  la  direction  des  droites  don- 
nées, et  non  de  la  position  du  point  0, 
comme  cela  résulte  du  théorème  pré- 
cédent, et  que  nous  appellerons  angles 
des  deux  droites  considérées. 

Si  Ton  choisit  sur  chacune  de  ces  droites  un  sens  dé- 
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terminé,  celui  de  OX,  par  exemple,  pour  la  première  et 
celui  de  OY  pour  la  seconde,  nous  dirons  que  XOY  est 
l'angle  des  deux  demi-droites  AB,  CD. 

Si  les  deux  droites  X'X,  Y'Y  sont  perpendiculaires,  nous 
dirons  que  les  droites  AB  et  CD  sont  orthogonales  ;  nous 
dirons  aussi  quelquefois  qu'elles  sont  perpendiculaires, 
même  si  elles  ne  se  rencontrent  pas. 


1 9.  Problème.  —  Mener  par  un  point  donné  A  (iig.  10)  un  plan 

parallèle  à  deux  droites  données  BC,  DE. 
Menons  par  A  les  droites  AB',  AD'  res- 
pectivement parallèles  aux  deux,  droites 
données.  Si  celles-ci  ne  sont  pas  paral- 
lèles, les  droites  AB',  AD'  seront  distinctes, 
car  si  elles  se  confondaient,  les  droites 
données  seraient  parallèles  [i5];  elles  dé- 
termineront donc  un  plan  parallèle  aux 
droites  données  [9].  D'ailleurs,  tout  plan 
passant  par  A  et  parallèle  aux  droites  don- 
nées doit  contenir  AB'  et  AD'  [1 1]  ;  donc  le 
problème  proposé  est  toujours  possible  et  n'a  qu'une  seule 
solution,  pourvu  que  les  droites  données  ne  soient  pas  paral- 
lèles. 


Fi  g.  10. 


EXEKCICE8 


1.  Dans  un  polygone  gauche  d'un  nombre  pair  de  côtés,  ayant  les 
côtés  opposés  égaux  et  parallèles,  les  droites  qui  joignent  les  som- 
mets opposés  et  celles  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés 
passent  par  un  même  point. 

2.  Lieu  du  milieu  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les 
extrémités  s'appuient  sur  deux  plans  donnés  et  qui  reste  parallèle 
à  une  droite  donnée.  Plus  généralement,  lieu  du  point  qui  partage 
cette  droite  dans  un  rapport  donné. 
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CHAPITRE    IV 


DROITE  ET  PLAN   PERPENDICULAIRES 


20.  Définition.  —  On  dit  qu'une  droite  est  perpendicu- 
laire à  un  plan  quand  elle  est  perpendiculaire  à  toute 
droite  passant  par  son  pied  dans  ce  plan. 

On  dit  aussi  alors  que  le  plan  est  perpendiculaire  à  la 
droite  et  encore,  que  la  droite  et  le  plan  sont  perpendi- 
culaires. 

2 1 .  Théorème.  —  Toute  droite  perpendiculaire  à  deux 
droites  passant  par  son  pied  dans  un  plan,  est  perpendi- 
culaire à  ce  plan. 

Par  un  point  B  (fig.  1 1)  pris  sur  une  droite  AB,  on  peut 
mener  une  infinité  de  perpendicu- 
laires à  cette  droite.  Soient  BC  et  BD 
deux  de  ces  perpendiculaires  ;  je  dis 
que  AB  est  perpendiculaire  au  plan  P 
déterminé  par  BC  et  BD.  En  effet, 
soit  BE  une  droite  quelconque  tra- 
cée par  B  dans  le  plan  P  ;  menons 
dans  ce  plan  une  droite  qui  coupe 
BC,  BE,  BD  aux  points  C,  E,  D  et  joignons  ces  points 
au  point  A  et  au  point  A'  symétrique  de  A  par  rap- 
port à  B.  La  droite  BC  et  la  droite  BD  étant  toutes  les 
deux  perpendiculaires  au  milieu  de  AA',  on  a  :  CA  =  CA' 
et  DA  =  DA'.  On  en  conclut  que  les  triangles  ADC  et 
A'DC  sont  égaux;  il  en  résulte  immédiatement  que  EA=EA/ 
et,  par  suite,  que  BE  est  perpendiculaire  au  milieu  de  AA'. 
La  droite  AB  étant  perpendiculaire  à  toute  droite  située 
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dans  le  plan  P  et  passant  par    son  pied,  est  perpendicu- 
laire à  ce  plan  [20]. 

22.  Théorème»  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à 
un  plan,  toute  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par 
son  pied  est  dans  ce  plan. 

Supposons  la  droite  AB  perpendiculaire  au  plan  P  et 
soit  BC  une  perpendiculaire  à  ÀB.  L'intersection  du 
plan  P  et  du  plan  ABC  est  perpendiculaire  à  AB  [20]  et, 
comme  on  ne  peut  mener  par  le  point  B,  dans  le  plan  ABC, 
qu'une  seule  perpendiculaire  à  AB,  la  droite  BC  se  con- 
fond avec  cette  intersection;  ce  qui  revient  à  dire  que  BC 
est  dans  le  plan- P. 


23.  Théorème.  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire 
à  un  plan  y  toute  parallèle  à  cette  droite  est  perpendicu- 
laire au  même  plan. 

Supposons  que  AB  (fig.  12)  soit  perpendiculaire  au 
plan   P,    et  soit   CD   une  parallèle  à   AB.    Nous   savons 

[11.  Cor.]  que  CD  rencontre  le  plan  P. 
Menons  par  son  pied  D  une  droite  quel- 
conque DE,  et  par  B,  pied  de  AB,  la 
droite  BF  parallèle  à  DE.  La  droite  BF 
est  dans  le  plan  P,  donc  l'angle  ABF 
est  droit  ;  il  en  est  de  même  de  son 
égal  CDE.  La  droite  CD,  perpendicu- 
laire à  toute  droite  menée  par  son  pied  dans  le  plan  P, 
est  donc  perpendiculaire  à  ce  plan. 


Fig.  12. 


24.  Théorème* —  Quand  une  droite  AB  (fig.  i3)  est 
perpendiculaire  à  un  plan  P,  elle  est  orthogonale  à  toute 
droite  située  dans  ce  plan,  ou  parallèle  à  ce  même  plan. 
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Fig.  i3. 


En  effet,  si  AB  est  perpendiculaire  au  plan  P,  elle  est 
perpendiculaire  à  la  droite  BE  menée 
parallèlement  à  toute  droite  CD  si- 
tuée dans  le  plan  P,  ou  parallèle  à  P  ; 
car  BE  est  alors  dans  le  plan  P  ; 
donc  AB  et  CD  sont  orthogonales.  On 
peut  encore  énoncer  ainsi  ce  théo- 
rème : 

Toute  parallèle  à  un  plan  est  orthogonale  à  toute  per- 
pendiculaire à  ce  plan. 

25.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
droite  soit  perpendiculaire  a  un  plan. 

Je  disque  si  AB  (fig.  i4)  est  orthogonale  à  deux  droites 
CD,  EF,  non  parallèles,  situées  dans  un  même  plan  P, 
ou  parallèles  à  ce  plan,  la  droite  AB 
est  perpendiculaire  au  plan  P. 

En  effet,  si  nous  menons  par  un 
point  G,  pris  dans  le  plan  P,  les 
droites  GH,  GK,  GL,  respectivement 
parallèles  a  AB,  CD,  EF;  GK  et  GL 
sont  dans  le  plan  P  [  1 1  ].  La  droite  GH 
est  perpendiculaire  à  GK  et  à  GL  [  1 8]  ; 
elle  est  donc  perpendiculaire  au  plan  P  [21],  et,  par 
suite,  il  en  est  de  même  de  la  droite  AB,  qui  lui  est 
parallèle  [23].  De  là  résulte  ce  théorème  très  important  : 

Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan,  il 
faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  deux  droites, 
non  parallèles,  situées  dans  ce  plan,  ou  parallèles  à  ce 
même  plan. 

26.  Théorème.  —  Par  tout  point  on  peut  mener  un 
plan  perpendiculaire  à  une  droite,  et  un  seul. 


Fig.  14. 
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Si  le  point  donné  A  (fig.  i5)  est  sur  la  droite  AB,  me- 
nons par  cette  droite    deux  plans  quelconques  et,  dans 

chacun  d'eux,  la  perpendiculaire  à  AB 
issue  du  même  point  A.  Le  plan  des 
deux  droites  AC,  AD,  ainsi  obtenues, 
est  perpendiculaire  à  AB.  On  ne  peut 
mener  par  A  un  second  plan  perpen- 
diculaire a  AB,  car  un  pareil  plan  doit 
contenir  les  droites  AC  et  AD. 

En  second  lieu,  soit  à  mener  par  le 
point  C  (fig.  16),  extérieur  à  AB,  un  plan  perpendiculaire 

à  cette  droite.  Si  le  point  de  rencontre  du 
plan  cherché  et  de  AB  est  en  D,  la  droite  CD 
est  perpendiculaire  à  AB.  Ce  plan  est  donc 
déterminé  par  la  perpendiculaire  CD  abais- 
sée de  C  sur  AB,  et  par  une  autre  droite  DE 
menée  par  D  et  perpendiculaire  à  AB.  Il  n'y 
a  qu'un  plan  répondant  à  la  question,  car  un 


Fig.   i5. 


B 


Fig.  iG. 

pareil  plan  doit  passer  par  le  point  D. 


27.  Théorème,  —  Le  lieu  des  perpendiculaires  à  une 
droite  AB  menées  par  un  point  0  est  le  plan  perpendi- 
culaire à  cette  droite  et  mené  par  ce  point. 

En  effet,  deux  des  perpendiculaires  déterminent  un 
plan  qui  est  le  plan  perpendiculaire  à  AB  mené  par  le 
point  0  [26J;  donc  toutes  les  perpendiculaires  sont  dans 
ce  plan.  D'ailleurs,  toute  droite  de  ce  plan  est  perpendi- 
culaire à  AB.  Le  lieu  est  donc  bien  ce  plan  tout  entier. 

Remarque.  — Il  convient  de  remarquer  que  le  point  O 
peut  être  donné  sur  la  droite  AB,  ou  hors  de  cette  droite. 


28.   Théorème.  —  On    peut    mener ,  par    un    point 
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donné y  une  perpendiculaire  à  un  plan  donné,  et  une  seule. 

Soit  A   (6g.  17  et  18)   le  point   donné,  situé   dans   le 
plan  P,  ou  hors  de  ce  plan. 

Traçons  dans  le  plan  P  une  droite  quelconque  BC,  et 


A 

C 

*  *  


0  V  ' 


Fig.  17. 


Fig.  18. 


menons  par  A  le  plan  Q  perpendiculaire  à  BC,  et  enfin 
menons  par  le  même  point  A,  dans  le  plan  Q,  la  per- 
pendiculaire AM  à  l'intersection  DE  des  deux  plans  P,  Q. 
La  droite  AM  ainsi  obtenue  est  perpendiculaire  à  P  ;  en 
effet,  la  droite  BC  étant  perpendiculaire  à  Q,  est  ortho- 
gonale à  AM,  qui  est  dans  ce  plan  ;  donc  AM  est  ortho- 
gonale à  deux  droites  non  parallèles  du  plan  P  ;  elle  est 
donc  perpendiculaire  à  ce  plan. 

En   second    lieu,   si  Ton    considère   une   autre  droite 


Kg.  19. 


Fig.  ao. 


AM'  (fig.  19  et  20)  issue  du  point  A,  le  plan  AMM7  coupe  le 
plan  P  suivant  une  droite  RS  ;  dans  ce  plan,  AM  est  la 
seule  perpendiculaire  à  RS  menée  par  A  ;  la  droite  AM' 
n'est  donc  pas  perpendiculaire  à  RS ,  et  par  consé- 
quent ne  saurait  être  perpendiculaire  au  plan  P  [20J. 

G.  et  X.  Géométrie  Élém. 
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29.  Définition.  —  Toute  droite  qui  rencontre  un  plan 
sans  lui  être  perpendiculaire  est  dite  oblique  à  ce  plan. 

30.  Théorème»  —  Deux  droites  perpendiculaires  à 
un  même  plan  sont  parallèles. 

En  effet,  si  par  un  point  de  Tune  de  ces  droites,  on 
mené  une  parallèle  à  l'autre,  on  obtiendra  [?.3June  per- 
pendiculaire à  ce  plan,  qui  se  confondra  avec  la  pre- 
mière droite  T'>.8  !. 

3 1 .  Théorème  des  trois  perpendiculaires.  —  Si 

Von  abaisse  d'un  point  A  pris  hors  d'un  plan,  la  per- 
pendiculaire à  ce  plan  et  la  perpen- 
diculaire à  une  droite  CD  tracée 
dans  le  même  plan,  la  droite  BE  qui 
joint  les  pieds  de  ces  deux  perpendi- 
lulaires,  est  perpendiculaire  à  CD. 
En  effet,  les  droites  AB  et  CD 
(fig.   an  sont  orthogonales  [:«4J  >  en 

outre  CD  est,  par  hypothèse,  perpendiculaire  à  AE.  Il  en 

résulte  que  CD  est  perpendiculaire  au  plan  BAE,  et  par 

suite  à  BE,  qui  est  dans  ce  plan. 

Réciproquement.  —  Supposons  que  AB  soit  perpendi- 
culaire au  plan  P  et  BE  perpendiculaire  à  CD,  je  dis  que 
AE  sera  perpendiculaire  à  CD.  En  effet,  CD  est  encore, 
en  vertu  des  nouvelles  hypothèses,  perpendiculaire  au 
plan  ABE,  et,  par  suite,  elle  est  perpendiculaire  à  AE, 
qui  est  dans  ce  plan. 

3a.  Théorème» —  Le  plan  perpendiculaire  au  milieu 
d'une  droite  est  le  lieu  des  points  à  égale  distance  de  ses 
extrémités. 


Fig.  ai 
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En  effet  : 

i°  Soit  M    (fig.   22;  un  point  du  plan  P  perpendicu- 
laire au  milieu  C  de  AB  ;  la  droite  MC  P 
est  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  : 
donc  MA  =  MB. 

20  Soit  M'  un  point  pris  hors  du  plan  P 
et  situé,  par  exemple,  du  même  côté 
que  B.  La  droite  M'A  rencontre  le  plan  P 
en  un  point  M  ;  dans  le  plan  AMB,  le 
point  M'  et  le  point  B  sont  d'un  même 
côté  de  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  ;  donc 
M/B<M'A[G.  P.  64J. 

Le  théorème  est  ainsi  établi. 


Fi£.  23. 


Corollaires.  —  I.  —  Si  trois  points  A,  B,  C,  non  situés  en 
ligne  droite,  sont  également  distants  de  deux  points  M,  M',  le 
plan  ABC  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  MM'. 

On  suppose  AM  =  AM',  BM  =  BM',  CM  =  CM'.  Le  pian 
perpendiculaire  au  milieu  de  MM'  passe  donc  par  chacun  des 
points  A,  B,  C,  ce  qui  revient  à  dire  que  le  plan  ABC  est 
perpendiculaire  au  milieu  de  MM7. 

II.  —  Si  les  distances  d'un  point  M  à  trois  points  À,  B,  G 
non  situés  en  ligne  droite  sont  respectivement  égales  aux  dis- 
tances d'un  point  M'  aux  trois  mêmes  points ,  les  deux  points 
M  et  M'  coïncident  y  s'ils  sont  situés  d'un  même  côté  du  plan 
ABC;  ou  sont  symétriques  par  rapport  au  plan,  s'ils  sont  de 
part  et  d'autre. 

Remarque.  —  On  dit  que  deux  points  M,  M'  sont  symétriques 
par  rapport  à  un  plan,  quand  ce  plan  est  perpendiculaire  au 
milieu  de  MM'. 


33.  Théorème.  — Si  d'un  point  pris  hors  d'un  plan  on 
mène  à  ce  plan  la  perpendiculaire  et  différentes  obliques  : 
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3.  Les  plans  perpendiculaires  au  milieu  des  cordes  d'un  même 
cercle  ont  une  droite  commune. 

4-  Lieu  géométrique  des  points  d'un  plan  qui  sont  également 
éloignés  de  deux  points  hors  de  ce  plan. 

5.  Lieu  géométrique  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  pris  hors  d'un  plan  sur  les  droites  menées  dans  ce  plan 
par  un  point  fixe. 

6.  Mener  par  un  point  D  un  plan  dont  les  distances  à  trois  points 
donnés  A,  B,  C,  soient  proportionnelles  àrlrois  droites  données  a, 
b,  c.  —  On  détermine  les  points  où  le  plan  cherché  coupe  AB, 
BC,  CA. 

7.  Mener  par  une  droite  un  plan  dont  les  distances  à  deux  points 
donnés,  soient  dans  un  rapport  donné. 


CHAPITRE   V 
ANGLES  DIÈDRES 

35.  Définition.  —  Une  droite  indéfinie  tracée  dans  un 
plan  partage  ce  plan  en  deux  demi-plans.  Les  points  du 
plan  situés  d'un  côté  de  la  droite  appartiennent  à  l'un 
des  demi-plans,  les  points  situés  de  l'autre  côté  de  la 
même  droite  appartiennent  à  l'autre  demi-plan.  La  droite 
considérée  est  la  droite  origine  commune  aux  deux  demi- 
plans. 

On  désigne   un  demi-plan   au  moyen   de  trois  lettres, 
les  deux  premières  désignant  la  droite  origine  du  demi- 
plan  et  la  troisième  désignant  un  point 
quelconque  du  demi-plan. 

Soient    (fiff-    %5)  OA,  OA'  les   deux 

A'  0  A  .  . 

,,.       r  demi-droites  opposées  déterminées  par 

un  point  0  d'une  droite  indéfinie  AA' 
tracée  dans  un  plan  P.  Si  une  demi-droite  OM  tourne 
dans  ce  plan  autour  du  point  O  dans  un  sens  déterminé 
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a  3 


en  partant  de  la  position  OA,  elle  aura  balayé  l'un  des 
demi-plans  déterminé  par  AA'  quand  elle  sera  venue 
en  OA'  ;  puis,  de  la  position  OA'  à  la  position  OA,  en 
continuant  le  même  mouvement  dans  le  même  sens,  elle 
aura  balayé  l'autre  demi-plan. 


T 


Fig.  'âV). 


36.  Quand  deux  demi-plans  portés  par  deux  plans 
distincts  partent  d'une  même  droite,  on  dit 
qu'ils  forment  un  angle  dièdre,  ou  simple- 
ment un  dièdre.  Ainsi  par  exemple  les  deux 
demi-plans  ABC,  ABD  (fig.  26)  issus  de  la 
droite  indéfinie  AB  forment  un  dièdre, 
qu'on  désigne  par  la  notation  CABD,  en 
ayant  soin  de  placer  au  milieu  les  deux 
lettres  A  et  B  qui  désignent  la  droite  AB, 
qu'on  nomme   Y  arête   du    dièdre.   Les   deux  demi-plans 

qui    forment  le   dièdre    se  nomment   les 
faces  de  ce  dièdre. 

On  dit  que  deux  dièdres  sont  égaux, 
quand  on  peut  faire  coïncider  les  faces  de 
l'un  avec  celles  de  l'autre,  ce  qui  entraine 
la  coïncidence  de  leurs  arêtes. 

On  appelle  somme  de  deux  dièdres,  le 
dièdre  obtenu  en  plaçant  ces  deux  dièdres 
l'un  a  la  suite  de  l'autre,  de  façon  que 
leurs  arêtes  coïncident  et  qu'ils  aient  une  face  commune. 
Ainsi  (fig.  27)  : 

dièdre  CABE  =  dièdre  CABD  +  dièdre  DABE. 

On  dit  alors  que  CABE  >  CABD. 

11  peut  arriver  que  les  faces  ABC  et  ABE   soient  dans 
le  prolongement  l'une  de  l'autre. 


Fig.  27. 
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On  est  ainsi  amené  à  employer  pour  les  dièdres  les  mêmes 
dénominations  que  pour  les  angles  plans  :  angle  dièdre  plat, 
angle  dièdre  saillant,  angle  dièdre  rentrant.  Mais  les  para- 
graphes suivants  rendent  ces  dénominations  inutiles. 

Sj.  Angle  rectiligxe  d'ux  dièdhk.  —  On  appelle  angle 
rectiligne  d'un  dièdre  ou  plus  simplement  rectiligney 
l'angle  formé  par  les  deux  demi-droites  menées  par  un 

même  point  de  l'arête,  dans  chacune  des 
faces  et  perpendiculaires  à  l'arête.  Ainsi 
(fig.  28),  EF  et  EG  étant  menées  par  un 
point  quelconque  E  de  l'arête  AB  du  diè- 
dre CABD,  dans  les  demi-plans  ABC  et  ABD 
respectivement,  et  toutes  deux  perpendi- 
culaires a  AB,  FEG  est  le  rectiligne  du 
dièdre  considéré. 

Si  l'on  fait  la  même  construction  en 
partant  d'un  autre  point  E'  de  AB,  l'angle  obtenu  F'E'G' 
est  égal  à  l'angle  FEG  [17].  Tous  les  rectilignes  d'un 
dièdre  sont  donc  égaux. 

38.  Théorème.  —  Deux  dièdres  égaux  ont  des  rec- 
tilignes égaux  et  réciproquement. 

En  effet,  on  peut  faire  coïncider  deux  dièdres  égaux 
de  façon  qu'un  point  A  de  l'arête  du  premier  coïncide 
avec  un  point  A'  de  l'arête  du  second  et  alors  les  recti- 
lignes des  deux  dièdres  ayant  respectivement  pour  som- 
mets les  points  A  et  A' coïncideront.  Réciproquement,  il 
est  clair  que  si  les  rectilignes  sont  égaux,  et  qu'on  les 
fasse  coïncider,  les  deux  dièdres  coïncideront  égale- 
ment. 


Fig.  28. 


Il  en  résulte  qu'on  peut  faire  coïncider  deux  dièdres  égaux 
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de  façon  qu'un  point  arbitraire  de  l'arête  du  premier  coïncide 
avec  un  point  arbitraire  de  l'arête  du  second.  En  d'autres 
ternies,  si  deux  dièdres  coïncident,  on  peut  faire  glisser  l'un 
d'eux  le  long  de  l'arête  commune  sans  qu'ils  cessent  de  coïn- 
cider. 

Corollaire.  —  Deux  dièdres  opposés  par  l'arête  sont 
égaux. 

Soient  (fig.  29)  CABD  et  C'ABD'  deux  dièdres  ayant 
même  arête  et  tels  que  les  faces  de  l'un 
soient  les  prolongements  des   faces  de 
l'autre;  on   dit,  pour  abréger,  que  les 
dièdres  sont  opposés  par  V arête. 

Le  plan  perpendiculaire  en  A  à 
l'arête  AB  coupe  les  plans  des  faces 
suivant  les  deux  droites  CC,  DD'  ;  les 

rectilignes    CAD    et   C'ALV    des    deux 

dièdres  sont  égaux  comme  opposés  par  le  sommet  ;  donc 

les  dièdres  considérés  sont  égaux. 

Réciproquement.  —  Si  les  deux  dièdres  CABI),  CABD' 
ayant  l'arête  AB  commune  sont  égaux  et  si  la  face  ABC  est  le 
prolongement  de  la  face  ABC,  et  enfin  que  les  deux  autres 
faces  soient  de  part  et  d'autre  du  plan  BCC,  les  faces  ABD 
et  ABD'  sont  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre,  car  AD  et 
AD'  sont  sur  une  même  ligne  droite. 

39.  Le  rapport  de  deux  dièdres  est  égala  celui  de  leurs 
rectilignes. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  [G.  P.  36oJ  du 
théorème  précédent  et  de  cette  remarque  :  le  rectiligne 
de  la  somme  de  deux  dièdres  est  égal  a  la  somme  des 
rectilignes  de  ces  deux  dièdres. 
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On  peut  encore  le  démontrer  directement  : 
Soient  (fig.  *k>)  CAD  et  EFH  les  rectilignes  des  dièdres 
$  c  CABD,  EFGII  ;  supposons 

que  les  rectilignes  aient 
une  commune  mesure,  et 
soit  par  exemple  : 


ï.y 


CAD  = 


EFH 


Fig.  Jo. 


on  voit  immédiatement  que 
le  dièdre  qui  a  pour  rectiligne  le  cinquième  de  EFH  est 
contenu  5  fois  dans  le  dièdre  EFGH  et  3  fois  dans  le 
dièdre  CABD,'  donc 

CABD  =  4-  EFGH. 

Si  les  deux  rectilignes  n'ont  pas  de  commune  mesure, 
on  voit  encore,  en  imitant  un  raisonnement  connu,  que 
si  f  désigne  une  fraction  quelconque,  les  deux  différences 
CABD— /'EFGH  et  CAD  —  /*EFH  ont  le  même  signe. 
Donc  on  a  dans  tous  les  cas  : 


CABD 
EFGH 


CAD 

EFH 


4o.  Théorème.  —  Si  Von  prend  pour  unité  de  dièdre 
un  dièdre  quelconque,  et  pour  unité  d'angle  plan  le  recti- 
ligne de  ce  dièdre,  le  nombre  qui  mesure  un  dièdre  quel- 
conque est  égal  au  nombre  qui  mesure  son  rectiligne. 

En  effet,  le  rapport  d'un  dièdre  au  dièdre  pris  pour 
unité  est  égal,  en  vertu  du  théorème  précédent  et  aussi 
en  vertu  des  conventions  que  nous  venons  de  faire,  au 
rapport  de  son  rectiligne  à  l'angle  plan  pris  pour  unité  : 
en  d'autres  termes,  la  mesure  d'un  dièdre  est  égale  à  celle 
de  son  rectiligne. 
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On  dit  quelquefois,  sous  une    forme   abrégée  et  com- 
mode, mais  incorrecte    :  un  dièdre  a  pour  mesure  son 


rectiligne. 


En  tous  cas,  il  ne  faut  jamais  oublier  que  les  unités  de 
dièdre  et  d'angle  plan  se  correspondent,  l'angle  plan  pris 
pour  unité  étant  le  rectiligne  du  dièdre  pris  pour  unité. 


4i.  Dièdre  droit.  —  Considérons  (fig.  3i)  deux  plans 
qui  se  coupent  suivant  AB  et  soient  CD,EF 
les  intersections  de  ces  plans  par  le  plan 
perpendiculaire  à  AB  mené  par  A.  Les 
quatre  angles  CAE,EAD,DAF,  FAC  sont 
les  rectilignes  des  dièdres  CABE,  EABD, 
DABF,  FABC.  Si  l'un  des  rectilignes  con- 
sidérés est  droit,  les  trois  autres  le  sont 
aussi,  et  les  quatre  dièdres  sont  égaux. 
D'après  cela,  nous  appellerons  dièdre  droit,  tout  dièdre 
dont  le  rectiligne  est  droit. 

Tous  les  dièdres  droits  sont  égaux,  puisque  leurs  rec- 
tilignes sont  égaux. 

Quand  on  prend  pour  unité  de  dièdre  le  dièdre  droit, 
il  faut  prendre  pour  unité  d'angle  plan  l'angle  plan 
droit. 


Fig.  3i. 


EXERCICES 


i .  Que  devient  le  théorème  du  n°  4°  quand  on  prend  pour  unité 
d'angle  plan  un  angle  qui  soit  un  multiple  donné  du  rectiligne  du 
dièdre  pris  pour  unité. 

a.  Si  d'un  point  de  l'arête  d'un  dièdre,  on  mène  dans  chaque  face 
une  demi-droite  faisant  un  même  angle  a  avec  l'arête,  prouver  que 
l'angle  de  ces  deux  demi-droites  ne  varie  pas  proportionnellement 
an  dièdre,  à  moins  que  l'angle  a  ne  soit  droit. 
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CHAPITRE    VI 
PLANS  PERPENDICULAIRES 

4^.  Définition.  —  Quand  Tun  des  quatre  dièdres  for- 
més par  deux  plans  qui  se  coupent  est  droit,  les  trois 
autres  le  sont  aussi  [4 1].  On  dit  alors  que  les  deux  plans 
sont  perpendiculaires .  Si  le  dièdre  formé  par  deux  demi- 
plans  est  droit,  on  dit  aussi  que  ces  demi-plans  sont  per- 
pendiculaires, comme  les  plans  qui  les  portent. 

43.  Théorème. —  Quand  une  droite  AB  est  perpendi- 
culaire à  un  plan  P,  tout  plan  Q  contenant  AB  ou  paral- 
lèle à  AB  est  perpendiculaire  an  plan  P. 
En  effet,  par  le  pied  B  (fig.  3a)  de 
la  perpendiculaire  AB  au  plan  P,  me- 
nons, dans  ce  plan,  la  droite  BD  per- 
pendiculaire à  l'intersection  CE  du 
plan  P  et  d'un  plan  Q  mené  par  AB. 
L'angle  ABD  est  droit  ;  c'est  le  recti- 
ligne  de  l'un  des  dièdres  formés  par 
les  deux  plans  P  et  Q  ;  ce  dièdre  étant 
droit,  les  plans  P  et  Q  sont  perpendiculaires. 

Si  le  plan  Q  est  supposé  parallèle  à  AB,  il  suffit  de 
remarquer  que  toute  parallèle  a  AB  tracée  dans  le  plan  Q 
est  perpendiculaire  au  plan  P;  on  est  ainsi  ramené  au 
premier  cas. 


Fig.  3a. 


44-  Théorème. —  Quand  deux  plans  sont  perpendicu- 
laires 9  toute  perpendiculaire  à  leur  intersection  menée 
dans  l'un  d'eux  est  perpendiculaire  à  Vautre. 
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En  effet,  si  les  deux  plans  P  et  Q  sont  perpendicu- 
laires et  si  l'on  mène  dans  le  plan  P  la  droite  ÀB  per- 
pendiculaire à  leur  intersection  CE  et,  dans  le  plan  Q,  la 
droite  BD  perpendiculaire  à  la  même  droite  CE,  le  dièdre 
ACED  étant  droit,  son  rectilîgne  ABD  est  droit  ;  donc  AB, 
perpendiculaire  à  BC  et  à  BD,  est  perpendiculaire  au 
plan  Q. 

Corollaires.  —  I.  —  Quand  deux  plans  sont  perpendicu- 
laires, la  perpendiculaire  à  l'un  d'eux  menée  par  un  point 
de  l'autre  est  tout  entière  dans  celui-ci. 

En  effet,  si  les  plans  P  et  Q  sont  perpendiculaires,  la 
perpendiculaire  à  l'intersection  des  deux  plans,  menée 
dans  le  plan  Q  par  un  point  A  pris  dans  le  plan  Q  est 
perpendiculaire  au  plan  P  ;  mais  par  A  on  ne  peut  mener 
qu'une  perpendiculaire  au  plan  P,  ce  qui  revient  à  dire 
que  la  perpendiculaire  au  plan  P,  menée  par  A,  est  dans  le 
plan  Q. 

II.  —  L'intersection  de  deux  plans  P,  Q  qui  se  coupent 
et  sont  perpendiculaires  à  un  troisième  plan  R  eskperpen- 
diculaire  à  ce  dernier. 

En  effet,  la  perpendiculaire  au  plan  R  menée  par  un 
point  commun  aux  plans  P  et  Q  est  tout  entière  dans 
chacun  d'eux;  c'est  par  suite  leur  inter-  c 

section. 

III.  —  Quand  trois  plans  sont  per-  £ 1 

pendiculaires  deux  à  deux,  il  en  est  de 
même  de  leurs  intersections.,  et  récipro- 
quement. 

Soient   (fig.    33)  A'A,    B'B,   C'C  les 
intersections  de  trois  plans  rectangulaires  deux  à  deux  ; 
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en  vertu  du  corollaire  précédent,  A'A  est  perpendicu- 
laire au  plan  BOC,  donc  aux  droites  B  B,  C'C,  etc. 

Réciproquement,  si  A'A,  B'B,  C'C  sont  perpendicu- 
laires deux  à  deux,  A' A,  par  exemple,  est  perpendicu- 
laire au  plan  BOC  ;  donc  les  plans  BOA  et  COA  qui 
contiennent  cette  droite  sont  perpendiculaires  au  pre- 


mier. 


45-  Théorème»  —  Quand  deux  plans  sont  perpendicu- 
laires',  toute  droite  perpendiculaire  à  l'un  d'eux  est  paral- 
lèle à  l'autre  ou  y  est  contenue. 

En  effet  soient  P  et  Q  (fig.  34)  deux  plans  perpendi- 
culaires et  AB  une  droite  perpen- 
diculaire au  plan  Q.  Si  par  un  point 
du  plan  P  on  mène  la  perpendicu- 
laire CD  au  plan  Q,  cette  droite  sera 
tout  entière  dans  le  plan  P  ;  mais  AB 
et  CD  sont  parallèles  [3o]  ;  donc  AB 
est  parallèle  au  plan  P  ou  contenue 
dans  ce  plan,  puisqu'elle  est  parallèle   à  une  droite  de 

ce  plan. 

Ce  théorème  peut  être  considéré  comme  le  réciproque 

du  théorème  43. 


Fig.  34. 


46.  Théorème*  —  Par  une  droite  donnée,  on  peut 
toujours  mener  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan  donné, 
et  on  n'en  peut  mener  qu'un  seul  si  la  droite  n'est  pas  per- 
pendiculaire au  plan  donné. 

En  effet,  le  plan  déterminé  par  la  droite  donnée  AB 
et  par  la  perpendiculaire  au  plan  P  menée  par  un  des 
points  de  AB  est  perpendiculaire  au  plan  P  [43]. 

Un  seul  plan  répond  à  la  question  ;  car  s'il  y  en  avait 
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deux,  leur  intersection,  qui  est  la  droite  AB,  serait 
perpendiculaire  au  plan  P;  dans  ce  cas,  tout  plan  mené 
par  AB  serait  perpendiculaire  au  plan  P. 

'»;.  Remarque  sur  les  droites  orthogonales.  —  Quand 
deux  droites  AB,  CD  sont  orthogonales,  on  peut  mener  par 
chacune  d'elles  un  plan  perpendiculaire  à  l'autre.  Ainsi,  par 
exemple,  le  plan  perpendiculaire  à  AB,  mené  par  un  point 
quelconque  de  CD,  contient  CD.  Inversement,  si  AB  est  per- 
pendiculaire à  un  plan  mené  par  CD,  les  deux  droites  AB 
et   CD   sont  orthogonales. 

Il  convient  de  remarquer  que  le  pian  P  mené  par  AB  et 
perpendiculaire  à  CD  et  le  plan  Q  mené  par  CD  et  perpendi- 
culaire à  AB  sont  deux  plans  perpendiculaires.  En  outre,  tout 
plan  mené   par  CD  est  perpendiculaire  au  plan  P. 

En  général,  étant  donné  deux  droites  quelconques,  à  tout 
plan  M  passant  par  la  première,  correspond  un  plan  N,  per- 
pendiculaire à  M  et  passant  par  la  seconde,  et  il  n'en  corres- 
pond qu'un  seul.  Mais  s'il  y  a  plus  d'un  plan  perpendicu- 
laire à  M  et  passant  par  CD,  la  droite  CD  est  perpendiculaire 
au  plan  M,  et,  par  suite,  AB  et  CD  sont  orthogonales, 

Remarquons  enfin  que  pour  exprimer  que  AB  et  CD  sont 
orthogonales,  il  suffit  d'exprimer,  par  exemple,  que  CD  est 
parallèle  à  un  plan  perpendiculaire  à  AB. 

EXERCICES 

i.  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  plans  soient  dans  un 
rapport  donné. 

i.  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  trois  plans  soient  propor- 
tionnelles à  des  nombres  donnés. 

3.  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  distancer  k  deux  plans 
donnés  est  constante. 

4.  Lieu  des  points  dont  la  somme  algébrique  des  distances  à  n 
plans  donnés  est  constante. 


3a  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE 


CHAPITRE    VII 
PLANS  PARALLÈLES 

48.  Définition.  —  On  dit  que  deux  plans  sont  paral- 
lèles quand  ils  n'ont  aucun  point  commun. 

Théorème,  —  Deux  plans  perpendiculaires  à  une 
même  droite  sont  parallèles. 

En  effet,  ils  ne  peuvent  avoir  aucun  point  commun, 
puisqu'on  ne  peut  mener  par  un  point  qu'un  seul  plan 
perpendiculaire  à  une  droite. 

49.  Remarque.  —  Quand  deux  plans  P,Q  sont  paral- 
lèles, toute  droite  contenue  dans  l'un  est  évidemment 
parallèle  à  l'autre.  Il  en  résulte  que  toute  parallèle  à 
l'un  de  ces  plans  est  parallèle  à  l'autre  ou  y  est  con- 
tenue. En  effet,  si  la  droite  AB  est  parallèle  au  plan  P, 
on  peut  mener  dans  ce  plan,  par  un  quelconque  de  ses 
points,  une  droite  CD  parallèle  à  AB.  La  droite  CD  sera 
parallèle  au  plan  Q  et,  par  suite,  la  droite  AB  sera  aussi 
parallèle  au  Q,  ou  contenue  dans  ce  plan  [11  cor.].  Il 
résulte  de  là  que  toute  droite  qui  rencontre  un  plan 
rencontre  aussi  tous  les  plans  qui  sont  parallèles  au 
premier. 

50.  Théorème*  —  Quand  deux  plans  P,  Q  sont  paral- 
lèles, toute  droite  perpendiculaire  à  l'un  est  perpendicu- 
laire à  Vautre. 

En  effet,  si  la  droite  AB  est  perpendiculaire  au  plan  P, 
elle  est  perpendiculaire  à  toute  droite  parallèle  à  P,  et 
par  suite  à  toute  droite  parallèle  à  Q. 
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Corollaires.  —  I,  —  Quand  deux  plans  sont  parallèles , 
une  droite  perpendiculaire  à  Cun  de  ces  plans  et  une 
seconde  droite  perpendiculaire  à  Vautre  plan  sont  paral- 
lèles. 

Car,  si  la  droite  AB  est  perpendiculaire  au  plan  P, 
toute  droite  CD  perpendiculaire  à  un  plan  Q  parallèle 
à  P,  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  P  ;  les  droites  ÀB 
et  CD  sont  donc  parallèles,  puisqu'elles  sont  perpendi- 
culaires à  un  même  plan. 

II.  —  Deux  plans  respectivement  perpendiculaires  à 
deux  droites  non  parallèles,  se  rencontrent. 

En  effet,  si  ces  plans  étaient  parallèles,  les  deux  droites 
seraient  elles-mêmes  parallèles,  en  vertu  du  corollaire 
précédent. 

5i.  Théorème.  —  Par  un  point  A  on  peut  mener  un 
plan  parallèle  à  un  plan  P  et  on  nen  peut  mener  qu'un 
seul. 

En  effet,  le  plan  Q  mené  par  A  et  perpendiculaire  à 
la  droite  AB  perpendiculaire  au  plan  P,  est  parallèle  au 
plan  P  [48]. 

En  second  lieu,  siQ'  est  un  plan  passant  par  A  et  paral- 
lèle à  P,  le  plan  Q'  sera  perpendiculaire  à  AB  [5o]  ; 
donc  il  se  confondra  avec  le  plan  Q. 

Corollaire.  —  Quand  deux  plans  sont  parallèles , 
tout  plan  qui  rencontre  lun  d'eux  rencontre  l'autre,  et 
tout  plan  parallèle  à  l'un  est  parallèle  à  Vautre. 

52.  Théorème,  — Le  lieu  des  droites  parallèles  à  un 
plan  P  et  menées  par  un  point  A,  pris  hors  de  ce  plan, 
est  le  plan  parallèle  au  premier  mené  par  ce  point. 

G.  ci  N.  Géométrie  Êlém.  3 
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En  effet,  les  parallèles  au  plan  P  menées  par  À  sont 
perpendiculaires  à  la  droite  menée  par  A  et  perpendicu- 
laire au  plan  P. 

Corollaire.  —  Les  plans  de  deux  angles  ayant  leurs 
côtés  respectivement  parallèles,  sont  parallèles. 

Nous  avons  déjà  établi  ce  théorème  [17];  on  peut  le 
démontrer  en  s'appuvant  sur  le  théorème  précédent. 
Les  côtés  de  l'un  des  angles  sont  parallèles  au  plan  dans 
lequel  est  tracé  l'autre  ;  donc  [5aj  ils  sont  dans  un  plan 
parallèle  au  premier. 

53.  Remarque.  —  Pour  construire  un  plan  parallèle  à 
un  plan  donné  P  et  passant  par  un  point  A,  il  suffit 
de  mener  par  A  deux  droites  parallèles  au  plan  P. 

54.  Théorème»  —  Les  intersections  de  deux  plans 
parallèles  par  un  même  plan  sont  parallèles . 

En  effet,  les  droites  d'intersection  sont  dans  un  même 
plan,  le  plan  sécant,  et  ne  peuvent  se  rencontrer,  puis- 
qu'elles appartiennent  tout  entières  à  deux  plans  paral- 
lèles. 

55.  Théorème»  —  Deux  plans  parallèles  interceptent 
des  segments  égaux  sur  deux  droites  parallèles. 

Soient  (fig.  35)  AB,  CD  deux  segments  de  droites 
parallèles  compris  entre  deux  plans  parallèles.  Les 
droites  AC,  BD  sont  parallèles  [541;  la  figure  ABDC  est 
donc  un  parallélogramme  et  par  suite  AB  =  CD. 

Corollaihk.  —  Si  la  droite  AB  (fig.  36)  est  perpen- 
diculaire à  l'un  des  plans  parallèles  P  ou  Q,  elle  est  per- 
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pendiculaire  à  l'autre  et  il  en  est  de   même   de  CD;   la 
distance  AB  est  alors  la  distance  du  point  A  au  plan  Q  et 


Fig.  35. 


Fig.  36. 


Ton  voit  immédiatement  que  c'est  la  plus  petite  distance 
d'un  point  quelconque  de  P  à  un  point  quelconque  de  Q» 
car  CD  <  CE,  donc  AB  <  CE  ;  en  remarquant  que  cette 
distance  est  indépendante  de  la  position  de  A,  puisque 
AB  ==  CD,  on  peut  dire  que  AB  est  la  distance  des  deux 
plans  parallèles  considérés. 

56.  Théorème.  —  Trois  plans  parallèles  interceptent 
sur  deux  droites  quelconques  des  segments  proportion- 
nels. 

Soient  (6g.  37)  P,  Q,  R,  trois  plans 
parallèles  coupant  deux  droites  aux 
points  A,  B,  C  et  D,  E,  F. 

Je  dis  que 


AB 
BC 


DE 
EF 


Fig.  3:. 


En  effet,  la  parallèle  à  DF  menée  par  A  est  coupée  en 
E'  par  le  plan  Q  et  en  F'  par  le  plan  R  ;  les  droites  BE', 
CF'  sont  parallèles  [54]  ;  on  a  donc 

AB  AE' 


BC 


ET' 
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Mais  [55 1 

AE'  =  DE,       E'F'=EF; 

la  proposition  est  donc  établie. 

11  convient  de  remarquer  que  les  rapports  -=-  et 


BC  EF 

sont  égaux  en  grandeur  et  signe. 

5j.  Remarque.  —  Si 


AB  DE 


BC  EF   . 

on  peut  mener  un  plan  P  par  les  points  A  et  D,  un  plan 
Q  par  B  et  E,  et  un  plan  R  par  C  et  F,  de  telle  sorte  que 
ces  trois  plans  soient  parallèles.  En  d'autres  termes,  les 
droites  AD,  BE,  CF  sont  alors  parallèles  à  un  même  plan. 
11  suffit,  en  effet,  de  mener  AF'  parallèle  à  DF  et  de  pren- 
dre AE'  =  DE,  E'F'  =  EF.  Gela  fait,  on  prendra  pour 
plan  Q,  le  plan  BE'E,  pour  R  le  plan  CF'F,  et  enfin 
on  mènera  par  A  et  D  un  plan  parallèle  à  CF',  il  sera  pa- 
rallèle aux  deux  premiers. 

58.  Théorème.  —  -  Le  produit  des  rapports  segmentaircs 
déterminés  par  un  plan  sur  les  côtés  consécutifs  d'un  polygone 
plan  ou  gauche  est  égal  à  -\-  i . 

Soient  At,  Aj,...  A„,  n  points  situés  ou  non  dans  un  plan;  ces 
points  sont  les  sommets  d'un  polygone  dont  les  côtés  consécu- 
tifs sont  les  segments  de  droites  A|A„  AjA3,...  A^jA,,,  AnAr 
Un  plan  sécant  coupe  les  côtés,  ou  leurs  prolongements,  res- 
pectivement aux  points  Mt,  M2,...  MM. 

11  s'agit  de  prouver  que 


M,At         M2At  M„  ,tA„-i        Mw  An     __ 

Mi  A,        M,A3  ""     M„>,An  M7Â7    ~~ 
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Par  chaque  sommet  du  polygone,  menons  un  plan  paral- 
lèle au  plan  sécant,  et  soient  ni  et  aï9  a^...  an  les  points  d'in- 
tersection du  plan  sécant  et  des  n  plans  parallèles  obtenus,  par 
une  droite  quelconque  xy.  On  a,  en  grandeur  et  signe  ["*{>", 
pour  un  côté  quelconque  A* A*  +  j, 


MA-  A/t 


mai, 


M*  Ak  +i         /««/,  +  i .  ' 
légalité  à  démontrer  se  réduit  donc  à  légalité  évidente  : 


ma. 


ma. 


ma* 


ma. 


man  -  i 


ma 


n 


ma 


n 


ma, 


=  +i. 


Cas  particulier.  —  Considérons  un  quadrilatère  gauche 
ABCD  (fig.  38)  dont   le  périmètre    est  ç 

coupé  par  un  plan  aux  points  M,  N,  P, 

Q,  on  a  : 

M\ 

MA         NB  PC         QD    _ 

—  -t-     .  a_ 


MB 


XC 


PD 


QA 


Réciproquement.  —    Si  cette    relation  a 
lieu,  les  quatre  points.  M,  N,  P,   Q  sont  dans  un  même  plan, 
car  si  Q'  est  le  point  où  le  plan  MNP  coupe  AI),  on  a  : 


MA 


XB 
NC 


PC 
W 


Q'D 
Q^A 


=  +  i; 


donc 


Q'D         QD 


QA 


QA 


et,  par  conséquent,  Q  et  Q'  coïncident. 


Application. 


Si 


MA 


PD 


MB 


PC 


38 
et 
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NB 
NC 


QA 
QD 


les  droites  MP  et  NQ  (fig.  38)  se  rencontrent;  on  voit,  en 
effet,  que  la  relation  segmentaire  est  vérifiée  et,  par  suite,  les 
quatre  points  M,  N,  P,  Q  sont  dans  un  même  plan.  On  vérifie 
immédiatement  que  O  étant  le  point  de  concours  des  droites 
MP,  NQ,  on  a  : 


OQ    _ 


ON 


MA 
MB 


OM 


NB 
NC 


En  particulier,  les  milieux  des  côtés  d'un  quadrilatère 
gauche  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme  dont  les  dia- 
gonales sont  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés 
opposés. 

>q.  Propriété  du  plax  bissecteur  d'un  dièdre.  —  Soient 
(fig.  39)  P,  Q  deux  plans,  AB  leur  intersection.  Un  plan  per- 
pendiculaire à  AB  coupe  ces  deux  plans  suivant  les  droites 
CD,  EF;  on  obtient  ainsi  les   rectilignes  CAF,   FAD,  DAE, 

EAC  des  quatre  dièdres  formés  par 
les  plans  P  et  Q.  Si  l'on  mène  les  bis- 
sectrices GH,  KL  des  quatre  angles 
plans  ainsi  obtenus,  ces  droites  dé- 
terminent avec  AB  deux  plans  per- 
pendiculaires, qui  partagent  en  par- 
ties égales  chacun  des  dièdres.  Ainsi 
les  dièdres  HABD  et  HABF  sont 
égaux.  Le  lieu  des  points  situés  à 
égale  distance  des  deux  plans  P  et  Q 
se  compose  des  deux  plans  bissec- 
teurs ABGll  et  ABKL.  Soit,  en  effet,  M 
un  point  situé  à  l'intérieur  du  dièdre 
DABF,  par  exemple,  et  soient  MR,  MS  ses  distances  aux  faces 
de  ce  dièdre.  Le  plan  MRS  est  perpendiculaire  à  ces  faces,  donc 
à  leur  intersection  ;  il  coupe  la  figure  suivant  des  droites  CD', 
E'F',   G'H',    K'L'   respectivement  parallèles  aux  droites  CD, 


Fig.  39. 


PLAXS  PARALLÈLES  *9 

EF,  GH,  KL.  Si  Ton  remarque  que  MR  est  perpendiculaire  à 
E'F'  et  MS  à  CfD'y  on  voit  que  si  Ton  suppose  MR  —  MS,  le 
point  M  sera  sur  la  bissectrice  de  l'angle  D'A'F',  c'est- 
à-dire  sur  la  droite  A'H'  parallèle  à  AH,  et,  par  conséquent,  le 
point  M  se  trouvera  dans  le  plan  bissecteur  du  dièdre  consi- 
déré; et  réciproquement,  s'il  est  dans  ce  plan  bissecteur,  il  se 
trouve  sur  A'H',  il  est  donc  à  égale  distance  de  A'F'  et  de 
A'D'  et,  par  suite,  à  égale  distance  des  faces  du  dièdre. 

Donc  le  lieu  des  points  situés  à  égale  distance  de  deux 
plans  se  compose  de  deux  plans  perpendiculaires,  qui  sont  les 
plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  ces  deux  plans. 

60.  Deux  angles  dièdres  dont  les  faces  sont  parallèles 
sont  égaux  ou  supplémentaires. 

On  coupe  la  figure  par  un  plan  perpendiculaire  aux 
arêtes  de  ces  dièdres,  lesquelles  sont  parallèles,  et  Ton 
est  ramené  à  un  théorème  de  géométrie  plane. 

61.  Quand  on  coupe  deux  plans  parallèles  par  un  troi- 
sième, on  obtient  des  angles  dièdres  alternes-internes 
égaux,  etc. 

Même  démonstration  qu'au  numéro  précédent* 


EXERCICES 


1.  Si  les  côtés  opposés  d'un  hexagone  gauche  sont  égaux  et  paral- 
lèles, les  milieux  de  ces  côtés  sont  dans  un  plan  et  sont  les  som- 
mets d'un  hexagone  dont  les  côtés  opposés  sont  égaux  et  parallèles. 
Réciproque. 

2.  Dans  tout  quadrilatère  gauche  les  droites  joignant  les  milieux 
des  côtés  opposés  et  les  milieux  des  diagonales  se  coupent  en  par- 
ties égales. 

3.  Etant  donnés  un  quadrilatère  gauche  et  une  droite  qui  partage 
deux  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  en  parties  proportionnelles, 
tracer  une  deuxième  droite,  perpendiculaire  à  la  première  et  qui 
partage  les  deux  autres  côtés  en  parties  proportionnelles. 
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CHAPITRE    VIII 
PROJECTIONS    ORTHOGONALES 

62.  Définition.  —  On  appelle  projection  orthogonale 
d'un  point  sur  un  plan  (ou  simplement  projection),  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  le  plan. 
Le  plan  considéré  se  nomme  alors  plan  de  projection. 

La  projection  d'une  figure  est  le  lieu  des  projections 
des  points  de  cette  figure. 

63.  Théorème.   —  La  projection  d'une  droite  sur  un 
plan  est  une  droite,  pourvu  que  la  droite  ne  soit  pas  per- 
pendiculaire au  plan . 

En      effet     les     perpendiculaires 


|  abaissées  sur  un  plan  P  (fig.  4°)  des 

*  ' ■        différents  points  d'une  droite  AB  sont 

toutes  dans  le  plan  perpendiculaire 

au  plan  P  mené  par  cette  droite,  et 
*%•  4o.  r  ' 

qu'on  nomme  le  plan  projetant  de  la 

droite  sur  le  plan  P.  Le  lieu  des  projections  de  la  droite 

AB  sur  le  plan  P  est  donc  l'intersection  du  plan  P  et  du 

plan  projetant. 

Si  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan  P,  tous  les 
points  de  cette  droite  se  projettent  sur  le  plan  P  eu  un 
même  point,  qui  est  le  pied  de  cette  droite  dans  le  plan. 
Si  la  droite  est  dans  le  plan  de  projection,  elle  coïncide 
avec  sa  projection  sur  ce  plan. 

Pour  avoir  la  projection  d'une  droite,  il  suffit  de  déter- 
miner les  projections  de  deux  de  ses  points.  La  projec- 
tion d'une  droite  passe  par  le  point  où  elle  rencontre  le 
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plan  de  projection,  point  qu'on  nomme  la  trace  de  cette 
droite.  Il  suffit  donc,  quand  on  con- 
naît la  trace  d'une  droite,  de  con- 
naître la  projection  d'un  autre  point 
de  cette  droite,  pour  connaître  la 
projection  de  la  droite. 

Le  segment  ab  (fig.  fa    qui  a  pour 
extrémités  les  projections  des  extré- 
mités A,  B  d'un   segment  de   droite  AB,    se  nomme    la 
projection  de  ce  segment. 

La  parallèle  à  ab  menée  par  À  est  dans  le  plan  proje- 
tant de  AB  ;  elle  rencontre  donc  la  projetante  Bb  en  un 
point  C  et  Ton  a     • 

AC<AB; 

or 

ab  =  AC  ; 

donc 

ab  <  AB. 

Si  AB  était  parallèle  au  plan  P,  les  points  C  et  B  se- 
raient confondus  et  dans  ce  cas,  on  aurait  ab  =  \B.  Donc, 

La  projection  d'un  segment  de  droite  est  au  plus 
égale  à  ce  segment. 

Il  n'y  a  égalité  que  si  la  droite  est  projetée  sur  un 
plan  qui  lui  est  parallèle. 

64.  Théorème,  —  Les  projections  orthogonales  d'une 
même  figure  sur  des  plans  parallèles  sont  égales. 

Il  suffît  de  remarquer  que  les  projections  de  trois 
points  quelconques  A,  B,  C  de  la  figure  sur  deux  plans 
parallèles  sont  les  sommets  de  deux  triangles  égaux  A'B'C 
et  A"B"C". 
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65.  Théorème.  —  Les  projections  de  deux  droites 
parallèles  sur  un  même  plan  sont  parallèles. 

En  effet,  les  plans  projetants  des  deux  droites  (supposées 
non  perpendiculaires  au  plan  de  projection)  sont  paral- 
lèles, car  la  projetante  d'un  point  de  la  première  droite 
et  la  projetante  d'un  point  de  la  seconde  sont  paral- 
lèles ;  les  plans  projetants  sont  déterminés  par  deux  cou- 
ples de  droites  respectivement  parallèles  ;  les  projections 
des  deux  droites  sont  donc  les  intersections  de  deux 
plans  parallèles  par  un  même  plan. 

66.  Réciproque.  —  Si  les  projections  de  deux  droites 
sur  deux  plans  de  projections  non  parallèles  sont  des^ 
droites  parallèles,  ces  droites  sont  elles-mêmes  parallèles. 

En  effet,  les  plans  projetants  relatifs  à  un  même  plan 
de  projection  étant  parallèles,  les  intersections  de  ces 
quatre  plans  deux  à  deux  sont  parallèles  et  les  droites 
considérées  sont  deux  de  ces  quatre  intersections. 

Remarque.  —  Une  droite  n'est  pas  déterminée  par  une 
seule  projection,  car  cette  projection  est  commune  à  toutes 
les  droites  du  pjan  projetant.  Soient  P  et  P'  deux  plans  qui 
se  rencontrent,  et  soient  Q,  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P, 
et  Q',  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P';  si  Q  et  Q'  se  con- 
fondent en  un  seul  plan,  ce  plan  est  perpendiculaire  à  l'inter- 
section des  plans  P  et  P';  si  Q  et  Q'  étaient  parallèles,  chacun 
creux  serait  perpendiculaire  à  cette  intersection.  Une  droite  est 
déterminée  par  ses  deux  projections,  pourvu  que  ces  projec- 
tions ne  soient  pas  perpendiculaires  à  l'intersection  des  deux 
plans  P,  P'.  Il  y  a  une  infinité  de  droites  ayant  pour  projec- 
tions sur  P  et  P'  deux  droites  perpendiculaires  en  un  même 
point  à  l'intersection  des  plans  P  et  P';  ces  droites  sont  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  celte  intersection.  Il  n'y  a  aucune 
droite  dont  les  projections  soient  perpendiculaires  en  deux 
points  différents  à   l'intersection  des  plans  de  projection.  Le 
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théorème  précédent  n'est  vrai  que  si  les  projections  données 
ne  sont  pas  perpendiculaires  toutes  les  deux  à  l'intersection 
des  plans  de  projection. 

6j.  Théorème.  —  Les  projections  de  deux  droites 
orthogonales  sur  un  plan  parallèle  à  l'une  d'elles  sont  des 
droites  perpendiculaires.  Réciproques.  r 

Soient  (fig.  4^,  AB,  CD  deux  droi-  b/ 

tes  orthogonales,  ahy  cd  leurs  pro-  /j 

jections  sur  un  plan  P  parallèle  à  CD.       a/     j -¥ 7— 

La  droite  CD  est  orthogonale  à  toute      ' 
projetante  Aa  de  la  droite  AB  [24]  >    p/ 

elle  est  donc  perpendiculaire  au  plan    /  S* 17 

projetant  de  AB  et  il  en  est  de  même  *"*£•  $'*• 

de  sa  projection  cd,  qui   lui   est  parallèle  ;  donc  cd  est 

perpendiculaire  à  la  droite  ab. 

Première  réciproque. —  Si  les  projections  ab,  cd  de  deux 
droites  AB,  CD  sur  un  plan  P  parallèle  à  l'une  de  ces 
droites  sont  perpendiculaires,  les  droites  AB  et  CD  sont 
orthogonales. 

En  effet,  supposons  le  plan  P  parallèle  à  CD;  la  droite 
cd  est  perpendiculaire  à  ab  par  hypothèse,  elle  est  aussi 
perpendiculaire  à  Aa,  qui  est  perpendiculaire  au  plan  P; 
donc  cd  est  perpendiculaire  au  plan  projetant  de  AB  et, 
par  suite,  il  en  est  de  même  de  la  droite  CD,  qui  lui  est 
parallèle;  d'où  Ton  conclut  que  CD  et  AB  sont  ortho- 
gonales. 

Seconde  réciproque. —  Si  AB  ef  CD  sont  orthogonales  et 
si  leurs  projections  sur  un  plan  P  sont  perpendiculaires, 
le  plan  P  est  parallèle  à  Vune  des  deux  droites  AB 
ou  CD. 
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En  supposant  que  C  soit  la  projection  du  point  B,  pre- 
nons AD=AC  et  traçons  la  droite  BD.  OnaBC<BD;  les 

deux  triangles  ABC,  ABD  ayant 
deux  cotés  égaux  chacun  à  chacun, 
savoir  :  AB  commun  et  AD=  AC, 
et  le  troisième  côté  inégal  ;  au  plus 
petit  coté  est  opposé  le  plus  petit 

angle.  Donc  BAC  <BAD.C.q.f.d. 
L'angle  BAC  est  par  définition 
V angle  delà  droite  AB  et  du  plan  P. 
Si  Ton  fait  décrire  au  point  D  le  cercle  de  centre  A 
et  de  rayon  AC,  l'oblique  BD  augmente  avec  l'angle  CAD. 
Donc  il  en  est  de  même  de  l'angle  BAD;  par  suite,  le 
maximum  de  cet  angle  est  l'angle  obtus  BÀE  que  fait  la 
droite  AB  avec  sa  projection. 


Fi  g.  43. 


-o.  Lignes  de  pexte  d'ux  plàx.-^-  Soient  (fig.  44)  P  e*  H 
deux  plans.  La  perpendiculaire  menée  par  un  point  A  du 
plan  P  à  l'intersection  MX  de  ces 
deux  plans,  est  celle  des  droites 
du  plan  P,  issues  de  A,  qui  fait 
avec  le  plan  H  le  plus  grand  angle 
possible. 

Soit  en  effet  AC  une  autre  droite 
appartenant  au  plan  P,  et  soitD  la 
projection  du  point  A,  il  s'agit  de 

prouver  que  ABD  >  ACD.  Remar- 
quons que  BD<  CD  ;  donc  si  l'on  prend  sur  DC  le  segment 
DE  =  DB,  le  point  E  sera  situé  entre  D  et  C.  Or  l'angle 

AED  =3  Aï*î*  **>    d'autre  part,  on  sait  que  AED  >  ACD 

donc  ABD  >ACÎ). 


Fig.  44. 


PROJECTIOys  ORTHOGOXALES  4? 

La  ligne  AB  et  les  lignes  parallèles  à  AB  tracées  dans 
le  plan  P,  se  nomment  les  lignes  de  pente  du  plan  P  par 
rapport  au  plan  II. 


PROJECTIONS    SUR    U  X     AXE 

71.  On  appelle  projection  d'un  point  A  sur  un  axe 
X'X,  le  point  d'intersection  a  de  cet  axe  et  du  plan  per- 
pendiculaire mené  par  le  point  A. 

La  projection  d'un  segment  AB  est  le  segment  ah  qui  a 
pour  extrémités  les  projections  a%  b  des  extrémités  A,  B 
du  segment  AB. 

Ayant  choisi  sur  X'X  le  sens  des  segments  positifs,  on 
appelle  projection  d'une  brisée  ABCD...KL,  la  somme 
algébrique  des  projections  ab,  bc,  cdf...  kl  des  côtés  con- 
sécutifs de  cette  brisée. 

72.  Théorème  fondamental.  —  La  projection  sur 
un  axe  quelconque  d'un  contour  polygonal  fermé  est 
nulle. 

En  effet  la  projection  du  contour  ABC...  KLA  est 
égale  à  la  somme  algébrique, 

«ï+  bc  +  ...  +Tl  +  Ta 

et  Ton  sait  que  cette  somme  est  nulle. 

Corollaire. —  De  l'égalité 

« 

ab  +~bc  +  ...  +Tl+Tâ=o 

on  tire 

ab  +  bc  +  ...  +  X7=  al  ; 
c'est-à-dire  : 
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La  projection  d'une  brisée  ABC...  KL  est  égale  a  celle 
de  sa  résultante  AL. 

73.  Théorème.  —  i°  Les  projections  d'un  segment  sur 
des  axes  parallèles  sont  égales. 

20  La  projection  d'un  segment  a  une  longueur  plus 
petite  que  la  longueur  du  segment,  sauf  quand  le  seg- 
ment est  parallèle  à  l'axe;  dans  ce  cas,  les  longueurs  du 

segment    et    de    la   projection    sont 
égales. 

Il  suffit  de  remarquer  (fi g.  45), 
que  la  parallèle  à  Taxe  X'X  menée 
par  A,  rencontrant  le  plan  projetant 
de  B  en  un  point  C,  on  a  : 

Fig#  /,5#  ah  =  AC  et  AC  <  AB. 

Remarque.  —  Les  droites  Aa  et  Bb  sont  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  A  et  de  B  sur  Taxe  X'X.  On  peut  définir 
la  projection  d'un  point  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  point  sur  l'axe.  La  définition  que  nous  avons  adoptée  a 
l'avantage  d'être  susceptible  de  généralisation.  On  peut  en 
effet  projeter  sur  un  axe  en  prenant  des  plans  projetants 
parallèles  à  un  plan  donné.  De  même,  on  peut  projeter  sur  un 
plan,  à  l'aide  de  projetantes  parallèles  à  une  droite  donnée. 


PERPENDICULAIRE     COMMUNE     A     DEUX     DROITES 

PLUS    COURTE    DISTANCE 

74-  Théorème.  —  i°  Il  existe  toujours  une  droite  et 
une  seule  qui  rencontre  deux  droites  données  non  situées 
dans  un  même  plan  et  qui  est  perpendiculaire  à  ces  deux 
droites. 

20  La  distance  des  pieds  de   la  perpendiculaire  com- 
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Figr.  40. 


m  une  à  ces  deux  droites  est  la  plus  petite  distance 
d'un  point  quelconque  pris  sur  l'une  d'elles  à  un  point 
quelconque  pris  sur  l'autre. 

i°  Soient  (fig.  46)  AB  et  CD  deux  droites  non  situées 
dans  un  même  plan.  Par  un  point 
quelconque  de  l'espace,  on  peut  me- 
ner un  plan  P,  parallèle  aux  droites 
données.  Si  une  droite  EF  rencon- 
tre AB  et  CD  et  est  perpendiculaire 
à  chacune  d'elles,  cette  droite  est 
l'intersection  des  deux  plans  per- 
pendiculaires au  plan  P  et  menés 
par  chacune  des  deux  droites  don- 
nées. On  peut  toujours  construire 
ces  deux  plans;  leur  intersection  est  la  droite  cherchée. 

On  peut  remarquer  que  la  droite  EF  est  la  perpendi- 
culaire au  plan  P,  menée  par  le  point  de  rencontre  O  des 
projections  aby  cd  des  deux  droites  AB,  CD,  sur  le 
plan  P. 

2°  Soient  M  un  point  quelconque  de  AB  et  X  un  point 
quelconque  de  CD. 

Le  segment  EF  est  la  projection  du  segment  MXT  sur  la 

droite  indéfinie  OX  ;  on  a  donc  ^31  : 

EF<MX. 

rj.  La  plus  courte  distance  de  deu.t 
droites  est  égale  à  la  distance  du  pied  de 
l'une  de  ces  droites  sur  un  plan  perpen- 
diculaire, à  la  projection  de  l'autre  droite 
sur  ce  plan. 

Supposons  (fig.  !\-\  le  plan  P  perpen- 
diculaire en  A  à  la  droite  AB  et  soit  CI)' 
la  projection  de  CD  sur  ce  plan  ;  soit  enfin  EF  la  perpendicu- 
laire commune  à  ces  deux  droites.  L'angle  EFC  est  droit;  l'un 
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Fig.  47 
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des  côtés  de  cet  angle  étant  perpendiculaire  à  AB  est  parallèle 
au  plan  P  ;  sa  projection  sur  ce  plan  est  donc  un  angle  droit  ; 
ainsi  l'angle  AF'C  est  droit  et,  comme  ÀF'  =  EF,  le  théorème 
est  démontré. 

EX  ERC1CES 

i.  La  direction  de  la  perpendiculaire  commune  a  deux  droites  est 
celle  d'une  perpendiculaire  à  un  plan  parallèle  aux  deux  droites 
données.  En  déduire  une  mélhode  pour  déterminer  la  perpendicu- 
laire commune  à  deux  droites. 

i.  Étant  données  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan, 
si  deux  points  de  Tune  sont  équidistanls  de  l'autre,  ils  sont  aussi 
équidistants  de  la  perpendiculaire  commune  et  réciproquement. 

3.  Etant  données  deux  droites  orthogonales,  calculer  la  distance 
d'un  point  de  la  première  à  un  point  de  la  seconde,  connaissant  la 
plus  courte  distance  des  deux  droites  et  les  distances  de  ces  points 
aux  pieds  de  la  perpendiculaire  commune.  Même  calcul,  quand  les 
droites  font  un  angle  quelconque.  (La  trigonométrie  est  alors  néces- 
saire, sauf  dans  des  cas  particuliers.) 

f\.  Si  un  quadrilatère  plan  ou  gauche  a  deux  côtés  opposés  égaux  : 
i°  ces  deux  côtés  sont  également  inclinés  sur  la  médiane  des  deux 
autres  côtés  ;  2°  la  projection  de  chacun  des  premiers  cotés,  sur  la 
médiane,  est  égale  à  la  médiane  (Ncuberg). 


CHAPITRE   IX 
ANGLES  POLYÈDRES 

j6.  —  On  appelle  angle  trièdre  (fig.  48),  ou  simple- 
ment trièdre  la  figure  formée  par  trois 
demi-droites  OA,  OB,  OC  issues  d'un 
même  point,  mais  non  situées  dans  un 
même  plan,  et  les  portions  de  plan  com- 
prises entre  ces  demi-droites.  Le  point 
de  départ  O  des  demi-droites  se  nomme 
le  sommet  du  trièdre  ;  les  demi-droites 
sont  les  arêtes;  les  angles   AOB,    BOC,  COA    sont  les 
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faces  (*)  du  trièdre  ;  enfin  les  dièdres  AOBC,  BOCA, 
COAB  sont  les  dièdres  du  trièdre.  Ainsi  un  trièdre  a  six 
éléments  :  ses  trois  faces  et  ses  trois  dièdres.  On  dési- 
gne un  trièdre  par  quatre  lettres,  la  première  étant  pla- 
cée au  sommet  ;  ainsi  on  dit  :  le  trièdre  O.ABC. 

Plus  généralement,  considérons  un  nombre  quelconque 
de     demi- droites    issues    d'un     même  0 

point,  par  exemple  (fig.  49)  >  les  demi-  > 

droites  OA,  OB,  OC,  OD,  OE,  et  con-         /  > 
sidérons  ces  demi-droites  dans  un  ordre  / 

déterminé,  celui  dans  lequel  nous  ve-  /  \c 

lions  de  les  ranger,  si  l'on  veut.  Nous 
supposerons  que  trois  demi-droites  con- 
sécutives  ne  soient  pas  dans  un  même   plan  (en  consi- 
dérant comme  consécutives  les  droites  OD,  OE,  OA). 

La  figure  formée  par  ces  demi-droites  et  par  les  por- 
tions de  plans  comprises  entre  chaque  droite  et  la  sui- 
vante et  aussi  entre  la  dernière  et  la  première  est  ce 
qu'on  nomme  un  angle  polyèdre  (**)  ou  encore  un  angle 
solide.  On  dit  l'angle  polyèdre  O.ABCDE.  Le  point  O 
est  le  sommet;  OA,  OB,  OC,  OD,  OE  sont  les  arêtes*, 
les  angles  AOB,  BOC,  COD,  DOE,  EOA  sont  les  faces  \ 
enfin  les  dièdres  AOBC,  BOCD,...  EOAB  sont  les  diè- 
dres   de  l'angle    polyèdre  O.ABCDE. 

~.  On  dit  qu'un  angle  polyèdre  est  convexe  lorsque 
le  plan  de  deux  arêtes  consécutives  quelconques  est  tel 
que  les  autres  arêtes  soient  situées  d'un  même  coté  de 
ce  plan. 


(*)  11  faut  se  rappeler  que  les  faces   d'un   Irièdre   sont   des   angles  et 
non  des  polygones. 

(**)  On  ne  doit  pas  dire  un  polyèdre  pour   un  angle   polyèdre  ;   nous 
verrons  dans  le  chapitre  suivant,  que  le  polyèdre  est  tout  autre  chose. 
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Si  Ton  joint  un  point  quelconque  pris  hors  d'un  plan, 
a  tous  les  sommets  d'un  polygone  convexe  situé  dans  ce 
plan,  on  obtient  un  angle  polyèdre  convexe  ;  et  récipro- 
quement, tout  angle  polyèdre  convexe  est  coupé  par  un 
plan,  rencontrant  toutes  les  arêtes  (et  non  leurs  prolon- 
gements), suivant  un  polygone  convexe. 

78.  Angles  polyèdres  égaux;  angles  polyèdres  symé- 
triques. —  On  dit  que  deux  angles  polyèdres  sont  égaux 
quand  on  peut  faire  coïncider  leurs  sommets  et  leurs  arêtes  ; 
les  faces  de  l'un  sont  alors  égales  aux  faces  de  l'autre 
et  de  même  pour  les  dièdres.  Mais  la  réciproque  n'est 
pas  vraie  ;  on  peut  en  effet  construire,  d'une  infinité  de 
manières,  deux  angles  polyèdres  ayant  tous  leurs  élé- 
ments respectivement  égaux  sans  que  les  angles  polyèdres 
puissent  coïncider. 

Il  suffira  de  considérer  un  angle  trièdre  O.ABC  et  le 

trièdre  O.A'B'C  obtenu  en  prolongeant  les 
arêtes  au  delà  du  sommet. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  (fig.  5o) 
que  l'arête  OB  soit  en  avant  du  plan  AOC 
et  par  suite  OB' en  arrière  du  même  plan, 
ce  que  nous  représentons  en  figurant  OB' 
en  traits  ponctués.  Les  faces  des  deux 
trièdres  sont  égales  comme  angles  oppo- 
sés par  le  sommet  ;  les  dièdres  sont 
égaux  comme  opposés  par  l'arête  ;  mais  on  ne  peut,  en 
général,  faire  coïncider  ces  deux  trièdres.  En  effet, 
imaginons  un  observateur  couché  le  long  de  OB,  la  tête 
en  0,  les  pieds  en  B.  Si  cet  observateur  regarde  l'angle 
AOC,  il  verra  OA  à  sa  gauche,  OC  à  sa  droite.  Le  même 
observateur  couché  le  long  de  OB',  les  pieds   en  B7,  la 
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tête  en  O  et  regardant  le  plan  A'OC  verrait  OA'  à  sa 
droite  et  OC  a  sa  gauche.  La  disposition  des  éléments 
n'est  donc  pas  la  même.  D'ailleurs,  si  Ton  veut  faire 
coïncider  les  deux  trièdres,  il  faudrait  faire  coïncider 
l'angle  AOC  avec  son  égal  A'OC,  en  faisant  coïncider, 
par  exemple,  OC  avec  OC.  Or  on  y  arrive  en  faisant 
tourner  le  trièdre  OA'B'C  autour  de  la  perpendicu- 
laire au  plan  AOC  menée  par  O  ;  mais  quand  OA'  sera 
venu  coïncider  avec  OA  et  OC  avec  OC,  l'arête  OB' 
sera  restée  en  arrière  du  plan  AOC  ;  on  voit  facilement 
qu'elle  prend  une  position  OB"  symétrique  de  OB  par 
rapport  au  plan  AOC. 

On  pourrait  commencer  par  faire  coïncider  OC  avec 
OA  et  OA'  avec  OC.  Les  arêtes  OB  et  OB'  se  trouveront 
alors  du  même  côté  du  plan  AOC  ;  mais  le  dièdre 
B'OC'A'  n'est  pas  égal,  en  général,  au  dièdre  BOAC, 
de  sorte  que  le  plan  B'OC  ne  coïncide  pas  avec  le 
plan  AOB,  et  par  suite  OB'  ne  coïncide  pas  avec  OB. 
Cependant,  si  les  dièdres  BOAC  et  B'OCA7  sont  égaux, 
le  plan  B'OC  coïncidera  avec  le  plan  BOA  et  le  plan 
B'OA'avec  le  plan  BOC  et,  par  suite,  OB'  coïncidera  avec 
OB.  On  voit  ainsi,  en  passant,  que  si  un  trièdre  a  deux 
dièdres  égaux,  les  faces  opposées  a  ces  dièdres  sont 
égales.  Si  on  laisse  ce  cas  de  côté,  on  voit  que  les  deux 
trièdres  O.ABC  et  O.  A'B'C  ne  peuvent  coïncider. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  angles  polyèdres 
ayant  même  sommet  et  tels  que  les  arêtes  de  l'un  soient 
les  prolongements  des  arêtes  de  l'autre,  ne  peuvent  coïn- 
cider en  général,  car  les  trièdres  formés  par  trois  arêtes 
du  premier  angle  polyèdre  et  les  prolongements  de  ces 
arêtes  ne  sont  pas  superposables.  On  donne  aux  angles 
polyèdres  en  question,  le  nom  d'angles  polyèdres  syrnè- 
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triques.  On  verra  plus  loin  la   raison   de  cette  dénomi- 
nation. 


TRIEDRES     SUPPLEMENTAIRES 

79.  Considérons  (fig.  5i)  un  plan  P  et  la  perpendicu- 
laire AOA'   a  ce   plan  ;    menons  par  le    pied  O  de  cette 

perpendiculaire  une  demi-droite  OB. 
Si  OB  et  OA  sont  d'un  même  côté  du 
plan  P,  l'angle  AOB  est  aigu  et  l'angle 
A'OB  est  obtus;  et  réciproquement,  si 
l'angle  AOB  est  aigu,  OB  et  OA  sont 
d'un  même  côté  du  plan.  On  le  voit 
nettement  en  considérant  la  demi- 
droite  OC,  intersection  du  demi-plan 
AA'B  et  du  plan  P  ;  dire  en  effet  que  O  A 
et  OB  sont  d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  P,  revient 
à  dire  que  OB  est  à  l'intérieur  de  l'angle  AOC. 


A'I 
Fig.  5i. 


80.    Cela    posé,  considérons  un   angle  dièdre    CAB1) 
(fig.  3 a,  53),  et  par  un  point  A  de  son  arête,  menons  la  demi- 


B 


IB 


droite  AC  perpendiculaire  à  la  face  B*\D,  et  située  du 
côté  de  la  face  BAC,  et  la  demi-droite  AD',  perpendicu- 
laire à  la  face  BAC  et  du  côté  de  la  face  BAD.  Je  dis  que 
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l'angle  plan  CAD'  est  le  supplément  du  rectiligne  CAD. 
On  voit  d'abord  que,  si  le  dièdre  est  droit,  l'angle  CAD' 

coïncide  avec  CAD.  ..  .^ 

En  vertu  de  la  construction,  les  angles  CAD  et  CAD' 
sont  droits  et  de  même  sens  ;  on  en  déduit  immédiate- 
ment  :  y>*  y^^  ^\  ^"\ 

CAI)  +  CAD'  =  CAD'  +  CAD  =  adr. 

On  dit  alors  que  Y  angle  plan  CAD'  est  le  supplément 
du  dièdre  CABD. 

81.  Ce  lemmc  établi,  nous  arrivons  à  la  définition  des 
trièdres  supplémentaires. 

Soit  (Kg.  54)  O.ABC  un  trièdre  quelconque;  menons 
la  demi-droite  0 A7  perpendiculaire  au  plan  de  la  face  BOC, 
et  du  même  côté  que  OA,  c'est- 
à-dire  telle  que  l'angle  AOA'  soit 
aigu  ;  de  même,  soit  OB'  la  demi- 
droite  perpendiculaire  au  plan  AOC 
et  faisant  avec  OB  un  angle  aigu, 
et  enfin  la  demi-droite  OC,  per- 
pendiculaire au  plan  AOB  et  fai- 
sant avec  OC  un  angle  aigu.  On  obtient  ainsi  un  second 
trièdre  O.A'B'C.  Je  dis  que,  réciproquement,  on  peut, 
en  partant  du  second  trièdre,  obtenir  le  premier  par  la 
même  construction.  En  eflet,  OB'  étant  perpendiculaire 
au  plan  AOC,  est  perpendiculaire  a  OA  ;  de  même  OC 
est  perpendiculaire  à  OA  ;  par  suite,  OA  étant  perpen- 
diculaire à  OB'  et  à  OC,  est  perpendiculaire  au  plan 
OB'C;  et  d'autre  part  l'angle  A'OA  étant  aigu,  OA  est 
situé  du  côté  de  OA'  par  rapport  au  plan  B'OC.  Et  de 
même  pour  les  autres  arêtes. 

Il  convient  de  remarquer  que  si  les  trois  droites  OA, 
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OB,  OC  étaient  dans  un  même  plan,  les  droites  OA', 
OB',  0(7  coïncideraient;  de  même  si  OA7,  OB',  OC 
étaient  dans  un  même  plan,  à  leur  tour  les  trois  pre- 
mières droites  coïncideraient.  On  en  conclut  que  si  un 
trièdre  existe,  le  trièdre  supplémentaire  existe  aussi. 

Soient  a,  b,  cy  A,  B,  C  les  faces  et  les  dièdres  du  pre- 
mier trièdre,  et  soient  a!,  b',  c\  A7,  B',  C  les  faces  et  les 
dièdres  du  second;  ces  angles  étant  rapportés  a  l'angle 
droit  pris  pour  unité. 

En  vertu  du  lemme  précédent,  les  faces  du  premier 
trièdre  sont  les  suppléments  des  dièdres  du  second;  on  a 
donc  : 

a'=i—  A       //=2— B       c'=2  — C; 

et  de  même 

a  =  2  —  A'      6  =  2— B'      c  =  2—  C\ 

Remarques.  —  I.  — Si  au  lieu  de  considérer  les  dièdres 
d'un  trièdre,  on  considère  leurs  suppléments,  c'est-à- 
dire  les  angles  analogues  aux  angles  extérieurs  des 
triangles,  en   faisant 


Aj  =  2  —  A 

Bi  =  2—  B 

Ct  =  2  —  C, 

A't  =  2  —  A' 

B',  =  2  —  B' 

C,  =  2  -  C, 

les  relations  entre  les  éléments  des  deux  trièdres  supplé- 
mentaires deviennent  : 

a  -  A',       b  =  B't      c  —  C\ 
a'  =  Al       1/ =Bl      c'=Cr 

II.  Soient  O.  ABC,  un  trièdre,  et  0.  A'  B'C,  le  trièdre  sup- 
plémentaire ;  si  nous  remplaçons  la  demi-droite  OA'  par 
la  demi-droite  opposée  OA",  nous  aurons  un  nouveau  trièdre 
O.  A'B'C,  dont  les  faces  a",  b",  c"  et  les  dièdres  A",  B",  C" 
auront  pour  valeurs  : 

a"  =  a,=Ai  b"  =  *  —  b'=zB        c"  =  2  —  c'  =  C 

A"  =  A'  =  2  — «     B"=2-B'  =  A       C"—  2  —  C'=c. 
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82.  Considérons  un  angle  polyèdre  convexe  0.  Ai  Ax...  A  = 
et  menons  par  le  sommet  des  demi-droites  OBi,  OB2,...  OBrt 
respectivement  perpendiculaires  aux  plans  des  faces  succes- 
sives OAt  At,  OAjAj,...  OA„  Ai  du  premier  angle,  et  telles 
que  chacune  de  ces  demi-droites  soient  par  rapport  au  plan 
de  la  face  à  laquelle  elle  est  perpendiculaire,  du  même  côté 
que  les  arêtes  du  premier  angle,  non  contenues  dans  ce  plan. 
Ce  qui  revient  à  dire  que  OB,,  par  exemple,  fait  des  angles 
aigus  avec  chacune  des  arêtes  OA3,  OA4,...  OA„,  et  de  même 
pour  les  autres. 

On  verra,  comme  pour  les  trièdres  supplémentaires,  que  la 
construction  précédente  est  réciproque,  c'est-à-dire  que  l'angle 
polyèdre  0.  At  As...  A„  peut  se  déduire  de  l'angle  polyèdre 
O.  B|  Bj...  B"  comme  ce  dernier  a  été  déduit  du  premier. 
II  en  résulte  que  les  dièdres  de  l'un  sont  les  suppléments  des 
faces  de  l'autre,  ainsi  par  exemple  : 

BlOhi  =  1  —  A^A^Aj,  etc. 

Remarque.  —  Il  convient  de  remarquer  que  les  deux 
trièdres  O.  B!  B,  B3  et  O.  AtA2A3  ne  sont  pas  supplémen- 
taires, car  OB3  est  perpendiculaire  au  plan  0A3  A4  et  non  au 
plan  OAt  A3. 

83.  H  résulte  de  ce  qui  précède  qu'à  toute  relation  entre 
les  faces  et  les  dièdres  d'un  angle  polyèdre  quelconque  cor- 
respondra une  nouvelle  relation  que  l'on  obtiendra  en  écrivant 
pour  l'angle  polyèdre  supplémentaire  la  relation  trouvée,  ce 
qui  revient  à  remplacer  dans  la  première  relation  les  faces  par 
les  suppléments  des  dièdres  et  les  dièdres  par  les  suppléments 
des  faces.  Pour  plus  de  netteté,  supposons  qu'on  ait  dans  un 
trièdre  quelconque  : 

/*(«,  h,  c,  A,  B,  C)  =  o. 
on  aura  aussi 

/"(a  —  A,  2  —  B,  2  —  C,  2  —  a,  2  —  b,  1  —  c)  =  o 
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puisque 


/>',//,  c\  A'.  B',  C')  =  o. 


Ainsi,  à  chaque  théorème  correspond  un  théorème  corré- 
latif. 

84.  Remarque.  —  Pour  construire  le  trièdre  supplémen- 
taire d'un  trièdre  donné,  il  n'est  pas  nécessaire  de  mener  les 
demi-perpendiculaires  aux  faces  de  ce  trièdre  par  son  sommet; 
on  peut  les  mener  par  un  point  quelconque,  pourvu  que  l'on 
choisisse  pour  chaque  demi-perpendiculaire  le  même  sens  que 
dans  le  premier  cas.  Pareille  remarque  s'applique  aux  angles 
polyèdres  supplémentaires. 

Cela  étant,  dire  que  trois  plans  forment  un  trièdre,  cela 
revient  à  dire  que  ces  trois  plans  n'ont  qu'un  seul  point  com- 
mun. Or,  si  un  trièdre  existe,  le  trièdre  supplémentaire  existe 
aussi;  ce  qui  revient  à  dire  que  ses  arêtes  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan  et  réciproquement.  On  peut  donc  énoncer  cette 
conclusion  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite  : 

Pour  que  trois  plans  aient  un  seul  point  commun,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  point  sur 
ces  trois  plans  ne  soient  pas  dans  un  même  plan. 

85.  Théorème.  —  Dans  tout  trièdre,  une  face  quel- 
conque est  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres  et 

plus  grande  que  leur  différence. 

Le  théorème  est  évident  si  les  trois 
faces  sont  égales.  Supposons  que  la 
face  BOC  (fig.  55)  soit  la  plus  grande  ; 
ce  théorème  est  encore  évident  pour 
chacune  des  deux  autres  faces  ;  il 
suffit  donc  de  prouver  que 

.'-'\       /\        /"\ 

BOC  <  BOA  +  AOC. 

Pour  cela,  traçons  dans  le  plan  de  la  plus  grande  face, 
et  à  Tintérieur  de  cette  face,  la  demi-droite  OD  telle  que 
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BOD  =  BOA  ;  cela  fait,  traçons  une  transversale  BCD 
rencontrant  les  trois  demi-droites  OB,  OC,  OD,  et  enfin, 
prenons  OA  =  OD,  et  tirons  les  droites  AB,  AC.  Les 
deux  triangles  BOA,  BOD  sont  égaux,  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun, 
donc  BA  =  BD.  Dans  le  triangle  BAC,  le  côté  AC  est 
plus  grand  que  DC,  qui  est  la  différence  des  deux  autres 
côtés  ;  les  deux  triangles  AOC,  COD  ont  donc  deux  côtés 
égaux  et  le  troisième  inégal,  et  par  suite 


/     v. 


DOC  <  AOC ; 
donc 

BOl)  +  î>OC  <  BOA  +  AOC 
ou 

BOC  <  BOA  +  AOC.  c.  q.  f.  cl. 

Chaque  face  étant  plus  petite  que  la  somme  des  deux 
autres,  en  supposant 

a  ^  h  ^  c, 

on  a 

a  <  h  -)-  c,       doù       A>«  —  c,     c>«  —  6, 

h  <  a  -\-  c,       d'où  m    a>h  —  c. 


■S'1 


86.   Théorème  corrélatif.  —  Dans  tout  trièdre,  la 
somme  de  deux  dièdres  est  moindre  que  le  troisième  aiq 
mente  de  deux  droits. 

En  effet,  on  a,  dans  le  trièdre  supplémentaire  : 

„'  <  //  +  f  ' 

c'est-à-dire 

2  — A<2  — B  +  4  — C, 

ou 

B  +  C<*  +  A. 
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Autre  énoncé.  —  Si  Ton  envisage  les  dièdres  extérieurs 
A,,  B,,  Cp  on  a  : 

A^B.  +  C,; 

donc  chaque  dièdre  extérieur  est  plus  petit  que  la  somme 
des  deux  autres  et  plus  grand  que  leur  différence. 

Remarque.  —  Si  Ton  suppose  B>C,  on  a  aussi 

i— A>B— C 


car 


ri'>c'— //; 


d'ailleurs  cela  revient  à  dire  que 

A,  >  C,  -  BP 

87.   Théorème.  —  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe, 
la  somme  des  faces  est  plus  petite  que  quatre  droits. 
Kn    effet,   soit  (fig.  56)  O.ABCDE  un  angle  polyèdre 

convexe  ;  si  nous  imaginons  un  plan 
qui  coupe  toutes  les  arêtes,  la  section 
obtenue  ABCDK  sera  un  polygone 
convexe.  Soit  0'  un  point  quelconque 
pris  à  l'intérieur  de  ce  polygone;  si 
nous  considérons  les  triangles  ayant 
pour  sommets  communs  le  point  O 
et  pour  bases  les  cotés  du  polygone 
ABCDE ,  et  en  second  lieu  les  triangles  ayant  pour 
sommet  commun  le  point  O'  et  pour  bases  les  côtés  du 
même  polygone,  les  triangles  des  deux  catégories  étant 
en  môme  nombre,  la  somme  des  angles  intérieurs  est 
la  même  pour  chaque  catégorie.  Donc,  si  Ton  appelle  S 
la    somme   des  faces  de  l'angle  polyèdre,  B   la   somme 


AXGLES  POLYEDRES 


61 


des  angles  à  la  base  des  triangles  ayant  le  sommet  en  O, 
et  de  même  S'  et  B'  les  sommes  analogues  relatives  aux 
triangles  ayant  leur  sommet  en  O',  on  a 

(1)  S  +  B  =  S'  +  B'. 

Mais  dans  les  trièdres 

A.BOE,     B.AOC,  etc. 


on  a  : 


EAB  <  EAO  +  OAB 
ABC<ABO  +  OBC 
BCD<BCO+  OCI) 


c'est-à-dire,  en  ajoutant  membre  a  membre  : 
(a;  B'<B. 

Si  l'on  compare  l'inégalité  (2)  à  l'égalité  (1),   on  voit 
que,  par  compensa  lion,  on  doit  avoir 


S<S\ 


c'est-à-dire  : 


S<4''. 


c.  q.  f.  d. 


Fijç.  57. 


Remarque.  — Dans  le  cas  d'un  trièdre, 
on   peut  donner   une  démonstration  plus 
simple.  Considérons   (fîg.    57)  le  trièdre 
O.A'BC  obtenu  en  prolongeant  la  demi-droite  AO  au  delà 
du  sommet  O.  On  a 

BOC  <  BOA'  +  COA' 


ou 


c'est-à-dire 


BOC  <  -i*'  —  AOB  +  1'1  —  AOC 


AOB  +  AOC  +  BOC  <  vl . 
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88.  Théorème  corrélatif.  —  Dans  tout  trièdre  la 
somme  des  dièdres  est  comprise  entre  2  droits  et  6  droits. 

En  effet,  dans  le  trièdre  supplémentaire  du  trièdre 
O.  ABC,  on  a 

ou 

o  <  2  —  A  +  2  —  B  +  i  —  C<4 

c'est-à-dire 

2<A  +B+  C<6. 

D'ailleurs  chacun  des  angles  A,  B,  C  étant  moindres 
que  a  droits,  leur  somme  est  évidemment  moindre  que 
6  droits. 

89.  Plus  généralement,  dans  font  angle  polyèdre  con- 
vexe à  n  faces 9  la  somme  des  angles  dièdres  est  comprise 
entre  zn  et  in  —  4  droits. 

En  effet,  si  Ton  nomme  A,,  Aa,...,  AM  ces  dièdres,  les 
faces  de  l'angle  polyèdre  supplémentaires  seront 

2  —  A|,  2  —  A«, .  .  .  2  —  A/i  ^ 

donc  on  a  : 

o<  2  —  At  +  2  —  A2-f  ...  +  2  —  A„  </| 
ou 

2  «  —  4  <  A,  +  A2  +  .  .  +  Al4  <  2  n . 

Chacun  des  n  dièdres  A  ,  As,  ...,  A;J  étant  moindre  que 
2  droits,  leur  somme  est  évidemment  moindre  que  2/1 
droits. 

Corollaire.  —  La  somme  des  dièdres  extérieurs  d'un 
angle  polyèdre  convexe  est  plus  petite  que  4  droits. 
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90.  Trièdres  rectangles.  —  Un  trièdre  peut  avoir  un  seul 
dièdre  droit,  deux  dièdres  droits  ou  les  trois  dièdres  droits; 
on  dit  alors  qu'il  est  rectangle,  birectangle  ou  trircctangle. 

Les  faces  qui  comprennent  le  dièdre  droit  d'un  trièdre  rec- 
tangle peuvent  être  toutes  les  deux  des  angles  aigus  ou  toutes 
les  deux  des  angles  obtus;  enfin  Tune  peut  être  un  angle  aigu 
et  l'autre  un  angle  obtus. 

Théorème*  —  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'une  quelconque 
des  arêtes  d'un  trièdre  rectangle  coupe  ces  arêtes  ou  leurs  pro- 
longements en  trois  points  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  rec- 
tangle, le  sommet  de  V angle  droit  étant  sur  f  arête  du  dièdre  droit. 

La  proposition  est  évidente  pour  tout  plan  perpendiculaire 
à  larèteOA  (fig.  58)  du  dièdre  droit,  puisque 
les  faces  de  ce  dièdre  sont  alors  coupées 
suivant  les  côtés  d'un  rectiligne  de  ce  diè- 
dre. 

Pour  mener  par  un  point  quelconque  D 
de  l'arête  OC  le  plan  qui  est  perpendicu- 
laire à  OB,  il  suffit  d'abaisser  DE  perpen- 
diculaire sur  OA,  puis  EF  perpendiculaire 
sur  OB.  Le  plan  DEF  est  le  plan  demandé, 
en  vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires,  car  DE  est 
perpendiculaire  au  plan  AOB.  Or  le  triangle  DEF  est  rectangle 
en  E  ;  la  proposition  est  donc  établie. 

On  peut  remarquer  que  les  triangles  DEO,  DFO,  OEF  sont 
aussi  rectangles. 

On  a  supposé  sur  la  figure  58  les  angles  A  OC,  AOB 
aigus;  la  démonstration  subsiste  quand  l'un  de  ces  angles  ou 
tous  deux  sont  obtus.  Si  l'un  deux  devenait  droit,  le  trièdre 
serait  birectangle  et  la  proposition  n'aurait  plus  de  sens. 

ÉGALITÉ    DES    TRIEDRES 

91 .  Deux  angles  trièdres  sont  égaux  quand  ils  ont  : 

i°  Une  face  égale  comprise  entre  deux  dièdres  égaux 
chacun  à  chacun  et  disposés  dans  le  même  ordre; 
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Ou  2°  un  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales 
chacune  à  chacune  et  disposées  dans  le  même  ordre  ; 

Ou  3°  les  faces  égales  chacune  à  chacune  et  disposées 
dans  le  même  ordre  / 

Ou  enfin  4°  les  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  dis- 
posés  dans  le  même  ordre. 

Les  deux  premiers  cas  d'égalité  se  démontrent,  en  em- 
ployant la  méthode  de  superposition,  absolument  comme 
les  cas  analogues  d'égalité  de  deux  triangles  :  d'ailleurs 
ces  deux  cas  sont  corrélatifs. 

Pour  démontrer  le  troisième  cas,  nous  procéderons 
encore  comme  pour  les  triangles.  Soient  (fig.  5g)  O.ABC 
et  O'.A'B'C  deux  trièdres  dans  lesquels  on  suppose 

/\       X\       /\      ^\       /"\       /\ 

AOB  =  A'O'B  ,     BOC  =  B'O'C,     COA  =  C'O'A'. 

Prenons  sur  les  arêtes  du  premier  trois  longueurs  arbi- 
traires OÀ,  OB,  OC  et  sur  le  second,  des  longueurs  éga- 
les O'À'  =  OA,  O'B'  =  OB,  O'C  =  OC  ;  tirons  enfin  les 
droites  AB,  BC,  CA;  A'B',  B'C,  C'A'.  Les  triangles  AOB 

et  A'O'B'  sont  égaux  comme 
ayant  un  angle  égal  compris 
entre  côtés  égaux  ;  donc  AB  = 
it  A'B'.  Pareillement,  BC  =  B'C', 
AC  =  A'C,  de  telle  sorte  que 
les  triangles  ABC,  A'B'C  sont 
égaux  ;  si  nous  les  faisons  coïn- 
cider, je  disque  O'  viendra  coïncider  avec  O,  pourvu  que 
la  disposition  des  éléments  soit  la  même  dans  les  deux 
trièdres.  En  effet,  soit  O"  la  position  que  prendra  O' : 
on  aura,  en  vertu  des  hypothèses,  AO  =  AO",  BO  =  BO", 
CO=CO//.  Donc,  si  O"  ne  coïncidait  pas  avec  O,  le  plan 
ABC  serait  perpendiculaire    au    milieu   de  00"  et,  par 
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suite,  O"  serait  symétrique  de  O  par  rapport  au  plan  ABC  ; 
cela  est  impossible  si  Ton  suppose  les  éléments  disposés 
dans  le  même  ordre  dans  les  deux  trièdres.  Donc  O'1 
coïncide  avec  O  et,  par  suite,  les  deux  trièdres  coïncident. 
Pour  démontrer  le  quatrième  cas,  on  remarque  que  si 
les  dièdres  de  deux  trièdres  sont  égaux  chacun  à  chacun, 
les  trièdres  supplémentaires  auront  leurs  faces  égales 
chacune  a  chacune  ;  donc  les  dièdres  de  ces  derniers 
seront  aussi  égaux  et,  par  suite,  les  faces  des  trièdres 
primitifs  seront  égales  chacune  a  chacune,  et  Ton  est 
ainsi  ramené  au  troisième  cas. 

9'i.  Remarque.  —  Soient  (fig.  Go)  O.  ABC  et  O'.  A'B'C  deux 
trièdres  ayant,  par  exemple,  leurs  faces  respectivement  égales, 
mais  non  disposées  dans  le  même  ordre,  soient  : 

BOC  =  W&à,     COA  =  C'O'A',     AOB  =  A'O'B'. 

Mais  supposons  qu'un  observateur  placé  en  DE,  le  long 
de  OA,  la  tête  du  côté  de  O  et  les  pieds  du  côté  de  A  et  regar- 
dant le  plan  BOC,  voie  OB  à  sa  gauche,  OC  à  sa  droite  et 
qu'un  observateur  couché  sur  O'A',  les  pieds  en  E',  la  tête 
en  D',  voie  au  contraire  O'B'  à  sa 
droite  et  O'C  à  sa  gauche.  Il  est 
évident  que  les  deux  trièdres  ne 
peuvent  coïncider;  mais  si  l'on 
considère  le  trièdre  O'.  A"B"C" 
symétrique  du  second,  la  disposi- 
tion des  éléments  sera  la  même 
que  dans  le  premier.  On  peut  donc  pj-   6o 

énoncer  ce  théorème  : 

.S*  deux  trièdres  ont  une  face  égale  comprise  entre  deux  dièdres 
égaux  chacun  à  chacun,  ou  un  dièdre  égal  compris  entre  deux 
faces  égales  chacune  à  chacune,  ou  les  trois  faces  égales  chacune 
il  chacune,  ou  les  trois  dièdres  égaux  chacun  à  chacun,  ils  sont 
égaux  ou  symétriques,  et  les  trois  autres  éléments  sont  aussi 
G.  et  N.  Géométrie  Elém.  5 
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égaux  chacun  à  chacun,  les  dièdres  égaux  étant  opposés  aux 
faces  égales  et  réciproquement . 

On  peut  remarquer  en  particulier  que  le  raisonnement  que 
nous  avons  fait  pour  le  troisième  cas  d'égalité  prouve  que 
O'.  A'B'C  coïncide  avec  O.  ABC  ou  avec  le  trièdre  ayant  pour 
sommet  le  point  symétrique  de  O  par  rapport  au  plan  ABC  et 
dont  les  arêtes  passent  par  les  points  A,  B,  G. 

<j3.  Egalité  des  tiuèdkes  rectangles.  —  Remarquons 
d'abord  que  deux  trièdres  trirectangles  sont  égaux  et  que  deux 
trièdres  birectangles  sont  égaux  quand  leurs  dièdres  non  droits 
sont  égaux.  En  ce  qui  concerne  les  trièdres  rectangles,  on  peut 
toujours,  supposer  que  les  faces  du  dièdre  droit  soient  des 
angles  aigus,  car  s'il  en  était  autrement,  il  suffirait  de  consi- 
dérer les  trièdres  obtenus  en  prolongeant  une  arête.  Sup- 
posons, par  exemple,  que  ion  ait  à  comparer  les  deux  trièdres 
O.ABC  et  O'.A'B'C  (fig.  Gi),  dans  lesquels  les  angles  AOB  et 
A'O'B'  sont  obtus  et  les  angles  AOC,  A'O'C  aigus.  Soient 
OBt  et  O'B/  les  prolongements  des  arêtes  OB,  O'B'.   Pour 


7k--'  « 


Fig.  61.  Fig.  62. 

que  les  trièdres  proposés  soient  égaux,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  trièdres  auxiliaires  OABtC  et  O'A'B'jC  le  soient.  Cela 
posé,  nous  établirons  les  deux  théorèmes  suivants  : 

i°  Deux  trièdres  rectangles  sont  égaux  quand  ils  ont  la  face 
hypoténuse  égale  et  une  face  adjacente  égale,  chacune  à  cha- 
cune, et  disposées  dans  le  même  ordre. 

Soient  (iig.  62)  O.  ABC  et  O'.  A  BC,  deux  trièdres  rec- 
tangles; on  suppose  les  faces  hypoténuses,  c'est-à-dire  oppo- 
sées aux  dièdres  droits,  égales  : 


BOC  =  B'0'C 


ANGLES  POLYEDRES 


'67 


«t,  de  plus, 


•V 


AOB  =  A'O'B'. 


En  outre,  ces  derniers  angles  sont  supposés  aigus. 

Si  l'on  prend  sur  OB  et  O'B'  des  longueurs  égales  OD, 
O'D'  et  que  l'on  mène  par  D  le  plan  perpendiculaire  àOB«t 
par  D'  le  plan  perpendiculaire  à  OB',  nous  obtiendrons 
comme  sections  [90]  deux  triangles  rectangles  DEF,  D'E'F'; 
les    triangles    rectangles    ODF    et    O'D'F'    sont    égaux,    car 

OD  =  0'D\  60K  =  D'0'F'  et  les  angles  ODF  et  O'D'F' 
sont  droits;  de  même  les  triangles  DOE  et  D'O'E'  sont 
égaux;  donc  DF  =  D'F',  DE=D'E';  il  en  résulte  que  les 
triangles  rectangles  DEF  et  D'E'F'  sont  égaux  et,  en  les 
faisant  coïncider,  on  voit  immédiatement  que  les  deux  trièdres 
coïncideront,  pourvu,  bien  entendu,  que  leurs  éléments  soient 
disposés  dans  le  même  ordre. 

a°  Deux  trièdres  rectangles  sont  égaux  quand  ils  ont  In  face 
hypoténuse  égale  et  un  dièdre  adjacent  égal,  chacun  à  chacun,  et 
disposés   dans  le  même  ordre. 

Démonstration  analogue,  en  faisant  les  mêmes  construc- 
tions. 

94.  Analogies  et  différences  entre  la  théorie  des 
trièdres  et  celle  des  triangles.  —  Le  lecteur  a  dû  remar- 
quer déjà  lui-même  quelque  analogie  entre  les  deux  théories 
et  reconnaître  que  les  faces  d'un  trièdre  jouent  le  même  rôle 
que  les  côtés  d'un  triangle  et  les  dièdres,  celui  des  angles.  On 
peut  en  effet  faire  le  tableau  comparatif  suivant  : 


TRIANGLES 

Dans  un  triangle  : 

i°  Un  côté  quelconque  est 
plus  petit  que  la  somme  des 
deux  autres  et  plus  grand  que 
leur  différence  ; 

20  A  deux  côtés  égaux  sont 
opposés  deux  angles  égaux,  et 
réciproquement  ; 

3°   Si    deux  côtés   sont   iné- 


TRIEDRES 

Dans  un  trièdre  : 

i°  Une  face  quelconque  est 
plus  petite  que  la  somme  des 
deux  autres  et  plus  grande  que 
leur  différence  ; 

20  A  deux  faces  égales  sont 
opposés  deux  dièdres  égaux,  et 
réciproquement  ; 

3°   Si   deux  faces   sont  iné- 
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gaux  au  plus  grand  est  oppose 
le  plus,  grand  angle. 

Si  deux  triangles  ont  un  an- 
gle inégal  compris  entre  côtés 
égaux,  chacun  à  chacun,  au  plus 
grand  angle  est  opposé  le  plus 
grand  côté. 


gales,  à  la  plus  grande  est  op- 
posé le  plus  grand  dièdre. 

Si  deux  trièdres  ont  un  dièdre 
inégal  compris  entre  faces 
égales,  chacune  à  chacune,  au 
plus  grand  dièdre  est  opposée 
la  plus  grande  face. 


Mais  il   y   a  aussi  de  profondes  différences  entre  les  deux 
théories  ;  en  voici  quelques  exemples  : 


La  somme  des  angles  inté- 
rieurs d'un  triangle  est  égale  à 
deux  droits. 

Dans  tout  triangle,  un  angle 
extérieur  est  égal  à  la  somme 
des  deux  angles  intérieurs  non 
adjacents. 

Chaque  côté  d'un  triangle  est 
aussi  grand  qu'on  veut. 

La  somme  des  côtés  d'un 
triangle  n'est  assujettie  à  au- 
cune condition. 


La  somme  des  dièdres  inté- 
rieurs d'un  trièdre  est  comprise 
entre  deux  droits  et  six  droits. 

Dans  tout  trièdre  un  dièdre 
extérieur  est  plus  petit  que  la 
somme  des  dièdres  intérieurs 
non  adjacents. 

Chaque  face  d'un  trièdre  est 
moindre  que  deux  droits. 

La  somme  des  faces  d'un 
trièdre  est  moindre  que  quatre 
droits. 


On  trouvera  encore  d'autres  différences  dans  les  cas 
d'égalité. 

Deux  trièdres  qui  ont  les  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et 
disposés  dans  le  même  ordre,  sont  égaux,  tandis  que  deux 
triangles  qui  ont  les  angles  égaux  sont  seulement  semblables. 

Remarquons  enfin  que,  si  deux  triangles  ont,  par  exemple, 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun, 
ils  sont  égaux,  tandis  que  deux  trièdres  qui  ont  un  dièdre 
égal  compris  entre  faces  égales,  chacune  à  chacune,  peuvent 
être  seulement  symétriques  et  non  égaux.  Mais  ici,  il  y 
aurait  plutôt  lieu  de  voir  une  analogie  et  non  une  différence, 
si  l'on  veut  bien  distinguer  deux  sortes  d'égalité  dans  un 
même  plan  [G.  P.  66].  En  effet,  deux  triangles  situés  dans  un 
même  plan  et  ayant  par  exemple  les  trois  côtés  égaux  ne  peu- 
vent être  amenés  à  coïncider  sans  retournement  de  l'un  d'eux, 
que  si  les  éléments  des  deux  triangles  sont  orientés  delà  même 
façon,  ils  sont  alors  directement  égaux  ;  dans  le  cas  contraire, 
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s'il  faut  au  préalable  retourner  l'un  deux,  c'est-à-dire  si 
l'orientation  des  éléments  n'est  pas  la  même  dans  les  deux 
triangles,  on  dit  qu'ils  sont  inversement  égaux.  On  peut  d'après 
cela  rapprocher  les  énoncés  des  théorèmes  relatifs  aux  triangles 
ou  aux  trièdres.  Ainsi,  par  exemple  : 


Deux  triangles  ayant  les 
trois  côtés  égaux,  chacun  à 
chacun,  sont  directement  ou 
inversement  égaux. 


Deux  trièdres  ayant  les  trois 
faces  égales,  chacune  à  chacune, 
sont  égaux,  ou  symétriques. 


Ajoutons  enfin  que  :  aux  côtés  égaux  correspondent  des  angles 
égaux,  dans  les  deux  triangles,  et  aux  faces  égales  corres- 
pondent des  dièdres  égaux,  dans  les  deux  trièdres. 

9  5.  Problème.  —  Construire  un  trièdre  dont  on  donne  les 
trois  faces. 

Soient  a,  b,  c,  les  trois  angles  donnés.  Il  est  évident  a 
priori  que  le  problème  n'est  possible  que  si  chaque  face  est 
plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres  et  qu'en  outre  la 
somme  des  trois  faces  soit  moindre  que  quatre  droits.  Nous 
allons  prouver  que  ces  deux  conditions  nécessaires  sont  suf- 
fisantes. En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées, 


a 


et 


«<^-|-cî         a  +  £-f-c<4 


id 


D'un  point  quelconque  O  (fig.  63),  situé  dans  un  plan 
donné,  traçons  un  cercle  de  rayon  arbi- 
traire et  construisons  les  angles  au  centre 
consécutifs  AjOB,  BOC,  GOAj,  res- 
pectivement égaux  à  c,  a,  b.  Prenons  sur 
Tare  BG,  l'arc  BA'=  BA,  et  l'arc  CA" 
=  CAr 

A    cause  de  l'hypothèse  a  <  b  -+-  c, 
le  point  A"  est  entre  B  et  A7;  d'autre  part 
l'arc  AtBCAf  est  moindre  que  la  circon- 
férence tout  entière,  d'où  il  résulte  que  A"  et  A,  sont  de  part 
et  d'autre  de  la  corde  A'A,  ;  par  suite,  les  cordes  A' A,  et 
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A"  A,  se  coupent  en  un  point  D,  situé  à  l'intérieur  du  cercle. 
Je  dis  que  les  cercles  décrits  sur  A' A,,  et  A" A,  comme 
diamètres,  dans  des  plans  perpendiculaires  au  plan  P  du 
premier  cercle  ,  ont  deux  points  communs  ;  en  effet  , 
A,D  X  DA7  —  AtD  X  DA";  donc,  si  l'on  élève  en  D  la  pevpe»- 
diculaire  au  plan  P  et  que  l'on  prenne  DM  =  DM'=^AlD.DA'i 
les  points  M  et  M'  appartiendront  aux  deux  cercles  consi- 
dérés. Cela  po**é,  si  Ton  fait  tourner  la  droite  OA,  autour 
de  OB,  le  point  Aâ  décrira  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
milieu  S  de  Ai  A'  et  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  au 
plan  P.  Ce  cercle  passera  donc  par  M  et  par  M'.  Pareille- 
ment, si  Ton  fait  tourner  la  droite  OA,  autour  de  OC,  le  point 
A,  décrira  un  cercle  passant  par  les  deux  mêmes  points  M 
et  M'  ;  il  en  résulte  que  l'angle  BOM  =  c  et  l'angle  COM  =  b. 
Les  deux  trîèdres  symétriques  O.MBC  et  O.M'BC  répondent  à 
la  question.  La  construction  elle-même  prouve  qu'il  ne  peut  y 
en  avoir  d'autres,  ce  qu'on  savait  d'ailleurs,  puisque  deux  triè- 
dres  ayant  les  faces  égales  chacune  à  chacune,  sont  égaux  ou 
symétriques. 

96.  Problème  corrélatif.  —  Construire  un  trièdrc  dont  or 
donne  les  trois  dièdres. 

Soient  A,  B,  C,  les  trois  dièdres  donnés  supposés  moin- 
dres que  deux  droits;  ils  doivent  satisfaire  aux  conditions  sui- 
vantes :  i°  chaque  dièdre  augmenté  de  deux  droits  doit  être 
supérieur  à  la  somme  des  deux  autres,  et  'i°  la  somme  A  +  B  -h  C 
doit  être  comprise  entre  -2  droits  et  6  droits. 

Ces  conditions  sont  nécessaires  ;  je  dis  qu'elles  sont  suffi- 
santes. En  effet,  si  elles  sont  remplies,  on  peut  construire  un 
trièdre  auxiliaire  ayant  pour  faces  a'  =  2.  —  A,  br  =  i —  B, 
c'=i  —  C,  car  chacune  des  faces  a'y  bf>  c1  sera  positive  et 
moindre  que  deux  droits  ;  chacune  sera  moindre  que  la 
somme  des  deux  autres  ;  ainsi 

(l'<b'+c',       car       2  —  A  <  a  —  B  +  a  —  C 

puisqu'on  suppose  B  +  C<'i  +  A;  et  en  lin 

a'  +  //  +  c>  <  4 


AyGLES POLYEDRES  71 

puisque 

2  —  «'4-2  —  //  +  2  —  c'  >  2. 

Cela  étant,  les  trièdres  supplémentaires  des  deux  trièdres 
obtenus  répondent  à  la  question.  Si  la  disposition  des  élé- 
ments est  donnée  d'avance,  une  seule  solution  conviendra. 

97.  Remarque.  —  Nous  venons  ainsi  de  prouver  que  les 
inégalités 

o<a  +  b  +  c< \ 

et 

2<A+B+C<6 

donnent  les  limites  précises  entre  lesquelles  sont  comprises  tes 
deux  sommes  a-hb-hc  etA-+-B-hC  En  effet,  soit  <x  un  angle 
aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  trouver,  d'une  infinité  de  ma- 
nières trois  angles  a,  b,  c,  tels  que 

a  +  b  +  c  <  * 
et 

* 

a  <  b  +  c-, 

en  supposant  a  à=  b  ^  c;  on  pourra  donc  construire  une  inii- 
nité  de  trièdres  dont  la  somme  soit  aussi  petite  qu'on 
voudra,  et  de  même  on  pourra  en  construire  une  infinité  tels 
que  la  somme  a  +  b-\-c  soit  comprise  entre  \  dr.  —  a  et 
î  droits.  Même  raisonnement  pour  les  dièdres. 

EXERCICES 

1.  Dan»  tout  trièdre  la  somme  des  angles  que  chaque  arête  fait 
avec  la  face  opposée  est  moindre  que  la  somme  des  faces  (égale  à 
cette  somme  dans  le  trièdre  trirectangle). 

2.  Dans  tout  trièdre  : 

i°  Les  plans  bissecteurs  des  dièdres  se  rencontrent  suivant  une 
ligne  droite,   dont  les  points  sont  équidistants  des  plans  des  faces. 

2e  Deox  plans  bissecteurs  de  deux  dièdres  extérieurs  et  le  plan 
bissecteur    du   troisième    dièdre  se   coupent    suivant   une    droite. 
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A" A,  se  coupent  en  un  point  D,  situé  à  Vintérieur  du  cercle. 
Je  dis  que  les  cercles  décrits  sur  A' A,,  et  A"At  comme 
diamètres,  dans  des  plans  perpendiculaires  au  plan  P  du 
premier  cercle  ,  ont  deux  points  communs  ;  en  effet , 
AjD  X  DA'  =  AfD  X  DA";  donc,  si  l'on  élève  en  D  la  peirpei*- 
diculaire  au  plan  P  et  que  l'on  prenne  DM  =  DM,=^AiD.DA'» 
les  points  M  et  M'  appartiendront  aux  deux  cercles  consi- 
dérés. Celât  potté,  si  Ton  fait  tourner  la  droite  OA,  autour 
de  OB,  le  point  A,  décrira  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
milieu  3  de  AtA'  et  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  au 
plan  P.  Ce  cercle  passera  donc  par  M  et  par  M'.  Pareille- 
ment, si  Ton  fait  tourner  la  droite  OA,  autour  de  OC,  le  point 
A,  décrira  un  cercle  passant  par  les  deux  mêmes  points  51 
et  M'  ;  il  en  résulte  que  l'angle  BOM  =  c  et  l'angle  COM  =  b. 
Les  deux  trièdres  symétriques  O.MBC  et  O.M'BC  répondent  à 
la  question.  La  construction  elle-même  prouve  qu'il  ne  peut  y 
en  avoir  d'autres,  ce  qu'on  savait  d'ailleurs,  puisque  deux  triè- 
dres ayant  les  faces  égales  chacune  à  chacune,  sont  égaux  ou 
symétriques. 

96.  Problème  corrélatif.  —  Construire  un  trièdre  dont  on 
donne  les  trois  dièdres. 

Soient  A,  B,  C,  les  trois  dièdres  donnés  supposés  moin- 
dres que  deux  droits;  ils  doivent  satisfaire  aux  conditions  sui- 
vantes :  i°  chaque  dièdre  augmenté  de  deux  droits  doit  être 
supérieur  à  la  somme  des  deux  autres,  et  *i°  la  somme  A  +  B  -h  C 
doit  être  comprise  entre  2  droits  et  6  droits. 

Ces  conditions  sont  nécessaires  ;  je  dis  quelles  sont  suffi- 
santes. En  effet,  si  elles  sont  remplies,  on  peut  construire  un 
trièdre  auxiliaire  ayant  pour  faces  a!  =  2  —  A,  bt  =  ,x  —  B, 
c,=  'k  —  C,  car  chacune  des  faces  af,  bf,  d  sera  positive  et 
moindre  que  deux  droits  ;  chacune  sera  moindre  que  la 
somme  des  deux  autres  ;  ainsi 

a'<b'+e\       car       2  —  A<2  —  B  +  2  —  C 

puisqu'on  suppose  B  +  C  <  2  -+■  A  ;  et  en  lin 

a'  +  b'  +  <:'  <  /, 


AXGLES POLYÈDRES  -, 

puisque 

a-fi'  +  a-A'+a  -c'>:i. 

Cria  étant,  les  trièdres  supplémentaires  des  deux  trièdres 
«item*  répondent  à  la  question.  Si  la  disposition  des  élé- 
ments est  donnée  d  avance,  «ne  seule  solution  conviendra. 

<j;.  Remarque.  —  Nous  venons  ainsi  de  prouver  que  les 

■orgaiitè« 

i-t 

a<A+B+C<6 

<j.*nent  les  lùnûe,  précises  entre  lesquelles  sont  comprises  les 

riT  a+^C  Ct  A-B^C-  E»  effet,  soit  aun  angle 
^,  peut  qu  on  veut,  on  peut  trouver,  dune  infinité  de  ma- 
""*****&*  ;b,c,  tels  que 

ri 

^n  «PfNwant  a-^c;  on  pourra  donc  rongtnjire  une  in|._ 

tifa    ",  d°m  ^    SOU,nie    SoU    *»***    Petite     qu'on 

.  «  *  même  on  pourra  en  construire  une  infinité  tels 

^^-  +  *  +  ^ilron«priSe    entre    j    dr.    -a   ,t 
*     "l*  Même  raisonnement  pour  les  dièdres. 


KXERCICLS 


«»U^«      *  5°minc  t,es  a«^K  que    chaque   arête  fait 

'^«a^J/'T0*1  moindre  qu<*  la  somme  des  laers    (égale   à 
^«ms  le  mèdrç  trirecianelei 

5  °»»  totit  irièdre  : 

1    ***  bUa$  hîurrL- .1         j*  •  j 

'«Hrwte   A»  1         •  dièdre»  se  rencontrent  suivant  h  in." 

*  •**  *i»uiL!rms  som  ti(iuidis*t;,,|i!* c,cs  pia,|s  ,,os  far,'s- 

t-iivrtfif  j*    7?fe*ri,ri  de  deux   dièdre»  extérieurs  et  le  |>l««n 
■  frMSièae   dièdre  se   coupent    suivant   une    droite. 


A 


70  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE 

A;/Aâ  se  coupent  en  un  point  D,  situé  à  l'intérieur  du  cercle. 
Je  dis  que  les  cercles  décrits  sur  A'Aj,  et  A"A4  comme 
diamètres,  dans  des  plans  perpendiculaires  au  plan  P  du 
premier  cercle  ,  ont  deux  points  communs  ;  en  effet  , 
A,D  X  DA'  =  A,D  X  DA";  donc,  si  l'on  élève  en  D  la  perpen- 
diculaire au  plan  P  et  que  Ion  prenne  DM  =  DM'=^AJD.DAS 
les  points  M  et  M'  appartiendront  aux  deux  cercles  consi- 
dérés. Cela  posé,  si  Ton  fait  tourner  la  droite  OA,  autour 
de  OB,  le  point  A1  décrira  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
milieu  3  de  Ai  A'  et  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  au 
plan  P.  Ce  cercle  passera  donc  par  M  et  par  M'.  Pareille- 
ment, si  Ton  fait  tourner  la  droite  OAâ  autour  de  OC,  le  point 
A,  décrira  un  cercle  passant  par  les  deux  mêmes  points  Xf 
et  M'  ;  il  en  résulte  que  l'angle  BOM  =  c  et  l'angle  COM  =  b. 
Les  deux  trièdres  symétriques  O.MBC  et  O.M'BC  répondent  à 
la  question.  La  construction  elle-même  prouve  qu'il  ne  peut  y 
en  avoir  d'autres,  ce  qu'on  savait  d'ailleurs,  puisque  deux  triè- 
dres ayant  les  faces  égales  chacune  à  chacune,  sont  égaux  ou 
symétriques. 

96.  Problème  con relatif.  —  Construire  un  trièdrc  dont  on 
donne  les  trois  dièdres. 

Soient  A,  B,  C,  les  trois  dièdres  donnés  supposés  moin- 
dres que  deux  droits;  ils  doivent  satisfaire  aux  conditions  sui- 
vantes :  i°  chaque  dièdre  augmenté  de  deux  droits  doit  être 
supérieur  à  la  somme  des  deux  autres,  et  'i°  la  somme  A  +  B  -+-  C 
doit  être  comprise  entre  a  droits  et  6  droits. 

Ces  conditions  sont  nécessaires;  je  dis  qu'elles  sont  suffi- 
santes. En  effet,  si  elles  sont  remplies,  on  peut  construire  un 
trièdre  auxiliaire  ayant  pour  faces  a'  —  i  —  A,  ^  =  2  —  B, 
c'=i  —  C,  car  chacune  des  faces  a',  V,  d  sera  positive  et 
moindre  que  deux  droits  ;  chacune  sera  moindre  que  la 
somme  des  deux  autres  ;  ainsi 

a'<b'  +  c\       car       2  —  A  <  2  —  B  -f-  2  —  C 

puisqu'on  suppose  B  +  C  <  *2  -+-  A  ;  et  en  lin 

a'  +  h'  +  c'  <  /» 
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é 


puisque 

i  —  a'  -f-  i  —  y  +  i  —  c'  >  2. 

Cela  étanl,  les  trièdres  supplémentaires  des  deux  trièdres 
obtenus  répondent  à  la  question.  Si  la  disposition  des  élé- 
ments est  donnée  d'avance,  une  seule  solution  conviendra. 

5)7.  Remarque.  —  Nous  venons  ainsi  de  prouver  que  les 
inégalités 

o<a  +  /,  +  £•<  i 

et 

2<A+B+C<6 

donnent  les  limites  précises  entre  lesquelles  sont  comprises  les 
deux  sommes  a-+-b-î-c  et  A-r  Bn-  C.  En  effet,  soit  a  un  angle 
aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  trouver,  d'une  infinité  de  ma- 
nières trois  angles  a,  b,  c,  tels  que 

a  +  b  +  c  <  a 
et 

« 

«  <  b  -f  c, 

en  supposant  a  ^  b  ^  c;  on  pourra  donc  construire  une  in  fi- 
ni té  de  trièdres  dont  la  somme  soit  aussi  petite  qu'on 
voudra,  et  de  même  on  pourra  en  construire  une  infinité  tels 
que  la  somme  a-\-b-\-c  soit  comprise  entre  \  dr.  — a  et 
'#  droits.  Même  raisonnement  pour  les  dièdres. 

EXERCICES 

1.  Dan»  tout  trièdre  la  somme  des  angles  que?  chaque  arête  fait 
avec  la  face  opposée  est  moindre  que  la  somme  des  faces  (égale  à 
cette  somme  dans  le  trièdre  trirectangle). 

1.  Dans  tout  trièdre  : 

i°  Les  plans  bissecteurs  des  dièdres  se  rencontrent  suivant  une 
ligne  droite,   dont  les  points  sont  équidistants  des  plans  des  faces. 

a°  Deux  plans  bissecteurs  de  deux  dièdres  extérieurs  et  le  plan 
bissecteur    du   troisième    dièdre  se   coupent   suivant   une    droite. 
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À"À^  se  coupent  en  un  point  D,  situé  à  V intérieur  du  cercle. 
«le  dis  que  les  cercles  décrits  sur  A/À,,  et  À'^A*  comme 
diamètres,  dans  des  plans  perpendiculaires  au  plan  P  du 
premier  cercle  ,  ont  deux  points  communs  ;  en  effet  , 
AjD  X  DÀ'  =  A,D  X  DA";  donc,  si  l'on  élève  en  D  la  perpen- 
diculaire au  plan  P  et  que  l'on  prenne  DM  =  DM,=y/AlD.DA'i 
les  points  M  et  M'  appartiendront  aux  deux  cercles  consi- 
dérés. Cela  posé,  si  Ton  fait  tourner  la  droite  OA,  autour 
de  OB,  le  point  A,  décrira  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
milieu  S  de  AtA;  et  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  au 
plan  P.  Ce  cercle  passera  donc  par  M  et  par  M'.  Pareille- 
ment, si  l'on  fait  tourner  la  droite  OAs  autour  de  OC,  le  point 
A,  décrira  un  cercle  passant  par  les  deux  mêmes  points  Xt 
et  M'  ;  il  en  résulte  que  l'angle  BOM  =  c  et  l'angle  COM  =  b. 
Les  deux  trièdres  symétriques  O.MBC  et  O.M'BC  répondent  à 
la  question.  La  construction  elle-même  prouve  qu'il  ne  peut  y 
en  avoir  d'autres,  ce  qu'on  savait  d'ailleurs,  puisque  deux  triè- 
dres ayant  les  faces  égales  chacune  à  chacune,  sont  égaux  ou 
symétriques. 

96.  Problème  corrélatif.  —  Construire  un  trièdre  dont  on 
donne  les  trois  dièdres. 

Soient  A,  B,  C,  les  trois  dièdres  donnés  supposés  moin- 
dres que  deux  droits  ;  ils  doivent  satisfaire  aux  conditions  sui- 
vantes :  i°  chaque  dièdre  augmenté  de  deux  droits  doit  être 
supérieur  à  la  somme  des  deux  autres,  et  i°  la  somme  A  +  B  -h  C 
doit  être  comprise  entre  2  droits  et  6  droits. 

Ces  conditions  sont  nécessaires  ;  je  dis  qu'elles  sont  suffi- 
santes. En  effet,  si  elles  sont  remplies,  on  peut  construire  un 
trièdre  auxiliaire  ayant  pour  faces  a'  —  'i  —  A,  br=7. —  B, 
c'=Tk  —  C,  car  chacune  des  faces  a7,  b',  cf  sera  positive  et 
moindre  que  deux  droits  ;  chacune  sera  moindre  que  la 
somme  des  deux  autres  ;  ainsi 

a'<b'  +  c',       car       2  —  A  <  2  —  B  +  2  —  C 

puisqu'on  suppose  B  +  C<ï+A;  et  enlin 

„/  +  //  +  c'  <  4 
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puisque 

2  —  a'  +  1  —  b*  +  1  —  c'  >  2. 

Cela  étant,  les  trièdres  supplémentaires  des  deux  trièdres 
obtenus  répondent  à  la  question.  Si  la  disposition  des  élé- 
ments est  donnée  d'avance,  une  seule  solution  conviendra. 

0,7.  Remarque.  —  Nous  venons  ainsi  de  prouver  que  les 
inégalités 

o  <  a  -f-  h  -f-  c  <  i 

et 

a<A+B+C<6 

donnent  les  limites  précises  entre  lesquelles  sont  comprises  les 
deux  sommes  a-\-b-+-c  etA-hB-fr-C.  En  effet,  soit  a  un  angle 
aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  trouver,  d'une  infinité  de  ma- 
nières trois  angles  a,  b,  c,  tels  que 

«  -f-  b  +  c  <  a 

et 

a  <  b  -f-  c, 

en  supposant  a  =s  b  ^  c;  on  pourra  donc  construire  une  infi- 
nité de  trièdres  dont  la  somme  soit  aussi  petite  qu'on 
voudra,  et  de  môme  on  pourra  en  construire  une  infinité  tels 
que  la  somme  a-\-b-\-c  soit  comprise  entre  \  dr.  — a  et 
*  droits.  Même  raisonnement  pour  les  dièdres. 

EXERCICES 

1.  Dans  tout  trièdre  la  somme  des  angles  que  chaque  arête  fait 
avec  la  face  opposée  est  moindre  que  la  somme  des  faces  (égale  à 
cette  somme  dans  le  trièdre  trircclangle). 

a.   Dans  tout  trièdre  : 

i°  Les  plans  bissecteurs  des  dièdres  se  rencontrent  suivant  une 
ligne  droite,   dont  les  points  sont  équidislants  des  plans  des  faces. 

a°  Deux  plans  bissecteurs  de  deux  dièdres  extérieurs  et  le  plan 
bissecteur    du    troisième    dièdre   se    coupent    suivant   une    droite. 
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Af,\  se  coupent  en  un  point  D,  situé  à  l'intérieur  du  cercle. 
•le  dis-  que  les  cercles  décrits  sur  A'A,,  et  A" A,  comme 
diamètres,  dans  des  pleure  perpendiculaires  au  plan  P  cfcu 
premier  cercle  ,  ont  deux  points  communs  ;  en  effet  , 
A,D  X  DA' =  A4D  X  DA";  donc,  si  Ton  élève  en  D  la  perpen- 
diculaire au  plan  P  et  que  Ton  prenne  DM  =  DM'=^AID.DA'» 
les  points  M  et  M'  appartiendront  aux  deux  cercles  consi- 
dérés. Cela  posé,  si  l'on  fait  tourner  la  droite  OA,  autour 
de  OB,  le  point  Al  décrira  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
milieu  3  de  AjA'  et  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  au 
plan  P.  Ce  cercle  passera  donc  par  M  et  par  M'.  Pareille- 
ment, si  l'on  fait  tourner  la  droite  OAj  autour  de  OC,  le  point 
A,  décrira  un  cercle  passant  par  les  deux  mêmes  points  M 
et  M'  ;  il  en  résulte  que  l'angle  BOM  =  c  et  l'angle  COM  =  b. 
Les  deux  trièdres  symétriques  O.MBC  et  O.M'BC  répondent  à 
la  question.  La  construction  elle-même  prouve  qu'il  ne  peut  y 
en  avoir  d'autres,  ce  qu'on  savait  d'ailleurs,  puisque  deux  triè- 
dres ayant  les  faces  égales  chacune  à  chacune,  sont  égaux  ou 
symétriques. 

96.  Problème  corrélatif.  —  Construire  un  trièdre  dont  on 
donne  les  trois  dièdres. 

Soient  A,  B,  C,  les  trois  dièdres  donnés  supposés  moin- 
dres que  deux  droits;  ils  doivent  satisfaire  aux  conditions  sui- 
vantes :  i°  chaque  dièdre  augmenté  de  deux  droits  doit  être 
supérieur  à  la  somme  des  deux  autres,  et  '±°  la  somme  A  +  B  -+-  C 
doit  être  comprise  entre  2  droits  et  6  droits. 

Ces  conditions  sont  nécessaires;  je  dis  quelles  sont  suffi- 
santes. En  effet,  si  elles  sont  remplies,  on  peut  construire  un 
trièdre  auxiliaire  ayant  pour  faces  a!  =  1  —  A,  &  =  % —  B, 
c/=a — C,  car  chacune  des  faces  a!,  bft  d  sera  positive  et 
moindre  que  deux  droits  ;  chacune  sera  moindre  que  la 
somme  des  deux  autres  ;  ainsi 

a'<b'  +  c'1       car       2  — A<  2— B  +  2  —  C 

puisqu'on  suppose  B  +  C  <  2  -+-  A  ;  et  enfin 

a'  +  /,'  _|_  c'  <  4 
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/ 


puisque 

1  —  a'  +  2  —  //  +  a  —  c'  >  2. 

Cela  étant,  les  trièdres  supplémentaires  des  deux  trièdres 
obtenus  répondent  à  la  question.  Si  la  disposition  des  élé- 
ments est  donnée  d'avance,  une  seule  solution  conviendra. 

0,7.  Remarque.  —  Xous  venons  ainsi  de  prouver  que  les 
inégalités 

et 

2<A+B+C<6 

donnent  les  limites  précises  entre  lesquelles  sont  comprises  les 
deux  sommes  a-+-b-\-c  et  A-I-B-+-C.  En  effet,  soit  a  un  angle 
aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  trouver,  dune  infinité  de  ma- 
nières trois  angles  a,  b7  c,  tels  que 

a  +  h  +  c  <  a 

et 

«  <  h  +  c, 

en  supposant  a=±b^c-y  on  pourra  donc  construire  une  infi- 
nité de  trièdres  dont  la  somme  soit  aussi  petite  qu'on 
voudra,  et  de  même  on  pourra  en  construire  une  infinité  tels 
que  la  somme  a  +  b-\-c  soit  comprise  entre  \  dr.  — a  et 
'i  droits.  Même  raisonnement  pour  les  dièdres. 

EXERCICES 

1.  Dans  tout  trièdre  la  somme  des  angles  que  chaque  arête  fait 
avec  la  face  opposée  est  moindre  que  la  somme  des  faces  (égale  à 
cette  somme  dans  le  Irièdrc  trireclangle). 

2.  Dans  tout  trièdre  : 

i°  Les  plans  bissecteurs  des  dièdres  se  rencontrent  suivant  une 
ligne  droite,   dont  les  points  sont  équidistants  des  plans  des  faces. 

i*  Des»  plans  bissecteurs  de  deux  dièdres  extérieurs  et  le  plan 
bissecteur    du    troisième    dièdre   se    coupent    suivant  une    droite. 
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iV'À,  se  coupent  en  un  point  D,  situé  à  V intérieur  du  cercle. 
Je  dis  que  les  cercles  décrits  sur  A'A„  et  A^A,  comme 
diamètres,  dans  des  plans  perpendiculaires  au  plan  P  du 
premier  cercle  ,  ont  deux  points  communs  ;  en  effet  , 
A,D  X  DA'  =  Ajl)  X  DA";  donc,  si  ion  élève  en  D  la  perpen- 
diculaire au  plan  P  et  que  Ton  prenne  D\I  =  I)M'=y/A,D.DA'» 
les  points  M  et  M'  appartiendront  aux  deux  cercles  consi- 
dérés. Cela  posé,  si  l'on  fait  tourner  la  droite  OAt  autour 
de  OB,  le  point  A,  décrira  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
milieu  3  de  AjA'  et  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  au 
plan  P.  Ce  cercle  passera  donc  par  M  et  par  M'.  Pareille- 
ment, si  Ton  fait  tourner  la  droite  OA2  autour  de  OC,  le  point 
A,  décrira  un  cercle  passant  par  les  deux  mêmes  points  M 
et  M'  ;  il  en  résulte  que  l'angle  BOM  =  c  et  l'angle  COM  =  b. 
Les  deux  trièdres  symétriques  O.MBC  el  O.M'BC  répondent  à 
la  question.  La  construction  elle-même  prouve  qu'il  ne  peut  y 
en  avoir  d'autres,  ce  qu'on  savait  d'ailleurs,  puisque  deux  triè- 
dres ayant  les  faces  égales  chacune  à  chacune,  sont  égaux  ou 
symétriques. 

96.  Problème  corrélatif.  —  Construire  un  trièdrc  dont  on 
donne  les  trois  dièdres. 

Soient  A,  B,  C,  les  trois  dièdres  donnés  supposés  moin- 
dres que  deux  droits;  ils  doivent  satisfaire  aux  conditions  sui- 
vantes :  i°  chaque  dièdre  augmenté  de  deux  droits  doit  être 
supérieur  à  la  somme  des  deux  autres,  et  a°  la  somme  A  +  B  -h  C 
doit  être  comprise  entre  2  droits  et  6  droits. 

Ces  conditions  sont  nécessaires  ;  je  dis  quelles  sont  suffi- 
santes. En  effet,  si  elles  sont  remplies,  on  peut  construire  un 
trièdre  auxiliaire  ayant  pour  faces  af  =  2>  —  A,  bt  =  tk —  B, 
</=»  —  C,  car  chacune  des  faces  a',  br7  c'  sera  positive  et 
moindre  que  deux  droits  ;  chacune  sera  moindre  que  la 
somme  des  deux  autres  ;  ainsi 

a'<b'+c\       car       2  —  A  <  2  —  B  -f  2  —  C 
puisqu'on  suppose  B  +  C  <  %  -\-  A  ;  et  enfin 
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puisque 

i  —  a'  +  2  —  b'  -{-  i  —  c'  >  2 . 

Cela  étant,  les  trièdres  supplémentaires  des  deux  trièdres 
obtenus  répondent  à  la  question.  Si  la  disposition  des  élé- 
ments est  donnée  d'avance,  une  seule  solution  conviendra. 

c)j.  Remarque.  —  Nous  venons  ainsi  de  prouver  que  les 
inégalités 

oO  +  b  +  c<  i 

et 

2<A+B+C<6 

donnent  les  limites  précises  entre  lesquelles  sont  comprises  les 
deux  sommes  a-\-b-+-c  et  A-f-  Bn-  C.  En  effet,  soit  a  un  angle 
aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  trouver,  d'une  infinité  de  ma- 
nières trois  angles  a,  b,  c,  tels  que 

a  +  b  +  c  <  a 
et 

4 

«  <  b  -f  c, 

en  supposant  a  ^  b  ^  c;  on  pourra  donc  construire  une  inii- 
nité  de  trièdres  dont  la  somme  soit  aussi  petite  qu'on 
voudra,  et  de  même  on  pourra  en  construire  une  infinité  tels 
que  la  somme  a-\-b-\-c  soit  comprise  entre  \  dr.  — a  et 
i  droits.  Même  raisonnement  pour  les  dièdres. 

EXERCICES 

i.  Dana  tout  Irièdre  la  somme  des  angles  que  chaque  arête  fait 
avec  la  face  opposée  est  inoindre  que  la  somme  des  faces  (égale  à 
cotte  somme  dans  le  trièdre  trirectangle). 

2.   Dans  tout  trièdre  : 

i°  Les  plans  bissecteurs  des  dièdres  se  rencontrent  suivant  une 
ligne  droite,   dont  les  points  sont  équidistants  des  plans  des  faces. 

»•  Deux  plans  bissecteurs  de  deux  dièdres  extérieurs  et  le  plan 
bissecteur    du    troisième    dièdre   se   coupent    suivant  une    droite. 


7'i  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE 

Conclure  de  ces  deux  propriétés  le  lieu  complet  des  points  équi- 
distants des  plans  des  faces. 

3°  Les  plans  menés  par  les  arêtes  et  perpendiculaires  aux  faces 
opposées  ont  une  droite  commune. 

4°  Les  plans  menés  par  les  bissectrices  des  faces  et  respective- 
ment perpendiculaires  aux  plans  de  ces  faces  ont  une  droite  com- 
mune dont  les  points  sont  équidistants  des  arêtes. 

5°  Les  plans  menés  par  les  bissectrices  extérieures  de  deux 
faces  et  la  bissectrice  intérieure  de  la  troisième  face,  ces  plans 
étant  en  outre  respectivement  perpendiculaires  aux  plans  de  ces 
faces,  ont  une  droite  commune. 

Lieu  des  points  équidistants  des  arêtes  du  trièdre. 

6°  Les  plans  menés  par  les  arêtes  et  les  bissectrices  des  faces 
opposées  ont  une  droite  commune. 

7°  Les  plans  menés  par  les  arêtes  et  les  bissectrices  extérieures 
de  deux  des  faces  opposées  à  ces  arêtes  et  la  bissectrice  intérieure 
de  la  troisième  face  ont  une  droite  commune. 

Remarque.  —  Examiner  ce  qui  arrive  quand  le  trièdre  dégénère 
en  un  système  de  trois  droites  parallèles. 

3.  Dans  un  trièdre  OABC.  la  face  BOC  vaut  900  et  chacune  des 
deux  autres  faces  vaut  6o°.  On  porte  sur  OA  une  longueur  arbi- 
traire et  sur  les  deux  autres  arêtes  on  prend  des  longueurs  OB.  OC 
égales  au  plus  grand  segment  de  OA  divisé  en  moyenne  et  extrême 
raison.  Prouver  que  le  triangle  ABC  est  rectangle. 

4.  En  coupant  un  trièdre  trirectangle  par  un  plan  qui  rencontre 
les  trois  arêtes,  on  obtient  un  triangle  dont  l'orthocentre  est  la 
projection  du  sommet  sur  le  plan  sécant. 

5.  Un  plan  coupe  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  de  som- 
met O  aux  points  A.  B,  C  : 

i°  En  appelant  a,  b,  c  les  longueurs  OA,  OB.  OC  respectivement 
et  k  la  distance  du  sommet  au  plan  sécant,  on  a 

/<*    ""    <ï*     ^     b*    ^     H   ' 

au  D  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  le  plan 
ABC,  l'aire  du  triangle  OAB  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
aires  des  triangles  DAB  et  ABC. 

3°  On  a  entre  les  aires  des  triangles  OAB,  OBC,  OCA,  ABC.  la 
relation 


-.2 


ABC  =  OAB"  +  OBC"  -f  OCA". 

6.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  faisant  des  angles  égaux 
avec  trois  droites  données  ou  avec  trois  plans  donnés. 
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—  On  considérera  le  trièdre  formé  par  les  droites  parallèles  aux 
droites  données  et  menées  par  un  point  quelconque,  ou  par  les  plans 
donnés. 

7.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  qui  fasse  des  angles  égaux 
avec  trois  droites  données  ou  avec  trois  plans  donnés. 

8.  Couper  un  angle  tétraèdre  convexe  de  façon  que  la  section  soit 
un  parallélogramme. 

9.  Soient  M,  X,  P,  Q  les  projections  d'un  point  O  sur  les  côtes 
AB,  BC,  CD,  I)A  d'un  quadrilatère  ABCD,  plan  ou  gauche,  on  a  : 

(1)    MÏ2--MB2+5n?  —  NC2  +  PC2—  PD2  +  QD2  —  QÂ2  z=  o, 

car  MA2  —  MB2  =  ÔÂ2  —  ÔB2,  etc. 

Réciproquement,  si  quatre  points  M,  X,  P,  Q  situés  respective- 
ment sur  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  d'un  quadrilatère  gauche 
ABCD,  ou  sur  leurs  prolongements,  vérifient  la  relation  (1),  les 
plans  perpendiculaires  aux  côtés  menés  par  ces  quatre  points  ont 
un  point  commun,  et  un  seul.  Car  les  trois  premiers  plans  se  cou- 
pent [84]  en  un  point  O  et,  si  Q'  est  la  projection  de  ce  point  sur 
DA,  on  a 

MA2  —  MB*  +  NBJ  —  NC2  +  PC*  —  PD2  +  Q7!?  —  Q7Â2=  o. 
d'où,  en  comparant  avec  l'hypothèse, 


QD2— QA2=Q'D2— Q'A2, 

ce  qui  prouve  que  Q  et  Q'  coïncident. 

10.  On  donne  trois  droites  (A),  (B),  (C).  On  mène  un  plan  II  per- 
pendiculaire à  (A)  ;  soient  P,  Q,  R  les  points  où  ce  plan  rencontre 
respectivement  les  droites  (A),  (B),  (C).  Soient  Q'  le  point  où  la 
droite  (A)  est  rencontrée  par  le  plan  perpendiculaire  à  (C)  mené 
par  le  point  Q  et  R'  le  point  où  la  môme  droite  (A)  est  rencontrée 
par  le  plan  perpendiculaire  à  (B)  menée  par  le  point  R.  Démontrer 
que  la  longueur  du  segment  Q'R'  reste  constante  quand  le  plan  II 
se  déplace  parallèlement  à  lui-même.  Existe-t-il  un  plan  coupant 
les  trois  droites  (A),  (B),  (C)  en  des  points  A,  B,  C  tels  que  les 
droites  BC,  CA,  AB  soient  respectivement  rectangulaires  avec  les 
droites  (A),  (B),  (C)  ? 

S'il  existe  un  pareil  plan,  il  en  existe  une  infinité. 

Existe-t-il  un  point  M  tel  que  si  l'on  désigne  par  M'  son  symé- 
trique par  rapport  à  la  droite  (A)  et  par  M"  le  symétrique  de  M' 
par  rapport  à  la  droite  (B),  les  points  M  et  M"  soient  symétriques 
par  rapport  à  la  droite  (C)  ? 

S'il  existe  un  tel  point  M,  il  en  existe  une  infinité.  Quel  est  alors 
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leur  lieu?  Examiner  le  cas  particulier  où  le»  trois  droites  (A),  (B), 
(C)  ont  un  point  commun  et  le  cas  plus  particulier  encore  où  elles 
forment  un  trièdre  trirectangle. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  droites  (A),  (B)  ont  un  point  com- 
mun O  et  où  la  droite  (C)  est  perpendiculaire  au  plan  de  ces  deux 
droites  sans  passer  au  point  O,  on  déterminera  le  lieu  des  pieds 
des  hauteurs  du  triangle  ABC  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  de 
ces  hauteurs.  L'un  des  pieds  est  lixc. 

(Concours  général.  Math,  élém.,  1897.  J.  Tannery.  Voir  B.  M.E., 
Ier  octobre  1897.) 


CHAPITRE   X 

RAPPORT    ANHARMONIQUE    D'UN    FAISCEAU 

DE  QUATRE  PLANS 

98.    Théorème.  —  Quand  quatre  plans  ont  une  droite  com- 
mune, tout  plan  sécant  les  coupe  suivant  quatre  droites  dont 

le  rapport  anharmonique  est  constant. 

En  effet,  soit  .r'.r  (fig.  6  î)  la  droite  commune 
à  quatre  plans  et  O.ÀBCD  le  faisceau  formé 
par  les  intersections  de  ces  plans  par  un  plan 
quelconque;  si  nous  coupons  la  ligure  par  un 
plan  perpendiculaire  à  j?x  en  un  point  P  et 
rencontrant  le  faisceau  de  droites  en  A,  B,  C, 
I),  on  aura 


Fig.  04. 


(O.ABCD)  =  (ABCD)  =  (P.ABCD). 


Or,  le  dernier  rapport  est  évidemment  constant. 


99.  Théorème»  —  Une  sécante  quelconque  coupe  un  fais- 
ceau de  quatre  plans  suivant  un  rapport  anharmonique  constant. 

En  effet,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  d'inter- 
section est  égal  à  celui  du  faisceau  des  droites  d'intersection 
des  quatre  plans  par  un  plan  quelconque  mené  par  la  sécante. 
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Corollaire.  —  Etant  donné  deux  plans  A00',  B00',  si  par 
un  point  û\e  d  on  mène  des  sécantes  abd  coupant  les  deux 
plans  en  a  et  b,  le  lieu  du  pointe,  tel  que  (abcd)  =  \,  a  étant 
une  constante,  est  un  plan  cOO',  tel  que  le  rapport  anharmo- 
nique  des  quatre  plans  passant  par  a,  b,  c,  tt,  et  la  droite 
OO'  soit  égal  à  a.  On  voit  en  outre  que  le  lieu  reste  le  même  si 
le  point  d  se  meut  dans  un  plan  fixe  passant  par  CKV.  Quand 
à  =  —  i ,  les  points  c  et  d  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  premiers  plans,  et  les  quatre  plans  forment 
un  faisceau  harmonique.  On  peut  donc  énoncer  cette  propo- 
sition : 

Le  lieu  des  conjugués  harmoniques  d'un  point  par  rapport  à 
un  système  de  deux  plans,  est  un  plan  passant  par  ï intersection 
de*  deux  premiers  et  qu'on  nomme  le  plan  polaire  du  point.  Ce 
plan  polaire  reste  le  même  si  le  point  se  déplace  dans  un 
plan  donné  passant  par  l'intersection  des  deux  premiers 
plans.  On  a  ainsi  quatre  plans  qu'on  peut  associer  deux  à 
deux,  de  façon  que  chacun  d'eux  soit  le  plan  polaire  d'un 
point  quelconque  pris  dans  son  conjugué,  par  rapport  aux 
deux  autres. 
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i.  Si  Ion  considère  trois  droites  quelconques  A,,  At,  A3,   il  y  a 

une    infinité  de   droites   Bp   B2, B»  , qui  les  rencontrent;    les 

rapports  anbarmoniques  des  points  d'intersection  de  quatre  droites 
(B),  par  exemple  Bt,  Br  B3,  B,  par  les  droites  (A)  sont  égaux. 

2.  Toute  droite  qui  rencontre  trois  des  droites  (B).  par  exemple 
BJt  BJt  Ba  rencontre  toutes  les  autres  droites  de  la  même  famille. 
On  aura  ainsi  deux  familles  de  droites,  telles  que  chaque  droite 
d'une  famille  rencontre  toutes  les  droites  de  la  seconde  famille. 

3.  Si  trois  droites  d'une  des  deux  familles  précédentes  sont 
parallèles  à  un  même  plan,  toutes  les  droites  de  cette  famille  sont 
parallèles  au  mène  plan  et  celles  de  la  seconde  famille  seront  avsai 
parallèles  à  un  second  plan. 

i.  Deux  droites  (A)  ou  deux  droites  (B)  ne   sont  jamais   dans   un 
même  plan  ;  à  toute  droite  (A)  correspond  une   droite  (B;    et  urne 
«•raie  qui  lui  est  parallèle  et  réciproquement. 

5.  Trouver  combien  il  y  a  de  droites   (A)  ou  de  droites  (B)  qui 
rencontrent  une  droite  quelconque  C. 
—  Au  plus,  deux. 
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CHAPITRE     XI 
TRANSLATION   ET   ROTATION 

ioo.  —  On  appelle  translation  le  déplacement  d'une 
figure  indéformable  F  qui  se  meut  dans  l'espace,  de  façon 
que  tous  ses  points  décrivent  des  vecteurs  équipol- 
lents. 

Pour  démontrer  que  ce  mouvement  est  possible,  sans 
que  la  figure  F  se  déforme,  soient  (fig.  65)  XY  une  droite 

D»  quelconque   et  P  un  plan    fixe 

passant  par  cette   droite.  Pre- 


£         7    nous    sur    la    droite   XY    deux 

h    /H  B — ti   /"  Jf   y  /      points  A  et  B,  que  nous  con- 

v^         \r         /       sidérerons  comme  aDDartenant 


i 


-,  .        sidérerons  comme  appartenant 

à  la  figure  F  ou  invariablement 
lies  avec  elle,  et  soit  C  un  troi- 
sième point  de  cette  figure  situé  dans  le  plan  P.  Dépla- 
çons la  figure  F  de  façon  que  les  points  A  et  B  glissent 
sur  la  droite  XY  et  que  le  triangle  ABC  glisse  sur  le  plan  P 
et  vienne  se  placer  en  A'B'C.  Soit  D  un  point  quelconque 
de  la  figure  F,  dans  sa  position  primitive  ;  abaissons  DE 
perpendiculaire  sur  le  plan  ABC  et  EH  perpendiculaire 
sur  AB.  et  considérons  les  droites  DE  et  EH  comme  faisant 
partie  de  la  figure  F.  Quand  la  figure  F  se  déplace  de  la 
façon  indiquée,  le  point  H  glisse  sur  la  droite  XY,  dans  le 
même  sens  que  le  point  A,  et  parcourt  un  chemin  HH' 
égal  à  AA',  parce  que  AH  =  A'H'.  La  droite  EH,  qui  fait 
partie  du  plan  ABC,  se  déplace  dans  le  plan  P,  sans 
cesser  d'être  perpendiculaire  à  AB,  c'est-à-dire  à  XY» 
et  sans  changer   de   longueur  ;  donc  le   point  E   décrit 
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une  portion  de  droite  EE'  égale  et  parallèle  à  HH'  et  de 
même  sens.  Enfin,  la  droite  DE  reste  perpendiculaire 
au  plan  ABCE,  c'est-à-dire  au  plan  P,  et  ne  change  pas 
de  longueur  ;  donc  le  point  D  décrit  une  portion  de 
droite  DD'  égale  et  parallèle  à  EE',  ou  à  AA',  et  de  même 
sens.  (C.  q.  f.  d.) 

On  démontre,  comme  en  géométrie  plane,  qu'on  peut 
remplacer  plusieurs  translations  successives  par  une 
translation  unique. 

ROTATION 

101.  On  appelle  rotation  le  déplacement  d'une  fi- 
gure indéformable  qui  se  meut  dans  l'espace  de  façon 
que  deux  de  ses  points,  X  et  Y  (fig.  66),  restent  fixes  ;  alors, 
la  droite  XY  tout  entière  reste  fixe  ;  on 
dit  que  la  figure  tourne  autour  de  cette 
droite,  que  l'on  appelle  Y  axe  de  la  rota- 
tion. 

Soit  A,  un  point  quelconque  de  la 
figure  ;  abaissons  AO  perpendiculaire 
sur  l'axe  XY.  Quand  la  figure  tourne 
autour  de  XY,  la  droite  OA  ne  cesse  pas 
d'être  perpendiculaire  àXY;  donc  [22]  **' 

elle  reste  dans  le  plan  perpendiculaire  à  XY  au  point  O, 
et,  dans  ce  plan,  le  point  A  décrit  un  arc  de  cercle  ayant  O 
pour  centre.  Ainsi, 

Tous  les  points  de  la  figure  décrivent  des  arcs  de  cercle 
ayant  pour  axe  l'axe  de  la  rotation. 

En  outre,  tous  les  points  tournent  du  même  angle  et 
dans  le  même  sens. 

En  effet,  soient  A  et  B,  deux  points  de  la  figure,  que 
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la  rotation  amène  en  A7  et  B'  ;  abaissons  AO  et  BP  per- 
pendiculaires sur  Taxe  ;  puis  menons  par  P  une  por- 
tion de  droite  PC  parallèle  à  OA  et  de  même  sens,  et 
considérons  cette  portion  de  droite  comme  apparte- 
nant à  la  figure  ou  invariablement  liée  avec  elle.  Quand 
la  figure  tourne  autour  de  Taxe,  les  droites  OA,  PC 
décrivent  [17]  des  angles  AOA',  CPC  égaux  et  de  même 
sens.  D'autre  part,  les  droites  PC,  PB  restent  dans  le 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  au  point  P,  et,  dans  ce  plan., 
elles  décrivent  [G.  P.  27]  des  angles  CPC',  BPB'  égaux 
et  de  même  sens.  Donc  les  deux  angles  AOA',  BPB'  sont 
égaux  et  de  même  sens. 

102.  Remarque.  —  La  rotation  dune  figure  plane,  dans  son 
plan,  autour  d'un  point  O  de  ce  plan  [G.  P.  27],  est  en  réalité 
une  rotation  autour  do  la  perpendiculaire  à  ce  plan,  menée  par 
le  point  O. 

Nous  étudierons  plus  tard  le  déplacement  d'une  figure  indé- 
formable, dans  le  cas  général.  Mais  il  est  essentiel  de  remar- 
quer dès  maintenant  que  la  position  d'une  figure  indéformable 
mobile  dans  l'espace  est  déterminée  par  celle  de  trois  de  ses 
points,  pourvu  que  ces  trois  points  ne  soient  pas  en  ligne 
droite.  Car,  si  on  fixe  deux  points  de  la  figure,  elle  ne  peut 
que  tourner  autour  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points, 
et  si  on  fixe  un  troisième  point  de  la  figure  non  en  ligne  droite 
avec  les  deux  autres,  la  figure  ne  peut  plus  bouger. 

Il  en  résulte  immédiatement  que,  si  une  figure  indéfor- 
mable se  déplace  dans  l'espace  de  façon  que  trois  points 
A,  B,  C  de  cette  figure,  non  en  ligne  droite,  restent  dans  un 
plan  fixe  P,  on  peut  amener  la  figure  d'une  position  à  une 
autre  quelconque,  soit  par  une  rotation  autour  d'un  axe  per- 
pendiculaire au  plan  P,  soit  par  une  translation  parallèle  à  ce 
plan.  Car  nous  avons  vu,  en  géométrie  plane,  que,  dans  le 
plan  P,  on  peut  amener  le  triangle  ABC  d'une  position  à  une 
autre  par  une  rotation  ou  par  une  translation. 

On  en  déduit  que,    si   l'on  fait  subir  à  une  figure  indéfor- 
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niable  une  série  de  rotations  autour  d'axes  parallèles  et  de 
translations  perpendiculaires  à  ces  axes,  on  peut  l'amener 
directement  de  la  première  position  à  la  dernière,  soit  par 
une  rotation  unique,  soit  par  une  simple  translation.  Car,  si 
l'on  considère  trois  points  non  en  ligne  droite  de  la  ligure, 
dans  sa  position  primitive,  appartenant  à  un  plan  fixe  perpen- 
diculaire aux  axes  des  rotations,  ces  trois  points  ne  sortiront 
pas  de  ce  plan. 


EXERCICES 


1.  Pour  que  le  déplacement  d'une  figure  indéformable  soit  une 
translation,  il  faut  et  il  suffit  que  trois  points  de  cette  figure,  non 
en  ligne  droite,  décrivent  des  droites  parallèles. 

2.  Pour  que  le  déplacement  dune  figure  indéformable  soit  une 
rotation,  il  faut  el  il  suffit  que  trois  points  de  cette  figure,  non  en 
ligne  droite,  décrivent  des  arcs  de  cercles  de  même  axe. 

3.  Étant  donnés  deux  segments  égaux,  prouver  qu'on  peut  les 
amener  à  coïncider  au  moyen  d'une  rotation,  et  trouver  Taxe  de 
cette  rotation. 

Même  question  pour  deux  demi-droites  et  pour  deux  demi-plans. 

4.  Trouver  le  lieu  des  axes  des  rotations  qui  amènent  un  plan 
donné  sur  un  autre  plan  donné. 
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coflfcme  le  lieu  des  droites  MN  menées  par  les  divers 
point»  diurne  ligne  brisée  fermée  ABCDÀ,  plane  ou  nom, 
parallèlement  à  une  direction  donnée  A.  Les  arêtes  ÂE, 
BF..,,  die  cette  surface  sont  les  parallèles  à  A  menée* 
par  les  sommets  de  la  ligne  brisée. 

À  ee  point  de  vue,  un  prisme  est  le  solide  obtenu  en 
coupant  une  surface  prismatique  par  deux  plans  parallèles. 

On  appelle  section  droite  d'une  surface  prismatique,  la 
section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  amx  arêtes  ÀE, 
BF Toutes  ces  sections  droites  sont,  égales  [ïo4]. 

Plus  généralement,  deux  sections  faites  dans  une  sur- 
face prismatique  par  des  plans  parallèles  sont  égales. 

On  appelle  hauteur  d'un  prisme  la  distance  des  deux 
bases. 

On   dit  qu'un  prisme  est  droit,  quand  les  arêtes  laté 
raies  sont  perpendiculaires  aux  plans  des  bases  ;  oblique, 
dans  le  cas  contraire. 

On  dit  qu'un  prisme  est  régulier,  quand  il  est  droit 
et  qu'il  a  pour  base  un  polygone  régulier. 

io5.  On  appelle  parallélépipède  un  prisme  dont  les 
bases  sont  des  parallélogrammes.  Toutes  les  faces  d'un 

parallélépipède  sont  des  parallélograan- 
f\  T\  mes. 

/     V \ — V  On  peut  prendre  comme  bases  d^un 

\       \        il        parallélépipède    deux    faces    opposées 
Dy    "  .     /         quelconques ,  par  exemple,   ÀBFE    et 

\. \j         DCG1I  (fig.  68).  En  effet,  les  plans  de 

ces  deux  faces  sont  parallèles  [17],  car 
AB    et  BF   sont  respectivement  paral- 
lèles à  DC  et  à  CG,  et  les  quatre  autres  faces  sont  des 
parallélogrammes. 
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Les  douze  arêtes  d'un  parallélépipède  ABCDEFGH 
(fig.  69)  sont  parallèles,  quatre  à  quatre.  Si  Ton  pro- 
longe indéfiniment  quatre  arêtes  paral- 
lèles, par  exemple,  AE,  BF,  CG,  DH,  on 
obtient  une  surface  prismatique,  dont 
les  faces  opposées  sont  parallèles,  deux 
à  deux. 

Par  conséquent,  la  section  KLMN  faite 
dans  cette  surface  par  un  plan  quel- 
conque est  un  parallélogramme. 

Un  parallélépipède,  comme  tout  autre  p. 

prisme,  peut  être  droit  ou  oblique  [io4j. 
Maïs  il  faut  remarquer  qu'an  même  parallélépipède  peut 
être  droit  ou  oblique,  selon  les  faces  que  Ton  prend  pour 
bases. 

On  appelle  parallélépipède  rectangle  un  parallélépi- 
pède droit  dont  les  bases  sont  des  rectangles.  Toutes  les 
faces  d'un  pareil  parallélépipède  sont  des  rectangles  ; 
donc  ce  parallélépipède  est  droit,  quelles  que  soient  les 
faces  que  l'on  prenne  pour  bases. 

On  appelle  dimensions  d'un  parallélépipède  rectangle 
les  longueurs  de  trois  arêtes  issues  d'un  même  som- 
met. 

On  appelle  cube  un  parallélépipède  rectangle  dont  les 
trois  dimensions  sont  égales.  Les  six  faces  d'un  cube  sont 
des  carrés  égaux. 

106.  Théorème»  —  Les  quatre  diagonales  d'un  paral- 
lélépipède ABCDEFGH  (fig,  70)  concourent  en  un  même 
point,  qui  est  au  milieu  de  chacune  d'elles  : 

En  effet,  deux  de  ces  diagonales,  par  exemple  AG  et 
CE,  sont  les  diagonales  du  quadrilatère  ACGE.  Mais  ce 
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quadrilatère  est  un  parallélogramme,  car  AE  et  CG  sont 
parallèles,  par  hypothèse,  et  AC  et   EG   le    sont  aussi, 

comme  intersections  de  deux  plans 
parallèles  par  un  troisième.  Donc  les 
diagonales  AG  et  CE  se  coupent  en  leur 
milieu.  Il  en  est  de  même  des  diago- 
nales AG  et  DF,  AG  et  BH.  Donc  elles 
passent  toutes  les  quatre  par  un  même 
point  O,  qui  est  le  milieu  de  chacune 
Fig.  ;o.  d'elles. 

Remarque.  —  Si  le  parallélépipède  est  rectangle,  les 
quatre  diagonales  sont  égales.  Par  exemple,  AG  =  CE, 
parce  que  le  quadrilatère  ACGE  est  un  rectangle. 

Mais  si  le  parallélépipède  est  droit  sans  être  rectangle, 
par  exemple,  si  les  arêtes  AE,  BF,...,  sont  perpendicu- 
laires aux  faces  ABCD,  EFGH,  les  diagonales  sont  sim- 
plement égales  deux  à  deux  : 

AG=CE,         DF=BH. 

Mais   A(l   et  DF  sont  inégales,    parce  que   le  parallélo- 
gramme ADGF  n'est  pas  un  rectangle. 

107.  Théorème,  —  Dans  tout  parallélépipède  rec- 
tangle, le  carré  d'une  diagonale  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  des  trois  dimensions. 

Soit  ABCDEFGH  (fig.  70)  un  parallélépipède  rectangle. 

Les  triangles  ABC,  ACG  sont  rectangles  en  B  et  en  C  ; 

donc 

ÂG2  =  AC2  +  CG2, 

ÂC2  =  AB2  +  BC2; 
d'où 


~2 


A(,    =  AIT  -f  BC"  +  CG\ 
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Corollaire.  —  Le  rapport  de  la  diagonale  d'un  cube 
à  son  arête  est  égal  à  y/rf. 

KXKKCl G K S 

i.  Dans  tout  tétraèdre,  les  quatre  droites  qui  joignent  chacun  des 
sommets  au  centre  de  gravité  de  la  face  opposée  et  les  trois  droites 
qui  joignent  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  concourent  en  un 
même  point,  qui  est  au  milieu  des  trois  dernières  droites  et  aux 
trois  quarts  des  quatre  premières,  à  partir  du  sommet.  Ce  point 
s'appelle  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre. 

*j.  Dans  tout  tétraèdre,  les  plans  bissecteurs  des  six  dièdres  con- 
courent en  un  même  point. 

Les  plans  perpendiculaires  aux  six  arêtes  en  leurs  milieux  et  les 
droites  perpendiculaires  aux  quatre  faces  menées  par  les  centres 
des  cercles  circonscrits  concourent  en  un  même  point. 

3.  Dans  un  tétraèdre  le  plan  bissecteur  d'un  dièdre  intérieur 
ou  extérieur  partage  chaque  face  (autre  que  celles  du  dièdre)  en 
triangles  proportionnels  aux  faces  du  dièdre.  L'arête  opposée  à 
celle  du  dièdre  est  également  partagée  en  segments  proportionnels 
aux  faces  du  dièdre. 

4.  Si,  dans  un  tétraèdre,  deux  couples  d'arêtes  opposées  sont 
orthogonales,  les  arêtes  du  troisième  couple  le  sont  aussi.  Le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  chaque  sommet  sur  la  face  oppo- 
sée est  l'orthocentre  de  cette  face.  Les  perpendiculaires  communes 
aux  trois  couples  d'arêtes  opposées  et  les  perpendiculaires  abais- 
sées des  quatre  sommets  sur  les  faces  opposées  concourent  en  un 
même  point. 

5.  La  section  faite  dans  un  tétraèdre  par  un  plan  parallèle  à  deux 
arêtes  opposées  est  un  parallélogramme.  Quel  est  le  maximum  de 
Taire  de  ce  parallélogramme  .' 

6.  Construire  un  tétraèdre,  connaissant  : 

i°  Les  trois  droites  joignant  les  milieux  des  arêtes  opposées  et 
les  angles  que  ces  droites  font  entre  elles  deux  à  deux  ; 

a°  Une  face  et  les  longueurs  des  droites  joignant  les  milieux  des 
arêtes  opposées. 

3°  Une  face  et  les  dislances  de  ses  sommets  aux  centres  de  gra- 
vite des  autres  faces. 

7.  Un  tétraèdre  S  ABC  est  coupé  par  un  plan  sécant  abc  ;  par  le 
sommet  S  et  les  points  de  rencontre  A',  B\  C\  des  droites  Br,  C/> 
(sur  la  face  BSC),  Ac  et  Qa  (sur  la  face  SAC),  Baet  Kh  (sur  la  face 
SAB),  on  mène  des  droites  SA',  SB',  SC'qui  rencontrent  les  arêtes 
BC,  CA,  AB  respectivement  en  a,  p,  -(.  Prouver  que  :    i°  Aa,  BQ, 


•  1 
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Cv,  se  rencontrent  eu  un  point  S';  a°  les  quatre  droites  SS\  AA', 
BB',  CC  se  rencontrent  en  un  même  point;  3°  les  trois  plans  ABC, 
abc,  A'B'C  ont  une  droite  commune. 

8.  On  mène  par  le  sommet  S  d'un  tétraèdre  SABC  une  droite  SD 
faisant  des  angles  égaux  avec  les  faces  SAB,  SBC,  SCA  et  rencon- 
trant la  base  ABC  en  un  point  D:  puis  l'on  trace  DA,  I)B,  DC. 
Prouver  que  les  triangles  ABD,  BCD,  CAD  sont  proportionnels  aux 
faces  SAB.  SBC,  SCA. 

9.  Dans  un  prisme  à  base  de  quadrilatère,  la  somme  des  carrés 
des  quatre  diagonales  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  douze 
arêtes,  moins  huit  fois  le  carré  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
de  rencontre  des  diagonales. 

10.  Dans  tout  parallélépipède,  la  somme  des  carrés  des  douze 
arêtes  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  quatre  diagonales. 

11.  La  somme  des  carré*  des  distances  d'un  point  quelconque  aux 
huit  sommets  d'un  parallélépipède  est  égale  à  huit  fois  le  carré  de 
la  distance  de  ce  point  au  point  de  concours  des  diagonales,  plus  la 
moitié  de  la  somme  des  carrés  des  diagonales. 

12.  Lieu  du  point  d'un  plan  donné  tel  que  la  somme  des  carrés 
de  ses  distances  aux  sommets  d'un  parallélépipède  donné  soit  égale 
à  un  carré  donné. 

i3.  Construire  un  parallélépipède  dont  trois  arêtes  soient  portées 
par  trois  droites  données  non  situées  deux  à  deux  dans  un  même 
plan. 

14.  La  somme  des  distances  des  sommets  d'un  parallélépipède  à 
un  plan  quelconque  est  égal  à  huit  fois  la  distance  de  son  centre  au 
même  plan. 

i5  Couper  un  cube  par  un  plan  de  façon  que  la  section  soit  un 
hexagone  régulier. 

16.  Couper  un  prisme  triangulaire  par  un  plan  de  façon  que  la 
section  soit  semblable  à  un  triangle  donné. 

17.  Par  les  côtés  d'un  hexagone  régulier  ABC  DE  F  on  élève  six 
faces  perpendiculaires  au  plan  de  cet  hexagone  :  ABA'B\BCB'C,  etc.. 
et  Ion  prend  trois  arêtes  égales  AA'  =  CC'  =  EE':  puis,  par  un 
point  S  de  Taxe  de  l'hexagone  et  par  chacune  des  droites  A'C,  C'E\ 
E'A',  on  fait  passer  un  plan.  Les  trois  plans  SA'C,  SC'E'.  SE 'A', 
coupent  en  B\  D',  F'  les  arêtes  BB',  DD'.  FF'  et  déterminent  ainsi 
un  solide.  Quelle  doit  être  la  position  de  S  pour  que  la  surface  du 
décaèdre  ainsi  formé  soit  minimum?  (Alvéole  des  abeilles.) 
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CHAPITRE    II 
VOLUME  DU   PRISME 

108.  On  désigne  par  le  mot  volume  la  grandeur  d'un 

polyèdre,    de  même  qu'on  désigne  par  le  mot  longueur 

la  grandeur  d'une  portion  de  ligne,  et  par  le  mot  aire 

la  grandeur  d'une  portion  de  surface.  (Voir  note  sur  la 

mesure  des  polyèdres.) 

On  dit  que  le  volume  d'un  polyèdre  A  est  la  somme 
des  volumes  des  polyèdres  B,  C,  D,  ou,  plus  simplement, 
que  A  est  la  somme  de  B,  C,  D,  et  on  écrit  : 

A  =  B+C  +  D, 

lorsque   le  polyèdre  A  est  formé   de   parties   respective- 
ment superposa  blés  à  B,  C,  D. 

On  dit  que  le  volume  d'un  polyèdre  A  est  plus  grand 
que  celui  d'un  polyèdre  B,  ou  que  le  volume  de  B  est 
plus  petit  que  celui  de  A,  et  on  écrit  : 

A>B,      ou      B<A, 

lorsqu'on  peut  décomposer  A  en  parties  dont  Tune  soit 
superposable  à  B.  La  somme  des  autres  parties  s'appelle 
la  différence  entre  Ac/B,  et  se  représente  par  A  —  B. 
Ainsi,  dire  que 

A—  B  =  C  +D, 

c'est  dire  que 

A  =  B  +  C  +  D. 

On  dit  que  les  volumes  de  deux  polyèdres  sont  égaux* 
ou  que   ces   deux  polyèdres  sont  équivalents,   lorsqu'on 


88  GEOMETRIE  DANS  L'ESPACE 

peut  les  considérer  comme  sommes,  ou  comme  diffé- 
rences, ou  comme  limites  de  sommes  de  polyèdres  res- 
pectivement superposables. 

Lorsque  deux  polyèdres  A  et  B  peuvent  être  considérés 
comme  sommes,  ou  comme  différences,  ou  comme  limites 
de  sommes  de  polyèdres  respectivement  équivalents,  dans 
le  sens  que  l'on  vient  de  définir,  nous  dirons  encore  que 
les  deux  polyèdres  À  et  B  sont  eux-mêmes  équivalents, 
ou  que  leurs  volumes  sont  égaux. 

Dans  tous  les  cas,  on  exprime  V équivalence,  c'est-a-dire 
Y  égalité  des  volumes  de  deux  polyèdres  A  et  B  en  écri- 
vant simplement 

A=B. 

On  définit  le  rapport  de  deux  volumes  de  la  même 
manière  que  le  rapport  des  autres  espèces  de  gran- 
deur. 

La  mesure  d'un  volume  est  le  rapport  de  ce  volume  à 
un  autre  volume  pris  pour  unité.  On  prend  d'ordinaire 
pour  unité  de  volume  le  cube  qui  a  pour  arête  l'unité  de 
longueur. 


MESURE  DU  PARALLELEPIPEDE  RECTANGLE 

109.  Théorème.  —  Deux  prismes  droits  de  même  base 
et  de  même  hauteur  sont  égaux. 

En  effet,  on  peut  les  faire  coïncider  en  les  portant 
l'un  sur  l'autre,  de  façon  que  leurs  bases  coïncident. 

110.  Théorème.  —  Le  rapport  de  deux  parallélépi- 
pèdes rectangles  de  même  base  est  égalait  rapport  de  leurs 
hauteurs. 
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En  effet  (fig.  ji),  soient  P  et  Q  deux  parallélépipèdes 
rectangles  de  même  base;  AB  et 
CD    leurs  hauteurs.   Il   s'agit    de 
prouver  que 


Q 


AB 
CD 


G 
8 


C 

E 


TA 


0 

Fig.  71. 


i°  Supposons   que    le  rapport -^r- soit  rationnel;  par 


exemple  : 


AB 
CI) 


1 

T 


Cela  veut  dire  que,  9Î  Ton  partage  CD  en  trois  parties 
égales  CE,  EF,  FD,  puis  AB  en  deux  parties  égales  AG, 
GB,  toutes  ces  parties  sont  égales.  Donc,  si  par  les 
points  de  division  E,  F,  G  on  mène  des  plans  paral- 
lèles aux  bases,  on  formera  5  parallélépipèdes  partiels 
égaux,  comme  ayant  même  base  et  même  hauteur.  Mais 
P  contient  2  de  ces  parallélépipèdes  partiels  et  Q  en  con- 
tient 3  ;  donc 

2  AB 


"Q 


CD 


AB 


soit   irrationnel.  Il 


20  Supposons  que   le   rapport 
faut  prouver  que,  quelle  que  soit  la  fraction — -,  les  deux 


iliffé 


ïrences 


p_J!1q,     ab--^cd 

h  n 


sont  de  même  signe  ;  c'est-à-dire  que  P  est  supérieur  ou 
inférieur  à  Q,  selon  que  AB  est  supérieur  ou  inférieur 


a 


m 


n 


CD. 
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En  effet,  si 


AB  >  —  CD, 

n 


cela  veut  dire  que,  si  Ton  partage  CD  en  n  parties 
égales,  et  que  l'on  porte  sur  AB,  a  partir  de  A,  m  lon- 
gueurs successives  égales  a  Tune  de  ces  parties,  la  somme 
de  ces  m  longueurs  est  moindre  que  AB  ;  et  alors,  en 
menant  par  tous  les  points  de  division  des  plans  paral- 
lèles aux  bases,  on  voit  que  P  est  plus  grand  que  la 
somme  de  m  parallélépipèdes  égaux  chacun  à  —  Q. 
Donc 

p>J!Lq. 


On  prouve  de  même  que,  si  AB  <  -r-  CD,  on  a  aussi 

P<^-Q. 

Le  théorème  précédent  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Le    rapport   de   deux  parallélépipèdes   rectangles    qui 

ont   deux   dimensions  communes  est  égal  au  rapport  de 

leurs  troisièmes  dimensions. 

Corollaire.  —  Le  rapport  de  deux  parallélépipèdes 
rectangles  quelconques  est  égal  au  produit  des  rapports 
de  leurs  trois  dimensions. 

En  effet,  soient  P  et  P'  deux  parallélépipèdes  rectangles  : 
L,  M,  N  les  dimensions  du  premier  ;  L',  M',  X'  celles  du 
second.  Considérons  deux  autres  parallélépipèdes  rec- 
tangles :  l'un  Q  ayant  pour  dimensions  L7,  M  et  X,  l'autre 
R  ayant  pour  dimensions  L',M',  X.  Si  Ton  compare  P 
et  Q,  on  voit  qu'ils  ont  deux  dimensions  communes  ; 
donc  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  troisièmes  dimen- 
sions L  et  1/  : 

JL  — JL 
Q  -   L'  ' 
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De  même, 

Q    _    M 

R    ~-  M'  ' 

R  X 


P'    —   X' 

En  multipliant  membre  à  membre,  on  trouve 

P         Q        JL—_L      JL      JL 
Q  X    R    X    P'    ""  L'    X   M'   X   X' 

Or,  nous  savons  [G.  P.  35j]  que 

P  Q  R    _    P 

^     t>      ^     m     —     iv    ' 


Q   ~    R  P'  P' 


par  conséquent, 


M 


P'    """    L'  X   M'   X    X' 


m.  Théorème.  —  «Si  ton  prend  pour  unité  de  volume 
le  cube  qui  a  pour  arête  l'unité  de  longueur,  le  volume 
d'un  parallélépipède  rectangle  a  pour  mesure  le  produit 
des  nombres  qui  mesurent  ses  trois  dimensions . 

En  effet,  si,  dans  l'égalité  précédente,  nous  supposons 
que  P'  est  le  cube  qui  a  pour  arête  l'unité  de  longueur, 
les  trois  dimensions  L',  M',  X'  de  ce  cube  seront  égales  a 

l'unité  de  longueur  ;  donc  -p-  sera  la  mesure  de  L,  —p-  celle 

X 

de  M  et  ~-  celle  de  X. 

De  plus,  puisque  nous  prenons  P;  pour  unité   de  vo- 
p 
lu  me,  -£r  est  la  mesure  de  P  ;  donc 

Mesure  de  P  =  mes.  L  X  mes.  M  X  mes.  X. 

Pour  abréger,  on  convient  d'écrire  simplement 

P=LxMX  X, 
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et  de  dire  que  le  volume  d'un  parallélépipède  rectangle 
est  égal  au  produit  de  ses  trois  dimensions. 

En  particulier,  le  volume  d'un  cube  est  égal  au  cube  de 
son  arête. 

On  ramène  la  mesure  du  volume  d'un  parallélépipède 
et  d'un  prisme  quelconques  à  celle  du  parallélépipède 
rectangle  au  moyen  du  théorème  suivant. 

112.  Théorème.  —  Tout  prisme  oblique  est  équiva- 
lent au  prisme  droit  qui  a  pour  base  une  section  droite  et 
pour  hauteur  une  arête  latérale  du  prisme  oblique. 

Soit  (fig.  72)  ABCDEFGH  un  prisme  oblique.  Prenons, 

sur  le  prolongement  de  l'arête  latérale  EA, 
un  point  K  assez  éloigné  pour  que  le 
prisme  proposé  soit  tout  entier  d'un  même 
côté  du  plan  perpendiculaire  à  EA  au 
point  K  ;  ce  plan  rencontrera  les  prolonge- 
ments des  arêtes  latérales  FB,  GC,  HD  en 
des  points  L,  M,  X.  Puis  prenons  sur  KE 
un  point  O  tel  que  KO  =  AE,  et  menons 
par  ce  point  un  deuxième  plan  perpen- 
diculaire a  AE,  qui  coupe  les  arêtes  FB, 
GC,  HD,  ou  leurs  prolongements,  enP,  Q, 
R.  11  s'agit  de  prouver  que  le  prisme  droit  KLMXOPQR 
est  équivalent  au  prisme  oblique  proposé. 

En  effet,  les  deux  polyèdres  KLMXABCD,  OPQREFGH 
sont  égaux,  car  ou  peut  les  amener  à  coïncider  au  moyen 
de  la  translation  représentée  par  le  vecteur  KO.  Or,  si  du 
solide  total  on  retranche  le  premier  de  ces  deux  polyèdres, 
il  reste  le  prisme  oblique  proposé;  si  Ton  retranche  le 
second,  il  reste  le  prisme  droit  KQ.  Donc  ce  prisme 
droit  est  équivalent  au  prisme  oblique. 


Fig.  ;a. 
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1 13.  Il  est  indispensable,  pour  la  théorie  que  nous  exposerons 
plus  loin  (note  sur  la  mesure  des  polyèdres),  de  montrer  que 
les  deux  prismes  AG  et  KQ  peuvent  être  décomposés  en 
parties  superposahles  chacune  à  chacune. 

Gela  est  évident  si  la  section  droite  OPQR  est  comprise 
entre  les  deux  bases  du  prisme  oblique  ;  car  alors  les  deux 
prismes  ont  une  partie  commune  et  les  parties  non  communes, 
KG  et  OG,  peuvent  être  amenées  à  coïncider  au  moyen  de 
la  translation  représentée  par  le  vecteur  KO. 

Dans  le  cas  contraire,  soient  KA  la  plus  grande  et  MC  la  plus 
petite  des  arêtes  latérales  du  tronc  de  prisme  KLMNABCD. 
Nous  pouvons  toujours  supposer  qu'on  a  choisi  le  point  K  de 
façon  que  MC  soit  moindre  que  AE  et  que  KA  soit  un  mul- 
tiple de  AE,  par  exemple  : 

KA=3AE; 

c'est-à-dire  que  KA  est  la  somme  de  3  longueurs  KO,  OS, 
SA  égales  à  AE  (fig.  7T)  (cette  figure  représente  la  section 
faite  dans  le  solide  total  par  le  plan  KMGE) . 
Parles  points  O,  S,  A,  menons  des  plans 
perpendiculaires  à  KA,  de  manière  à  par- 
tager le  prisme  oblique  AG  en  \  parties  ar 
flj»  «3»  aiy  puis,  par  les  points  S  et  O, 
menons  des  plans  parallèles  à  la  base  ABGD 
du  prisme  oblique,  de  manière  à  partager 
le  prisme  droit  KQ  en  î  parties  «,,  bv  b2,  bh. 
Comme  la  partie  av  est  commune  aux  deux 
prismes,  il  suffit  de  prouver  que  b,,  b3,  b^  Fi8>-  >'*• 

sont   respectivement  superposables   à   at, 
a,,  a4.    En  effet,    on  peut  amener  b±    à   coïncider  avec   as  au 
moyen  de  la  translation  réprésentée  par  le   vecteur  KO;  de 
même,    on  peut  amener  bz  sur  «3  par  la  translation  KS,  et  b± 
sur  ak  par  la  translation  KA. 


MESURE  DU  PARALLELEPIPEDE  DROIT 

1 14-  Théorème.  —  Si  Von  prend  pour  unité  de  volume 
le  cube  qui  a  pour  arête  l'unité  de  longueur  et  pour  unité 
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P  G 


A    M 


Fig.  ;4- 


d'aire  le  carré  qui  a  pour  côté  l'unité  de  longueur,  le 
volume  d'un  parallélépipède  droit  est  égal  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur. 

Soit  (fig.  74)  ABCDEFGH  un  parallélépipède  droit 
ayant  pour  base  le  parallélogramme  ÀBCD  et  pour  hau- 
teur AE.  On  peut  le  considérer  comme 
un  prisme  oblique  ayant  pour  base 
ADHE  et  pour  arêtes  latérales  AB,  DC, 
HG,  EF;  donc  il  est  équivalent  au 
prisme  droit  qui  a  pour  hauteur  Tune 
de  ces  arêtes,  AB  par  exemple,  et  pour 
base  une  section  droite  MNPQ  perpen- 
diculaire à  ces  arêtes.  Mais»  cette  sec- 
tion droite  est  un  rectangle;  car  tous  ses  angles  sont 
droits,  comme  étant  les  rectilignes  des  dièdres  droits  AB, 
DC,  HG,  EF.  Donc  le  prisme  droit  qui  a  pour  hauteur  AB 
et  pour  base  MNPQ  est  un  parallélépipède  rectangle 
dont  les  trois  dimensions  sont  AB,  MX,  MQ  ;  son  volume 

est  donc  égal  a 

ABxMNxMQ. 

Par  conséquent,  le  volume  du  parallélépipède  proposé 
AG  est,  lui  aussi,  égal  à  ce  produit.  Or  MN  est  la  hauteur 
du  parallélogramme  ABCD;  donc  [G.  P.  3o3]  Taire  de  ce 
parallélogramme  est  égale  à  ABxMX,  puisqu'on  prend 
pour  unité  d'aire  le  carré  qui  a  pour  côté  l'unité  de  lon- 
gueur. D'ailleurs,  MQ  =  AE,  comme  côtés  opposés  d'un 
rectangle.  Donc  enfin  le  volume  du  parallélépipède  pro- 
posé AG  est  égal  a 

ABCD  x  AE, 

c'est-à-dire  égal  au  produit  de  sa  base  ABCD  par  sa  hau- 
teur AE. 
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MESURE     DU     PARALLÉLÉPIPÈDE    OBLIQUE 

ii 5.    Théorème.  —  Le  volume   d'un  parallélépipède 
quelconque  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soit  (fig.  75)  ABCDEFGH  un  parallélépipède  quel- 
conque  ayant  pour  base  ABCD. 
On  peut  le  considérer  comme  ayant 
pour  base  ADHE  et  pour  arêtes 
latérales  AB,  DC,  HG,  EF  ;  don*  il 
est  équivalent  au  parallélépipède 
droit  qiui  a  pour  hauteur  Tune  de 
ces  arêtes,  AB  par  exemple,  et 
pour  base  une  section  droite  MNPQ  perpendiculaire  k 
ces  arêtes.  Or  [1 14]  Ie  volume  de  ce  parallélépipède  droit 
est  égal  h  MNPQxAB;  donc,  en  appelant  V  le  volume 
du  parallélépipède  proposé  AG,  on  a  aussi 

V  =  MNPQ  x  AB. 

Abaissons  QR  perpendiculaire  sur  MN;  Taire  du  paral- 
lélogramme MNPQ  est  égale  a  MN  XQR;  donc 

V=  ABxMXx  QR. 

Or  AB  est  la  base  et  MN  la  hauteur  du  parallélogramme 
ABCD;  donc  ABxMN  est  égal  k  .l'aire  de  ce  parallélo- 
gramme.  Par  conséquent, 

VzrABCDxQR. 

Reste  a  prouver  que  QR  est  la  hauteur  du  parallélépi- 
pède proposé.  En  effet,  cette  droite  QR  est  contenue  dans 
le  plan  de  la  section  droite;  donc  elle  est  perpendiculaire 
k  AB.  D'aillé  ors,  elle  est  aussi  perpendiculaire  k  MN,  par 
construction  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  au  plan  dé  ter- 
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miné  par  les  deux  droites,  AB  et  MN,  c'est-à-dire  au  plan 
de  la  base  ABCD. 
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1 16.  Théorème.  —  Le  volume  d'un  prisme  triangulaire 
est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

i°  Considérons  d'abord  un  prisme  triangulaire  droit 
ABCDEF  (fig.  76)  ayant  pour  base  ABC  et  pour  hauteur 
AD.  Construisons  le  parallélépipède  CAGBFDHE  qui  a 
pour  arêtes  CA,  CB,  CF  ;  pour  cela,  il  suffît  de  mener 
AG  égal  et  parallèle  a  CB,  puis  GII  égal  et  parallèle 
à  AD.  Ce  parallélépipède  se  compose  de  deux  prismes 
droits,  AF  et  AH,  qui  sont  superposables,  comme  ayant 
même  base  et  même  hauteur  [109];    donc  le  volume  de 
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chacun  de  ces  prismes  est  la  moitié  de  celui  du  parallé- 
lépipède. Or  le  volume  du  parallélépipède  est  égal  au 
produit  de  sa  base  CAGB  par  sa  hauteur  AD;  donc  le 
volume  du  prisme  proposé  AF  est  égal  à 


—  CAGB  x  AD     ou  à     ABC  x  AD . 

•1 


20  Considérons  un   prisme  oblique  ABCDEF   (fig.  77) 
ayant  pour  base  ABC  et   pour  hauteur  DK.  Nous  allons 
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démontrer  que  le  volume  de  ce  prisme  est  encore  la 
moitié  de  celui  du  parallélépipède  CAGBFD1IE  qui  a 
pour  arêtes  CA,  CB,  CF. 

En  effet,  ce  parallélépipède  se  compose  des  deux 
prismes  obliques  AF  et  AH.  Or  ces  deux  prismes  obliques 
sont  respectivement  équivalents  à  deux  prismes  droits 
ayant  pour  hauteur  commune  AD  et  pour  bases  respec- 
tives les  sections  droites,  MXP  et  MXQ,  faites  par  un  plan 
perpendiculaire  à  l'arête  AD.  Mais  ces  sections  droites 
sont  des  triangles  égaux,  car  le  quadrilatère  MPNQ  est 
un  parallélogramme  [io5]. 

Il  en  résulte  que  les  deux  prismes  droits  qui  ont 
pour  bases  respectives  MNP,  MXQ  et  pour  hauteur 
commune  AD  sont  superposables  [109]  ;  donc  les  pris- 
mes obliques  AF  et  AH,  qui  leur  sont  équivalents, 
sont  eux-mêmes  équivalents  et,  par  conséquent,  le  vo- 
lume de  chacun  d'eux  est  la  moitié  de  celui  du  paral- 
lélépipède. Or  le  volume  du  parallélépipède  est  égal 
au  produit  de  sa  base  CAGB  par  sa  hauteur  DK;  donc 
le  volume  du  prisme  proposé  AF  est 
égal  à  : 

—  CAGB  x  DK     ou  k     ABC  x  DK . 


L 


•1 


Corollaire. —  Le  volume  d'un  prisme 
quelconque  est  égal  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur. 

En  effet,  soit  (fig.  781  ABCDEFGHKL 
un  prisme  quelconque  ayant  pour  base 
ABCDE  et  pour  hauteur  FM.  On  peut  le  décomposer  en 
prismes  triangulaires  ayant  pour  hauteur  commune  FM 
et   pour    bases    respectives   les    triangles    ABC,     ACD, 

G.  et  X.  Géométrie  Elém.  7 
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ADE.   Donc,   en   appelant  V  le  volume  du  prisme  total, 
on  a  : 

Y  =  (ABC  +  ACD  -f  ADE)  x  KM 

ou 

Y  nABCDExFM. 

EXERCICES 

i.  Deux  parallélépipèdes  ayant  un  angle  trièdre  égal  ou  symétrique 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  arôtc«  de  ce  trièdre. 

2.  Les  dimensions  d'un  parallélépipède  étant  a,hfc,  on  petit  mettre 
l'expression  de  son  volume  V  sous  la  forme  Y  =  abc.  v  ;  prouver 
que  v^  i.  Donner  la  signification  géométrique  de  t». 

3.  Calculer  les  arêtes  et  le  volume  d'un  parallélépipède  rectangle 
dont  la  surface  a  4  mètres  carrés  et  dont  les  arêtes  sont  propor- 
tionnelles  aux  nombres  a,  3,  6. 

{.  Calculer  les  dimensions  d'un  parallélépipède  rectangle  dont  on 
connaît  la  diagonale,  la  surface  et  dans  lequel  une  des  dimensions 
est  la  moyenne  arithmétique  des  deux  autres. 

5.  Parmi  tous  les  parallélépipèdes  rectangles  de  même  surface, 
quel  est  celui  dont  le  volume  est  maximum. 

6.  Inversement,  parmi  les  parallélépipèdes  rectangles  de  même 
volume,  quel  est  celui  dont  la  surface  est  minimum. 

7.  De  tous  les  prismes  de  même  base  et  de  même  hauteur,  le 
prisme  droit  a  la  plus  petite  surface. 

8.  De  tous  les  prismes  ayant  n  faces,  le  prisme  régulier  a  : 

i°  La  plus  petite  surface  quand  les  bases  sont  équivalentes  et  les 
hauteurs  égales  ; 

20  Le  plus  grand  volume  et  la  plus  grande  base  quand  les  sur- 
faces latérales  sont  équivalentes  et  les  hauteurs  égales; 

3°  Le  plus  grand  volume  et  la  plus  grande  hauteur  quand  les 
surfaces  latérales  sont  équivalentes  et  les  bases  équivalentes  ; 

i°  La  plus  petite  base  et  la  plus  grande  hauteur,  quand  les  sur- 
faces latérales  sont  équivalentes  et  les  volumes  équivalents. 

y.  De  deux  prismes  réguliers  celui  qui  a  le  plus  de  faces  possède 
les  quatre  propriétés  précédentes. 
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1 1  j.  On  appelle  pyramide  un  polyèdre  dont  Tune  des 
faces,  appelée  base,  est  un  polygone  quelconque,  et  dont 
les  autres  faces,  appelées  faces  latérales,  sont  des 
triangles  ayant  pour  bases  respectives  les  côtés  de  ce 
polygone  et  pour  sommet  commun  un  point  non  situé 
dans  le  plan  du  polygone;  ce  point  s'appelle  sommet  de 
la  pyramide. 

On  dit  qu'une  pyramide  est  triangulaire,  quadrangu- 
laire,  etc.,  selon  qu'elle  a  pour  base  un  triangle,  un 
quadrilatère,  etc.  Un  tétraèdre  est  une  pyramide  trian- 
gulaire, ayant  pour  base  l'une  quelconque  des  quatre 
faces  et  pour  sommet  le  sommet  opposé. 

On  appelle  hauteur  d'une  pyramide  la  distance  du 
sommet  au  plan  de  la  base. 

On  dit  qu'une  pyramide  est  régulière  quand  elle  a 
pour   base  un   polygone  régulier  et  s 

que   le    pied    de    la    hauteur  est    au 
centre  de  la  base. 


1 18.  Théorème.  —  Toute  section 
faite  dans  une  pyramide  par  un  plan 
parallèle  à  la  base  est  un  polygone 
semblable  au  polygone  de  base,  et  le 
rapport  des  aires  de  ces  deux  poly- 
gones est  égal  au  carré  du  rapport  de  leurs  distances  au 
sommet. 

Soit  (fig.  79)  A'B'C'D'  la  sectian  faite  dans  la  pyramide 


F'g-    79- 
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SABCD  par  un  plan  parallèle  à  la  base.  Les  deux  poly- 
gones ABCD,  A'B'C'D'  sont  homothétiques  par  rapport  à  S 
et  par  conséquent  semblables.  Nous  savons  [G.  I*.  3'*3j 
que  le  rapport  des  aires  de  ces  deux  polygones  est  égal 
au  carré  du  rapport  de  deux  côtés  homologues  AB  et 
A'B',  par  exemple.  Abaissons  SO  perpendiculaire  sur  le 
plan  de  la  base,  et  soit  O'  le  point  de  rencontre  de  cette 
perpendiculaire  avec  le  plan  de  la  section  ;  puis  traçons 
les  droites  AO  et  A'O',  qui  sont  parallèles,  comme  inter- 
sections de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième.  11  en 

résulte  que 

SO    _    SA    _    AB 

so'  ~  "sa7"  ~  TïT : 

par  conséquent, 

ABCD  /  SO 


A'B'C'D'        ^  SO' 

Corollaire.  —  Les  sections  faites  dans  deux  pyra- 
mides de  même  hauteur  par  des  plans  parallèles  au.r  luises, 
à  la  même  distance  des  sommets,  sont  proportionnelles 
au  A'  bases. 

En  effet,  soient  b  et  b'  les  bases  des  deux  pyramides, 
h  leur  hauteur  commune,  d  la  distance  des  plans  sécants 
aux  sommets,  s  et  s'  les  aires  des  sections  faites  par  ces 
plans  dans  les  deux  pyramides.  On  a,  en  vertu  du  théo- 
rème précédent, 


s 


d*  *'  d2 


b    ~~    /*2   *         //    -    /<* 

d'où 

s  s' 

En  particulier,  si  les  bases  b  et  b'  sont  équivalentes,  les 
sections  s  et  sf  le  sont  aussi. 
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1 19.  Théorème,  —  Deux  pyramides  de  bases  équiva- 
lentes et  de  même  h  auteur  sont  équivalentes. 

Soient  (fig.  80)  SABC,   TDEFG  deux  pyramides   dont 


Fi  g.  80. 

les  bases  ABC,  DEFG  sont  équivalentes  et  dont  les  hau- 
teurs SU,  TK  sont  égales. 

Supposons  les  bases  dans  le  même  plan  et  les  som- 
mets d'un  même  coté  de  ce  plan.  Partageons  l'une  des 
hauteurs,  SU,  par  exemple,  en  n  parties  égales  et,  par 
les  points  de  division,  menons  les  plans  Pl9  P„...  paral- 
lèles au  plan  des  bases  (P4  étant  le  plus  rapproché  du  som- 
met, P,  le  suivant,  etc.}  ;  soient  A, 9  A,, —  etD,,D2 — les 
points  de  rencontre  de  ces  plans  avec  les  arêtes  SA  et 
TD.  Les  sections  faites  par  chacun  de  ces  plans  dans 
les  deux  pyramides  sont  équivalentes  [118];  si  donc 
nous  inscrivons  aux  deux  pyramides  des  prismes  ayant 
pour  bases  ces  sections  et  pour  arêtes  latérales  AjA,, 
A,Aa,...  et  DfD„  D^D,,...,  les  prismes  inscrits  à  la  pre- 
mière pyramide  sont  respectivement  équivalents  aux 
prismes  inscrits  à  la  seconde,  comme  ayant  des  bases 
équivalentes     et    même    hauteur.     Par    conséquent,     la 
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somme  *  des  prismes  inscrits  à  la  première  pyramide 
équivaut  à  la  somme  *  des  prismes  inscrits  à  la  seconde, 
et,  pour  démontrer  que  les  deux  pyramides  sont  équiva- 
lentes, il  suffit  de  prouver  que,  lorsque  n  augmente  in- 
définiment, *  et  /  ont  pour  limites  respectives  les  volumes 
des  deux  pyramides. 

Soit  v  le  volume  de  la  première  pyramide  ;  on  a  évi- 
demment #<f.  D'autre  part,  si  Ton  construit  n  prismes 
exinscrits  ayant  pour  arêtes  latérales  SAt,  A, A,....,  et 
pour  bases  les  n —  1  sections  faites  par  les  plans  P,,  P,,... 
et  la  hase  même  de  la  pyramide,  la  somme  h'  de  ces  n 
prismes  exinscrits  est  plus  grande  que  \>  : 

8<V<  S. 

Or  chaque  prisme  inscrit  est  égal  au  prisme  exinscrit  de 
même  rang,  comme  ayant  même  hase  et  même  hauteur  ; 
mais  il  y  a  un  prisme  exinscrit  de  plus,  celui  qui  a  pour 
base  la  hase  ABC  de  la  pyramide.  Donc  la  différence 
sf  —  «est  égale  ace  dernier  prisme  exinscrit  et,  par  suite, 
a  pour  expression 

*'  —  *  =  ABCx  —  SH; 

n 

il  en  résulte  que  «*' —  s  tend  vers  zéro  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment.  Donc  il  en  est  de  même,  a  fortiori \ 
de  la  différence  v  —  s,  c'est-à-dire  que  *  a  pour  limite  f 
lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

On  démontre  de  même  que  t  a  pour  limite  le  volume 
de  la  seconde  pyramide  ;  donc,  puisque  s  =  /,  quel  que 
soit  //,  les  deux  pyramides  sont  équivalentes. 

imo.  Théorème.  —  Le  volume  d'une  pyramide  est 
égal  au  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

i°    Considérons    une     pyramide     triangulaire     S  ABC 
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(fig.  81).  Cette  pyramide  est  le  tiers  du  prisme  ABCDSE 
qui  a  pour  base  la   base  ABC  de  la  E  0 

pyramide  et  pour  arête  latérale  SB. 
En  effet,  en  menant  le  plan  SAD, 
on  voit  que  ce  prisme  se  compose 
de  trois  pyramides  : 

SABC,  ASDE,  SADC. 

Les  deux  pyramides  SABC,  ASDE 
sont  équivalentes,  comme  ayant  des 
bases  égales,  ABC  et  ESD,  et  même 
hauteur  SH  ;  les  deux  pyramides  SADE,  SDAC  sont  aussi 
équivalentes,  comme  ayant  des  bases  égales,  ADE  et 
DAC,  et  même  hauteur  égale  à  la  distance  du  point  S 
au  plan  ACDE.  Donc  la  pyramide  proposée  SABC  est 
bien  le  tiers  du  prisme  ABCDSE  ;  mais  le  volume  de  ce 

prisme  est  égal  à  ABCX  SH,  donc  celui 
de  la  pyramide  est  égal  à  y  ABCX  SH. 
u°  Considérons  (fig.  82)  une  pyramide 
SABCDE  ayant  pour  base  un  polygone 
quelconque  ABCDE  et  pour  hauteur 
SH.  On  peut  la  décomposer  en  pyra- 
mides triangulaires  ayant  pour  hauteur 
commune  SH  et  pour  bases  respectives 
les  triangles  ABC,  ACD,  ADE.  Or  les 
volumes  de  ces  pyramides  sont  respectivement  égaux  a 


yABCxSH, 


-^-  ACD  x  SH,       -1-  ADE  X  SH  ; 


donc  le  volume  de  la  pyramide  totale  est  égal  à 


3 


(ABC  +  ACD  +  ADE  t  SH, 


c'est-à-dire  égal  à  -^-  ABCDE  X  SH. 
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Corollaire.  —  Deux  pyramides  de  même  base  sont 
proportionnelles  à  leurs  hauteurs.  Deux  pyramides  de 
même  hauteur  sont  proportionnelles  à  leurs  bases. 

121.  Il  serait  plus  naturel  de  définir  le  volume  d'une  pyra- 
mide comme  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  prismes 
inscrits  à  cette  pyramide,  lorsque  le  nombre  de  ces  prismes 
augmente  indéfiniment.  Nous  allons  démontrer  directement 
que  cette  limite  existe  et  en  trouver  l'expression. 

Considérons  la  pyramide  TDEFG  (fîg.  80)  ;  conservons  les 
notations  du  numéro  119  et,  de  plus,  désignons.par  b  la  base 
DEFG,  par  //  la  hauteur  TK  et  par  pIM  Taire  de  la  section  faite 
par  le  plan  Pm.  En  écrivant  que  $m  et  b  sont  proportionnelles 
aux  carrés  de  leurs  distances  aux  sommets,  on  a 


P 
h 

d'où 


m 


(v*)' 


F 

il' 


m2 


9     —  /1 

py/i   â-"  *>. 


Donc  le  volume   du   prisme   inscrit  qui  a  pour  base   à     et 
pour  hauteur  —  est  égal  à 


n 

,5 


'"'    bk. 


/*3 


En  faisant  successivement  m  =■  1,  2,  3,...,  /i  —  1  et  ajoutant 
les  résultats  obtenus,  on  trouve,  pour  la  somme  5  des  prismes 
inscrits, 

«  =  -^-i>*  + a* +3* +  ...  +  («-1)']. 

Or,  on  a  vu  en  algèbre  que  la  somme  des  carrés  des  n  pre- 
miers nombres  entiers  est  égale  à  —  n  (w+  1  )  ('in  +  1}  ;  donc, 
en  remplaçant  n  par  n  —  1 ,  on  a 

,*+  22  +  3a +  ...+(„  _  ,)*  =  _L  (/j— 1)11  (an  — i); 
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doù,  en  portant  dans  l'expression  de  s, 

s=-~  —  (n—i    /i  (2/1  —  i). 


io5 


bn 


ou 


=  -^(-"-^)(a-v) 


Si   maintenant  on  suppose  que  «  augmente  indéfini  nient,    — 

tend  vers  zéro  ;   donc  s  a  pour  limite   -—  X  a  ou  —7—  •  C'est 

<*ette  limite    qu'on     peut    prendre,     par    définition,     comme 
expression  du  volume  de  la  pyramide.  A 

\ii.  Dans  une  pyramide  triangulaire, 
on  peut  prendre  pour  base  Tune  quel- 
conque des  quatre  faces.  11  est  donc 
nécessaire  de  démontrer  que  les  quatre 
produits  obtenus  en  multipliant  ehaque 
face  d'un  tétraèdre  par  la  hauteur  cor- 
respondante  sont  égaux. 

Soient  (fig.  83)  AE,  BF  deux  hauteurs 
d'un  tétraèdre  ABC1)  ;  abaissons  EG, 
Fil  perpendiculaires  sur  CD,  et  traçons  AG,  BH,  qui  sont 
également  perpendiculaires  sur  CD,  en  vertu  du  théorème  des 
trois  perpendiculaires.  On  a 

BCD  x  AE  =  —  CD  x  BH  X  AE, 

2 

CDA  x  BF  =  —  CD  x  AG  x  BF. 

1 

Donc,  il  s'agit  de  démontrer  que 

BHx  AE  =  AGx  BF, 


ou 


AE 
W 


BÏT 


Kn  effet,    cette    relation  résulte  de  la  similitude  des  trian- 
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gles   rectangles    AECi,    BFH,   qui  ont  un    angle   aigu   égal 
AGE  =  fUlï^. 


1 2.Î.  On  appelle  tronc  de  pyramidale  solide  ABCDA'B'C'D' 
'fig.  8,V)  obtenu  en  coupant  une  pyramide  SABCD  par 
un  plan  parallèle  a  la  base  et  en  enlevant  la  pyramide 
SA'B'C'D',  qui  a  pour  base  la  section  et  pour  sommet  le 
sommet  de  la  pyramide.  Les  deux  polygones  ABCD, 
A'B'C'D'  sont  les  bases  du  tronc  et  la  distance  des  plans 
de  ces  deux  bases  est  la  hauteur  du  tronc. 


Théorème.  —  Tout  tronc  de  pyramide  est  la  somme 
de  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  commune  la.  hau- 
teur du  tronc  et  pour  bases  respectives  les  deux  bases  du 
tronc  et  la    moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

i°Soit  fig.  84)  ABCDEFun  tronc 
de  pyramide  triangulaire.  En  menant 
les  plans  AEC,  DEC,  on  partage  le 
tronc  en  trois  pyramides  :  les  deux 
premières,  EABC,  CDEF,  ont  pour 
hauteur  la  hauteur  du  tronc  et  pour 
bases  respectives  les  deux  bases  ABC., 
DE  F  du  tronc. 

RestelatroisièmepyramideEADC; 
en  appelant  G  le  point  de  rencontre 
de  AB  avec  la  parallèle  à  AD  menée 
par  E,  cette  troisième  pyramide  EADC  équivaut  à  la 
pyramide  GADC,  comme  ayant  même  base  et  même 
hauteur.  Mais  si  Ton  prend  1)  pour  sommet  de  cette 
dernière  pyramide,  on  voit  quelle  a  pour  hauteur  la 
hauteur  du  tronc  ;  il  su  (lit  donc  de  prouver  que  sa  base 
GAG  est     la    moyenne    proportionnelle    entre   les   deux 
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bases  ABC,  DKF  du  tronc.  En  effet,  les  deux  triangles 
CAB,  CAG  avant  même  hauteur  sont  entre  eux  comme 
leurs  hases  AB  et  AG  : 

CAB  AB 


CAG 


A( 


D'autre  part,  si  H  est  le  point  de  rencontre  de  AC 
avec  la  parallèle  à  BC  menée  par  G,  les  deux  triangles 
GAC,  GAH  avant  même  hauteur  sont  entre  eux  comme 
leurs  hases  AC  et  Ail  : 

gac        ac 


GAH 

,  f    .      AB  AC         . 

Mais  -rp-  =  -7-ïr  ;   donc 

AG  Ali 

CAB 


AH 


CAG 


CAG 
UÂÎT 


Or  les  triangles  AGII,  DKF  sont  égaux  comme  ayant 
un  côté  égal,  AG  =  DE,  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun.  Donc  enfin 

ABC  CAG 


CAG 


DE  F 


c'est-à-dire  que  la    hase   CAG   de  la  troisième  pyramide 


est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  hases  ABC, 
DE  F  du  tronc. 

s°  Soit  Tig.  85;  ABCDA'BCD'  un  tronc  de  pyramide  à 
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bases  polygonales,  obtenu  en  coupant  la  pyramide 
SÀBCD  par  un  plan  parallèle  à  la  base.  Construisons 
une  pyramide  triangulaire  TKFG  ayant  pour  base  un 
triangle  EFG  situé  dans  le  plan  ABCD  et  équivalent  au 
polygone  ABCD,  et  pour  sommet  un  point  T  du  plan 
mené  par  S  parallèlement  au  plan  ABCD.  La  section 
K'F'G'  laite  dans  cette  pyramide  par  le  plan  A'B'C'D'  est 
équivalente  au  polygone  A'B'C'D7  [i  18].  Par  conséquent, 
les  deux  pyramides  SABCD,  S  A'B'C'D'  sont  respective- 
ment équivalentes  aux  pyramides  triangulaires  TKFG, 
TE'F'G'  ;  donc  le  tronc  ABCDA'B  CD'  est  équivalent  au 
tronc  EFGE'F'G'  et,  par  suite  [i°],  équivaut  à  la  somme 
de  trois  pyramides  ayant  toutes  trois  pour  hauteur  la 
hauteur  commune  des  deux  troncs,  et  pour  bases  res- 
pectives : 

EFG,     EFG',     y  EFG  x  E'F'G'  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


ABCD,     A'B'C'D',     yABCDx  A'B'C'D'  . 

Si  donc  on  désigne  par  b  et  //  les  bases,  par  h  la  hau- 
teur, et  par  v  le  volume  d'un  tronc  de 
pyramide  quelconque,  on  a 


V) 


h  (b  +  b'  +  ybb'). 


i2{.  Si  l'on  coupe  les  prolongements 
des  arêtes  d'une  pyramide  SABCD {iig.  86) 
au  delà  du  sommet,  par  un  plan  parallèle 
à  la  base,  on  obtient  une  seconde  pyramide 
SA'B'C'D'  :  l'ensemble  des  deux  pyramides 
SABCD,  SABCD'  s'appelle  un  tronc  de 
pyramide  de  seconde  espèce,  par  opposi- 
tion au  tronc  de  pyramide  ordinaire,  on  de  première  espèce, 
qui  est  la  différence  de  deux  pyramides. 


Fig.  8<i. 
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Soient  b  et  b'  les  bases  ABCD,  A'B'C'D'  d'un  tronc  de  pre- 
mière ou  de  deuxième  espèce;  //  la  hauteur  du  tronc,  c'est-à- 
dire  la  distance  des  plans  des  deux  bases;  x  la  hauteur  de  la 
pyramide  SABGD  et  x'  celle  de  la  pyramide  SA'B'C'IV. 

En  appelant  v  le  volume  du  tronc,  on  a 

%•  =  -r-   bx —  lit  X 

Arx  —  s.r\ 

s   étant  égal  à  -f-  1 ,  ou  à  —  1,  s  elon  que  le  tronc  est  de  pre- 
mière ou  de  seconde  espèce. 
Mais  [1 18 


d*où 


b    —    .r 


x' 


\l>  \V        \b—i\b' 


On  en  tire 


!  1  1 


X 


__        h\/'b  ,  __        h\'h 


y'b  —ty'b'  \b  —  l\ 7/ 

et,  en  portant  dans  l'expression  de  c,  on  trouve 


,  =  -i.  *  :vT;'  -  s  VS? 


ou  enfin 


3  y'b  _  ty// 


v  =  -^  h  {b  +  s  \Jbb'  +  // 1 


TROXC    DE    PRISME    TRIANGULAIRE 

125.  On  appelle  tronc  de  prisme  le  solide  obtenu  en 
coupant  une  surface  prismatique  par  deux  plans  non  pa- 
rallèles. 
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126.  Théorème.  —  Le  volume  d'un  tronc  de  prisme 
triangulaire  est  égal  au  produit  de  l'aire  d'une  section 
droite  par    le  tiers  de    la  somme  des   trois    arêtes  laté- 
rales. 

Soient  (fig.  8j)  ABCDEF  un  tronc 
de  prisme  triangulaire,  MNP  une  sec- 
tion droite,  c'est-à-dire  une  section 
perpendiculaire  aux  arêtes  latérales 
AD,  BE,  CF.  En  menant  les  plansBCD, 
CDE,  on  décompose  le  tronc  en  trois 
pyramides  triangulaires  DABC,  EBGD, 
CFDE.  La  première  est  le  tiers  du 
prisme  qui  aurait  pour  base  ABC  et 
pour  arête  latérale  AD  ;  mais  ce  prisme  est  lui-même 
équivalent  au  prisme  droit  qui  aurait  pour  hase  la  sec- 
tion droite  MNP  et  pour  hauteur  AD  ;  donc  le  volume  de 
la  pyramide  DABC  est  égal  à 


Y\g.   S;. 


ADx  MNP. 


On  démontre  de  même  que  les  volumes  des  deux  autres 
pyramides  sont  respectivement  égaux  à 


-i-BEx  MNP,    -^-  CF  x  MNP. 


Donc,  le  volume  du  tronc  est  égal  à 


AD  +  BE  +  CF)  X  MNP 


Remaiiçi'e.  —  Pour  évaluer  le  volume  d'un  tronc  de 
prisme  quelconque,  on  le  décompose  eu  troncs  de  pris- 
mes triangulaires,  à  chacun  desquels  on  applique  la  for- 
mule précédente. 
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PRISMATOÏDE 

127.  On  appelle  prismatoïde  (fig.  88)  un  polyèdre  dont  deux 
des  faces,  appelées  bases,  sont  situées  dans  des  plans  parallèles, 
et  dont  les  autres  faces,  appelées  faces  latérales,  sont  ou  des 
trapèzes  ayant  un  côté  commun  avec  chacune  des  bases,  ou 
des  triangles  ayant  deux  sommets  communs  avec  l'une  des 
bases  et  un  sommet  commun  avec  l'autre  (*).  La  distance  des 
plans  des  deux  bases  s'appelle  la  hauteur  du  prismatoïde. 


Théorème.  —  Si  Von  désigne  par  h  la  hauteur,  par  b  et  b' 
les  bases  d'un  prismatoïde,  et  par  b"  la  section  faite  par  un 
plan  éauidistant  des  deux  bases,  le  volume  1»  du  prismatoïde  est 
donné  par  la  formule  : 


0 


••  = -i- A  {*  +  *'  + 4*")- 


On  peut  toujours  supposer  que  toutes 
les  faces  latérales  sont  des  triangles; 
car,  si  quelques-unes  d'entre  elles  étaient 
des  trapèzes,  on  pourrait  les  décom- 
poser en  deux  triangles.  Cela  étant, 
soient  (fig.  88)  ABGD,  EFG  les  bases, 
HKLMNPQ  la  section  équidistante  des 
bases  ;  les  points  H,  K,...  sont  les  mi- 
lieux des  arêtes  EA,  EB,...  Prenons  à 
l'intérieur  de  la  section  HKLMXPQ  un  point  O  quelconque  et 
joignons  ce  point  à  tous  les  sommets  du  prismatoïde;  nous 
formons  ainsi  autant  de  pyramides  qu'il  y  a  de  faces. 

Les  pyramides   OABC1),    OEFG   ont  pour  bases  b  et  b',  et 

pour  hauteur  —  ;  donc  elles  ont  respectivement  pour  volumes 


-±-kb 
b 


et 


-7-  kb'. 


\*)  Pour  qu'un  polyèdre  soit  un  prismatoïde,  il  ne  suffit  pus  que  deux 
des  faces  soient  situées  dans  des  plans  parallèles  et  que  les  autres  faces 
soient  des  trapèzes  ou  des  triangles;  ainsi,  le  solide  formé  par  deux 
troncs  de  pyramide  ayant  une  buse  commune  n  est  pas  un  prismatoïde. 
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Considérons  maintenant  les  pyramides  OEAB,  OKHC 

qui  ont  pour  bases  les  triangles  latéraux.  La  pyramide  OEAB 
est  quadruple  de  la  pyramide  OEHK,  car  sa  hase  EAB  est 
quadruple  de  EHK;  mais,  si  l'on  prend  OIIK  comme  hase   de 

la  pyramide   OEHK,   sa   hauteur  est    — ,   donc    son    volume 

'à 

est  — //  X  OIIK;  par  conséquent,  le  volume  de  la  pyramide 
OEAB  est  égal  à 

-1-AX40HK. 

o 

De  même,  le  volume  de  la  pyramide  OEBC  e*t 

4-AX40KL. 

Et  ainsi  de   suite.   Donc   la   somme  des  volumes  des  pyra- 
mides qui  ont  pour  hases  les  triangles  latéraux,  est 

-i-  hxA  (OHK  +  OKL  +  ....) 


ou 


4"  h  X  1  b". 

Donc  enfin  le  volume  total  du  prismatoïde  est 

•r  =  JL  A  (/,  +  // +4//'). 

D 

Remarque.  —  Cette  formule  comprend,  comme  cas  parti- 
culiers, les  formules  trouvées  pour  le  prisme,  la  pyramide  et 
le  tronc  de  pyramide. 

i°  Pour  un  prisme,  b=zb'=.b' ';  d'où 

v  =  -i-A  (b  +  b  +  4b)=zbh. 

a0  Pour  une  pvramide,  l/=o9  br=-7b;  d'où 

i 

♦•  =  v- *  C' + 'o  =  4-  ^. 
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V  Pour  un  tronc  de  pyramide,  en  désignant  par  .r,  .r\  ./•'' 
les  dislances  du  sommet  aux  bases  b,  b'  et  à  la  section  b",  on  a 

y//7"  __   y/F  _  \//7  _Y/T-f-v/^ 


niais 


donc 


d'où 


.r  -f-  •*"'  =  2  r"  'r 


V//i  +  v^7=aV^  '" 


.j  A"  =  6  +  6'  +2^66'. 


En  portant  dans  la  formule  (i),  on  trouve 

v  =  -i-  h  {ib  +  a//  +  i  \Zbb') 
=  -Lh(b+b'+VTf/). 


Appliquons  la  formule  (i)  à  un  tronc  de  prisme  quadran- 
gulaire  ,'fig.  89),  dont  deux  faces  latérales,  ABCI)  et  A'B'C'IV 
sont  des  rectangles  ayant  leurs  côtés 
parallèles,  chacun  à  chacun. 

On  peut  considérer  ce  tronc  comme 
un  prismatoïde  ayant  pour  bases  ces 
rectangles;  en  posant 

AB  =  c,    AD  =  </,    A'B'=c\    A'D'  =  </\ 


on  a 


b  =  cd,     b'=zc'd'. 


Fig.  89. 


La  section  A"B''C"1)"  équidistante  des  deux  bases  est  un 
rectangle  ayant  pour  dimensions  —  (c-\-c')  et  — (d+d'), 
donc 

i,"  =  -j.(c+c,)(d  +  <r). 


G.  et  X.  Géométrie  Élém. 
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Par  conséquent,  en  appelant  //  la  distance  des  plans  ABCD, 
A'B'C'D',  le  volume  v  du  solide  est  donné  par  la  formule 


v  =z  —  h  [rd  +  c'a'  +  (c  +  c')  (d  +  </';] 


Cette  formule  subsiste  dans  le  cas  où  lune  des  dimensions 
du  rectangle  A'B'C'JV  est  nulle.  Elle  permet  d'évaluer  le 
volume  des  tombereaux,  des  tas  de  pierres  disposés  le  long 
des  routes,  des  fossés,  etc. 

EXERCICES 


Fig.  90. 


1 .  Le  volume  d'un  tétraèdre  ABCD  (fig.  90)  est  le  sixième  du  pro- 
duit de  la  plus  courte  distance  de  deux  arêtes  opposées,  AB  et  CD, 

par  l'aire  d'un  parallélogramme  dont  les 
cotés  sont  égaux  et  parallèles  à  ces  deux 
arêtes.  —  Car  ce  tétraèdre  est  le  tiers  du 
prisme  ABECFI),  par  conséquent,  le  sixième 
du  parallélépipède  ABGECFIID. 

1.  Evaluer  le  volume  d'un  tétraèdre  en  le 
considérant  comme  un  prismatoïde  ayant 
pour  bases  deux  arêtes  opposées. 

3.  Si  deux  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre 
se  déplacent    sur  deux  droites  fixes,  sans 
changer  de   longueur,   le  volume  du  tétraèdre  reste  coustant. 

4.  Parmi  tous  les  tétraèdres  ayant  deux  sommets  fixes  A,  B,  et 
dont  l'arête  CD  de  longueur  constante  est  mobile  sur  une  droite 
donnée,  quel  est  celui  dont  la  surface  est  minimum? 

5.  Deux  tétraèdres  ayant  un  angle  trièdre  commun  sont  entre 
eux  comme  les  produits  des  trois  arêtes  de  ce  trièdre.  Même  ré- 
sultat si  les  tétraèdres  ont  un  angle  trièdre  symétrique. 

6.  Par  deux  points  donnés  sur  deux  arêtes  d'un  tétraèdre,  mener 
un  plan  qui  partage  ce  tétraèdre  en  deux  parties  proportionnelles 
aux  longueurs  m,  n. 

7.  Un  tétraèdre  dont  la  somme  de  trois  faces  est  donnée,  a  le 
plus  grand  volume  quand  ces  faces  sont  des  triangles  inoscèles 
dont  les  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux  deux  à  deux. 

8.  Tout  plan  sécant  mené  par  les  milieux  de  deux. arêtes  oppo- 
sées d'un  tétraèdre  le  divise  en  deux  parties  équivalentes. 

9.  Couper  un  tétraèdre  par  un  plan  de  façon  que  la  section  soit 
un  losange. 
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10.  Dans  un  tétraèdre  ayant  trois  faces  équivalentes,  la  somme 
de»  distances  d'un  point  quelconque  du  plan  de  la  quatrième  face 
aux  trois  premières  est  constante. 

ii.  On  donne  deux  tétraèdres  ABCD,  A'B'C'D',  tels  que  les 
droites  AA\  BB',  CC,  DD\  soient  concourantes.  Prouver  que  les 
intersections  des  faces  correspondantes  BCD  et  B'C'iy,  CDA  et 
C'D'A',  etc.,  sont  quatre  droites  d'un  même  plan. 

11.  Par  un  point  pris  dans  le  plan  de  la  base  d'une  pyramide  ré- 
gulière, on  mène  la  perpendiculaire  à  ce  plan;  la  somme  des  dis- 
tances des  points  de  rencontre  de  cette  perpendiculaire  avec  les 
plans  des  faces  latérales  au  plan  de  la  base  est  constante. 

i3.  La  somme  des  distances  d'un  point  de  In  base  d'une  pyra- 
mide régulière  aux  plans  des  faces  latérales  est  constante. 

i  f .  La  base  d'une  pyramide  régulière  est  un  hexagone  dont  le 
côté  est  a.  Calculer  la  hauteur  de  la  pyramide,  sachant  que  sa  sur- 
face latérale  vaut  n  fois  celle  de  la  base. 

i5.  De  toutes  les  pyramides  de  même  hauteur  et  de  bases  équi- 
valentes et  ayant  le  même  nombre  de  côtés,  la  pyramide  régulière 
a  la  surface  latérale  minimum.  Et  de  toutes  les  pyramides  dont  les 
surfaces  latérales,  composées  d'un  même  nombre  de  faces,  sont 
équivalentes,  la  pyramide  régulière  a  un  volume  maximum. 

16.  Une  pyramide  dont  la  base  est  semblable  à  un  polygone 
donné  et  fait  une  somme  donnée  avec  une  de  ses  faces  latérales  a 
un  volume  maximum  si  cette  face  est  deux  fois  aussi  grande  que  la 
base  et  lui  est  perpendiculaire. 

17.  Ktant  donné  un  prisme  triangulaire,  trouver  le  lieu  des  points 
tels  que  les  pyramides  ayant  pour  bases  les  faces  latérales  du 
prisme  et  un  de  ces  points  pour  sommet  commun  soient  équiva- 
lentes. 

Evaluer  le  rapport  des  volumes  du  prisme  et  de  l'une  de  ces  py- 
ramides. 

0 

18.  Evaluer  le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  polygo- 
nales, en  le  décomposant  en  troncs  de  pyramides  triangulaires. 

—  Soient  h,  //  les  deux  bases  ;  fr,,  b.^...  les  triangles  qui  compo- 
sent le  polygone  b  ;  et  b[,  b!2,...  les  triangles  homologues  qui  com- 
posent le  polygone  b'.  On  a 

b\  //,  // 


h\        K 


d'où 


/ÎTi 


\bb'    _    \bxb\  Vh,h\  _       __\bxh\  +  \'bth\  4-.. 

b  bt  bt  "  />i  -f-  />t  -f-  ... 
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par  conséquent, 

^bib\  +  \Jbj7]  +  ....=[/ Ob',  etc. 

19.  Ou  coupe  un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles  par  un 
plan  dont  les  distances  aux  deux  bases  sont  proportionnelles  à  m 
et  n  ;  calculer  l'aire  de  la  section,  connaissant  les  aires  B,  b  des 
deux  bases. 

■20.  Couper  un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles  par  un  plan 
parallèle  aux  bases,  de  façon  que  la  section  soit  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  bases. 

ai.  On  donne  un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles  dont  la 
hauteur  est  im  ri  et  le  rapport  de  similitude  des  deux  bases  est  3. 
Partager  ce  tronc  en  deux  troncs  équivalents  par  un  plan  parallèle 
aux  bases. 

'ii.  Par  deux  points  donnés  sur  deux  arêtes  d'un  prisme  triangu- 
laire, mener  un  plan  qui  partage  le  prisme  en  deux  parties  propor- 
tionnelles à  m  et  n. 

ï'i.  Partager  une  pyramide  à  base  de  parallélogramme  en  deux 
parties  équivalentes  par  un  pian  mené  par  un  des  côtés  de  la  base. 

'i/{.  Partager  la  surface  totale  d'une  pyramide  quadrangulaire  ré- 
gulière en  deux  parties  équivalentes,  par  un  plan  mené  par  l'un  des 
côtés  de  la  base. 

ai.  Etant  donné  un  tétraèdre  S  ABC,  on  construit  sur  les  faces 
SAB,  SBC,  SC A  comme  bases,  trois  prismes  quelconques  dont  on 
prolonge  les  secondes  bases  jusqu'à  leur  point  de  rencontre  F;  on 
mène  SF  et  l'on  construit  sur  ABC  comme  base  un  prisme  triangu- 
laire dont  les  arêtes  soient  égales  et  parallèles  à  SF.  Prouver  que 
le  dernier  prisme  est  équivalent  à  la  somme  des  trois  premiers. 

26.  Etant  donné  un  tétraèdre  à  arêtes  orthogonales  dont  toutes 
les  faces  sont  des  triangles  acutangles,  ou  construit  sur  ces  faces 
comme  bases  quatre  tétraèdres  tels  que  les  angles  trièdres  opposés 
aux  bases  soient  trirectangles  :  la  somme  des  carrés  des  volumes 
de  ces  quatre  tétraèdres  est  égale  au  carré  du  volume  du  tétraèdre 
donné. 
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Fig.  91- 


128.  On  dît  que  deux  points  A  et  A'  'fig.  91)  sont  symé- 
triques par  rapport  à  un  point  O,  qu'on  appelle  centre  de 
symétrie,  lorsque  le  point  O  est  le  milieu  de  AA'. 

On  dit  que  deux  points  A  et  A'  (fig.  91)  sont  symétri- 
ques par  rapport  à  une  droite 
XY,  qu'on  appelle  axe  de 
symétrie,  lorsque  la  droite 
XY  est  perpendiculaire  au 
milieu  de  A  A'. 

On  dit  que  deux  points  A 
et  A'  (fig.  91)  sont  symétri- 
ques par  rapport  à  un  plan  P,  qu'on  appelle  plan  de 
symétrie,  lorsque  le  plan  P  est  perpendiculaire  au  milieu 
de  AA'. 

On  dit  que  deux  figures  sont  symétriques  par  rapport 
à  un  point,  une  droite  ou  un  plan,  lorsque  les  points*  de 
l'une  sont  symétriques  des  points  de  l'autre,  par  rapport 
à  ce  point,  cette  droite  ou  ce  plan. 

On  dit  qu'un  point  est  centre  de  symétrie,  ou  simple- 
ment centre  d'une  figure,  lorsque  cette  figure  est  symé- 
trique à  elle-même  par  rapport  à  ce  point.  Ainsi,  le  point 
de  rencontre  des  diagonales  d'un  parallélépipède  est  le 
centre  du  parallélépipède. 

On  dit  qu'une  droite  est  axe  de  symétrie,  ou  simple- 
ment axe  d'une  figure,  lorsque  cette  figure  est  symétrique 
à  elle-même  par  rapport  à  cette  droite.  Ainsi  la  droite  qui 
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joint  les  centres  de  deux  faces  opposées  d'un  cube  est  un 
axe  de  ce  cube. 

On  dit  qu'un  plan  est  plan  de  symétrie  d'une  figure, 
lorsque  cette  figure  est  symétrique  a  elle-même  par  rap- 
port à  ce  plan.  Ainsi,  le  plan  équidistant  des  bases  d'un 
prisme  droit  est  un  plan  de  symétrie  de  ce  prisme. 

1 29.  Théorème.  —  Deit.v  figures  symétriques  par  rap- 
port à  un  axe  XY  [fi g.  91)  sont  égales. 

Car  on  peut  les  amener  a  coïncider  en  faisant  tourner 
Tune  délies  de  1800  autour  de  Taxe. 

Réciproquement,  nous  démontrerons  plus  loin  [Complé- 
ments, chapitre  des  déplacements]  que  deux  figures  égales 
peuvent  toujours  être  considérées  comme  symétriques 
dune  troisième  par  rapport  à  des  axes  différents,  et  cela 
d'une  infinité  de  manières. 

Dans  tout  le  reste  de  ce  chapitre,  il  ne  sera  question 
que  de  la  symétrie  par  rapport  à  un  centre,  ou  par  rap- 
port à  un  plan. 

i3o.  Théorème.  —  Deux  figures  F'  et  F"  symétriques 
(F une  même  figure  ¥  par  rapport  à  deux  points  différents 

O  et  P  (fig.  9a)  sont  égales. 

En  effet,  soient  À  un  point  de  F,  A' 
et  A''  les  points  correspondants  de  F' 
et  de  F".  Dans  le  triangle  AA'A",  la 
droite  OP,  qui  joint  les  milieux  de  deux 

À3 \>      cotés,  est  parallèle  au  troisième  côté  A' A" 

,,.  et  égale  à  sa  moitié.  En  d'autres  termes. 

si  Q  est  le  symétrique  de  O  par  rapport 
à  P,  te  vecteur  A7 A"  est  équipollent  à  OQ.  Donc  on  peut 
amener  la  figure  F'  à  coïncider  avec  la  figure  F"  au  moyen 
de  la  translation  représentée  par  le  vecteur  OQ. 
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Remarque.  —  Ce  théorème  n'est  qu'un  cas  particulier 
d'un  autre  théorème  que  nous  démontrerons  dans  le  cha- 
pitre suivant  ^i34,9°]. 

i3i.  Théorème.  — Deux  figures  F'  et  F"  symétriques 
(f une  même  figure  F [fig.  93),  l'une  par  rapport  à  unplaji\*y 
l'autre  par  rapport  à  un  point  0  de  ce  plan  sont  égales» 

En  effet,  soient  A  un  point  de  F, 
A'  et  A"  les  points  correspondants 
de  F'  et  de  F7'.  Par  hypothèse,  le 
plan  P  est  perpendiculaire  à  AA'  en 
son  milieu  M,  et  le  point  0  est    le     L l 


/ 


A 

A 


/ 

0£ JM 


i. 


IA' 


Y 


milieu  de  AA".  Menons  par  0  la  per-       A-^ | 

pendiculaire  XY  au  plan  P  ;  cette 
droite  étant  parallèle  à  AA'  et  pas- 
sant par  le  milieu  de  AA",  se  trouve 
dans  le  plan  AA'A"  et  rencontre  A 'A"  en  son  milieu  N, 
En  outre,  la  droite  A'A"  est  parallèle  à  OM,  par  suite, 
perpendiculaire  à  XY.  Donc  les  points  A'  et  A"  sont  symé- 
triques par  rapport  à  XY  ;  on  en  conclut  que  les  figures 
F'  et  F7'  sont  elles-mêmes  symétriques  par  rapport  à  XY 
et,  par  conséquent,  égales  [129]. 

Corollaires.  —  I.  —  Deux  figures  F!  et  F"  symétriques 
d'une  même  figure  F,  l'une  par  rapport  à  un  plan  P, 
l'autre  par  rapport  à  un  point  0  quelconque ,  sont 
égales. 

Car  nous  venons  de  voir  que  F'  est  égale  à  la  figure  <ï> 
symétrique  de  F  par  rapport  à  un  point  0'  du  plan  P  ; 
mais  <1>  et  F"  sont  égales,  comme  étant  symétriques  de  F 
par  rapport  à  deux  points  différents  [i3o].  Donc  F'  est 
égale  à  F". 
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II.  —  Deux  figures  V  et  V  symétriques  d'une  même 
figure  F,  par  rapport  à  deux  plans  différents,  sont  égales. 

Car  elles  sont  toutes  deux  égales  à  la  symétrique  de  V 
par  rapport  à  un  point  quelconque. 

wÈ2.  Kn  résumé,  si  Ton  convient  de  dire  que  deux 
figures  sont  symétriques  quand  on  peut  les  placer  de 
manière  qu'elles  soient  symétriques  par  rapport  à  un 
point  ou  par  rapport  à  un  plan ,  on  voit  que  toutes  les 
figures  symétriques  dune  figure  donnée  sont  égales  entre 
elles.  On  peut  donc  les  considérer  comme  des  positions 
différentes  d'une  seule  et  même  figure  :  c'est  ce  qu'on 
exprime  en  disant  que  la  figure  symétrique  dune  figure 
don n  ée  es t  un  iq  u e . 

i°  La  figure  symétrique  d'une  figure  plane  est  une 
figure  plane  superposablc  à  la  première. 

Car  la  symétrique  d'une  figure  plane  par  rapport  au 
plan  de  cette  figure  est  cette  figure  elle-même. 

Kn  particulier,  la  figure  symétrique  d'un  plan  est  un 
plan. 

2°  La  figure  symétrique  d'un  dièdre  est  un  dièdre  égal. 

Car  la  figure  symétrique  d'un  dièdre  par  rapport  à  un 
point  de  son  arête  est  le  dièdre  opposé  par  l'arête. 

3°  La  figure  symétrique  d'un  angle  polyèdre  est  un 
angle  polyèdre  dont  tous  les  éléments  sont  respectivement 
égaux  à  ceux  du  premier y  mais  disposés  dans  l'ordre 
inverse. 

Car  la  figure  symétrique  d'un  angle  polyèdre  par  rap- 
port au  sommet  de  cet  angle,  est  l'angle  polyèdre  qui  a 
pour  arêtes  les  prolongements  de  celles  du  premier  au 
delà  du  sommet  [j81.  Il  s'ensuit  que  deux  angles  polyèdres 
symétriques  ne  sont  pas,  en  général,  superposables. 
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4°  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  figure  symétrique 
d'un  polyèdre  est  un  polyèdre  dont  les  faces  sont  égales 
à  celles  du  premier,  mais  disposées  dans   l'ordre  inverse. 

Par  conséquent,  il  n'est  jamais  possible  de  faire  coïnci- 
der deux  polyèdres  symétriques  de  façon  que  les  faces  de 
Vnn  s'appliquent  sur  les  faces  correspondantes  de  l'autre  ; 
si  donc  toutes  les  faces  d'un  polyèdre  sont  inégales,  il 
est  impossible  de  le  faire  coïncider  avec  son  symétrique, 
de  quelque  façon  qu'on  s'y  prenne.  Cela  sullit  pour  affir- 
mer que,  en  général,  deux  polyèdres  symétriques  ne  sont 
pas  superposables.  Nous  indiquerons  [Note  sur  la  symé- 
trie] les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'ils 
le  soient;  mais  nous  pouvons  dire  dès  maintenant  que 
toutes  les  figures  qui  ont  un  centre  ou  un  plan  de  symé- 
trie sont  superposables  à  leurs  symétriques,  car  elles 
sont  symétriques  à  elles-mêmes  par  rapport  à  ce  centre 
ou  par  rapport  à  ce  plan.  Par  exemple,  deux  parallé- 
lépipèdes symétriques  sont  superposables. 


i33.  Dans  tous  les  cas,  deux  polyèdres  symétriques  sont 
équivalents.  Comme  un  polyèdre  peut  toujours  être 
décomposé  en  tétraèdres,  il  suffit 
de  prouver  que  deux  tétraèdres  sy- 
métriques sont  équivalents. 

Soit  (fig.  y4)  SABC  un  tétraèdre  ; 
et  soit  S'  le  symétrique  de  S  par  rap- 
port au  plan  ABC.  La  figure  symé- 
trique du  tétraèdre  SABC,  par  rap- 
port à  ce  plan ,  est  le  tétraèdre 
S'ABC,  qui  a  même  base  que  le  premier,  et  une  hauteur 
égale  à  celle  du  premier.  Donc  ces  deux  tétraèdres  sont 
équivalents. 


Fig.  94- 
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EX  ERCIC  ES 

i.  Démontrer  directement  que  deux  figures  «symétriques  d'une 
troisième  par  rapport  à  deux  plans  différents  sont  supcrposables. 
Examiner  le  cas  particulier  où  les  deux  plans  sont  parallèles. 

2.  Symétrie  d'un  système  de  points.  —  On  appelle  axe  de  symé- 
trie d'un  système  de  points  une  droite  telle  qu'après  avoir  fait 
tourner  le  système  d'un  certain  angle  autour  de  cette  droite  on  ob- 
tient un  second  système  coïncidant  avec    le   premier.  Le  plus  petit 

angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  figure  est  une  partie  aliquote  -j- 

de  36o°.  Suivant  que  k  =  i.  3, .{...  l'axe  se  nomme  binaire,  ternaire, 
quaternaire...  Cela  posé,  prouver  que  : 

i°  Tout  système  de  points  ayant  un  centre  de  symétrie  et  un  plan 
do  symétrie,  possède  un  axe  de  symétrie  qui  passe  par  le  centre  et 
est  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie. 

•iy,Un  système  de  points  qui  a  deux  plans  de  symétrie  non  per- 
pendiculaires en  a  un  troisième. 

'5°  Quand  un  système  de  points  a  deux  plans  de  symétrie,  leur 
intersection  est  un  axe  de  svmétrie. 

i°  Quand  un  système  de  points  a  un  plan  de  symétrie  et  un  axe 
de  symétrie  non  perpendiculaire  à  ce  plan,  il  a  un  second  axe 
de  symétrie,  symétrique  du  premier  par  rapport  au  plan  de  sy- 
métrie. 

yJ  Un  système  de  points  ayant  trois  axes  quaternaires  perpendi- 
culaires deux  à  deux  a  aussi  quatre  axes  ternaires. 


CHAPITRE    V 
HOMOTHÉTIE  ET  SIMILITUDE 

i!$4.  "■   ny  ll  vien  à  changer  à  la  définition  que  nou6 

avons  donnée  de  l'homothétie   en  géo- 

S  M  M'  ..    •         , 

1 1        ni  et  ne  plane. 

Fig.  .m.  Etant  donnés  (fi g.  90}  un  point  fixe  S, 

qu'on  appelle  le  centre  dliomoUiètie  et 
un  nombre  constant  /*,  positif  ou   négatif,  qu'on  appelle 
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le  rapport  d'hornothétie,  à  tout  point  M  de  l'espace  on  peut 
faire  correspondre  le  point  M'  de  la  droite  SM  défini  par 

la  relation 

SM7    _ 
SM    ~~ 

Si  Ton  fait  décrire  au  point  M  une  figure  F,  le  point  M' 
décrit  une  certaine  figure  F',  qu'on  appelle  figure  directe- 
ment ou  inversement  homothètique  à  F,  selon  que  k  est 
positif  ou  négatif. 

Les  éléments  correspondants  des  deux  figures  sont  dits 
homologues. 


Si  k  = —  i,  les  deux  figures  F,  F' sont  symétriques  par 
rapport  au  point  S.  La  symétrie  par  rapport  à  un  point 
est  donc  un  cas  particulier  de  rhomothétie. 

i*  Deux  vecteurs  homologues  sont  parallèles  et  dans  le 
rapport  k. 

u°  La  figure  homothètique  d'une  droite  est  une  droite 
parallèle. 

3°  La  figure  homothètique  d'un  angle  est  un  angle 
égal. 

Mêmes  démonstrations  qu'en  géo- 
métrie plane. 

4°  La    figure    homothètique    d'un 
plan  est  un  plan  parallèle. 

Vax  effet,  soient  (lig.  y()    P  un  plan 
et  S  le  centre   d'hornothétie;   abais-  '•?•  li- 

sons SA  perpendiculaire  sur  le  plan  P  et  prenons  dans 
ce  plan  un  point  quelconque  M;  puis  construisons  les 
homologues  A',  M'  des  points  A,  M.  La  droite   A'M'  est 
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parallèle  à  AM,  par  suite,  perpendiculaire  à  SA  ;  donc, 
si  le  point  M  décrit  le  plan  P,  le  lieu  du  point  M',  c'est- 
à-dire  la  figure  homothétique  du  plan  P,  est  le  plan  per- 
pendiculaire à  SA  au  point  A'. 

5°  La  figure  homothétique  d'un  polygone  plan,  est  un 
polygone  plan  ;  les  côtés  homologues  de  ces  deux  poly- 
gones sont  parallèles  et  proportionnels,  et  leurs  angles 
homologues  sont  égaux.  D'ailleurs  ces  deux  polygones 
sont  semblables,  par  définition. 

6°  Les  tangentes  à  deux  courbes  homothétiques  en  deux 
points  homologues  sont  parallèles. 

7°  La  figure  homothétique  d'un  cercle  est  un  cercle.  Les 
plans  de  ces  deux  cercles  sont  parallèles,  leurs  centres 
sont  des  points  homologues  et  le  rapport  de  leurs  rayons 
est  égal  au  rapport  d'homothètie. 

8°  Pour  que  deux  figures  F  et  F'  soient  homothétiqnes. 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  deux  points  fixes  0  et  ()'  tel» 
qu'on  puisse  faire  correspondre  les  points  des  deux  figures 
chacun  à  chacun,  de  façon  que  les  vecteurs  OM,  O'M', 
qui  joignent  ces  deux  points  fixes  à  deux  points  corres- 
pondants quelconques  M,  M',  soient  parallèles  et  dans  un 
rapport  constant. 

Même  démonstration  qu'en  géométrie  plane. 

S'il  existe  un  couple  de  points  0,0',  il  en  existe  une 
infinité;  car  alors,  les  deux  figures  F,  F'  étant  homothé- 
tiques,  on  peut  prendre  pour  0,  (V  deux  points  homolo- 
gues quelconques. 

(TM7 
Dans  le  cas  particulier  où  le  rapport        *        est  éifal  à 

1  1J  OM  D 

-f-   i,   les  deux    figures  F  et  F   sont   égales;  on   peut  les 
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amener  à  coïncider  au  moyen  de  la  translation  représen- 
tées par  le  vecteur  00'.  Dans  ce  cas,  on  convient  de 
dire  que  les  deux  figures  F,  F'  sont  encore  homothé- 
tiques,  et  que  le  centre  d'homothétie  est  à  Vin  fini  dans  la 
direction  00'. 

y°  Deux  figures  F„  F2  homothè tiques  à  une  troisième 
figure  F3  sont  homothètiques  entre  elles ,  en  considérant 
comme  homologues  les  points  de  F,  et  de  F,  qui  corres- 
pondent à  un  même  point  de  F,;  et,  dans  ce  mode  de 
correspondance ,  les  trois  centres  d'homothétie  sont  en 
ligne  droite.  Ces  trois  centres  d'homothétie  sont  ou  tous 
trois  directs,  ou  deux  inverses  et  un  direct. 

La  figure  homothèlique  d? une  figure  donnée  ne  fait  que 
se  déplacer  parallèlement  à  elle-même  quand  on  change 
le  centre  d'homothétie,  en  conservant  le  rapport  d'homo- 
thétie. 

11  en  résulte  que,  pour  trouver  la  nature,  la  forme  et  la 
grandeur  des  figures  homothétiques  d'une  figure  don- 
née, on  peut  choisir  à  volonté  le  centre  d'homothétie. 
Ainsi  : 

io°  La  figure  homothétique  d'un  dièdre  est  un  dièdre 
é^al.  Car,  si  Ton  prend  pour  centre  d'homothétie  un 
point  de  l'arête  du  dièdre,  on  trouve  comme  figure 
homothétique  le  dièdre  lui-même,  ou  le  dièdre  opposé 
par  l'arête. 

ii°  La  figure  directement  homothétique  d'un  angle 
polyèdre  est  un  angle  polyèdre  égal.  Car,  si  l'on  prend 
pour  centre  d'homothétie  le  sommet  de  l'angle  polyèdre, 
on  trouve  comme  figure  directement  homothétique  l'angle 
polyèdre  lui-même. 


ia6 
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Au  contraire,  la  figure  inversement  homothétique  d'un 
angle  polyèdre  est  un  angle  polyèdre  symétrique. 

12°   La    figure    homothétique     d'un    polyèdre    est    un 
polyèdre  [4°]  ;  les  faces  homologues  de  ces  deux  polyèdres 
sont  semblables,   et  les  angles  polyèdres  homologues  sont 
égaux  ou  symétriques,  selon  que  les  deux  polyèdres  sont 
directement  ou  inversement  homothétiques. 

i3°  Trois  figures  F,,  Fa,  F,  homothétiques  à  une  qua- 
trième figure  F4  sont  homothétiques  entre  elles,  en  consi- 
dérant comme  homologues  les  points  de  F,,F2,  F,  qui 
correspondent  à  un  même  point  de  F4;  et  dans  ce  mode 
de  correspondance ,  les  six  centres  d'homothétie  des  quatre 
figures  Ft,  Fâ,  F3,  F4,  considérées  deux  à  deux,  sont  dans 

un  même  plan,  qu'on  appelle  plan 
d'homothétie,  et  sont  les  six  sommets 
d'un  quadrilatère  complet. 

Désignons,  d'une  manière  géné- 
rale, par  C,y  (fig.  97)  le  centre  d'ho- 
mothétie de  F,  et  F; .  La  droite 
C!4C24  passe  par  C12  [90]  ;  de  même, 
C24C34  passe  par  Ci3  et  C34C14  passe 
par  C3J  ;  donc  les  six  centres  d'homothétie  dans  le  plan 
des  trois  points  C14,  C2t,  C34.  De  plus  [90],  les  trois  points 
Cî3,  C31,  CJ2  sont  aussi  en  ligne  droite  ;  donc  les  six 
centres  d'homothétie  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère 
complet. 

Remarque.  —  Il  peut  arriver  que  les  trois  points  Ct4, 
C24,  C34  soient  en  ligne  droite  ;  dans  ce  cas,  les  six  centres 
d'homothétie  sont  en  ligne  droite. 


ttg-97- 
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i3j.  On  dit  que  deux  figures  sont  semblables  quand  on 
peut  les  placer  de  façon  quelles  soient  directement  homo- 
thétiques.  On  appelle  Jiomologues  les  éléments  de  ces 
deux  figures  qui  se  correspondent  lorsque  les  deux  figures 
sont  placées  de  manière  à  être  directement  homothétiques. 
Nous  aurons  toujours  soin  d' énoncer  dans  le  même  ordre 
les  points  homologues  de  deux  figures  semblables  ;  ainsi, 
quand  nous  dirons  que  deux  tétraèdres  ABCD,  A'B'C'D 
sont  semblables,  cela  voudra  dire  qu'on  peut  les  placer 
de  manière  qu'ils  soient  directement  homothétiques, 
À'  étant  l'homologue  de  A,  B'  l'homologue  de  B,  etc. 

i36.  Remakqie.  —  Nous  avons  dit.  en  géométrie  plane, 
que  deux  figures  planes  sont  semblables  quand  on  peut 
les  placer  de  façon  qu'elles  soient  homothétiques,  direc- 
tement ou  inversement.  Pour  montrer  que  cette  définition 
s'accorde  avec  la  précédente,  il  faut  prouver  que,  si  deux 
figures  planes  peuvent  être  placées  de  manière  a  être 
inversement  homothétiques,  elles  peuvent  aussi  être  pla- 
cées de  manière  à  être  directement  homothétiques,  sans 
modifier  la  correspondance  des  points  homologues. 

En  effet,  soient  ABC..,  A'B'C. ..  deux  figures  planes, 
inversement  homothétiques. 

Faisons  tourner  la  ngure  ABC...  de  1800,  dans  son 
plan,  autour  d'un  point  O  :  le  point  A  vient  en  A,, 
B  en  Bt,  C  en  C,,  etc.  La  figure  AjBjC,...  ainsi  obtenue 
peut  être  considérée  comme  inversement  homothé tique 
à  la  figure  primitive  ABC...  par  rapport  au  point  O, 
le  rapport  d'homothétie  étant  égal  à  —  1  ;  donc  [  i34»9 "^ 
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elle  est  directement  ho  mot  hé  tique   à    la  figure   A'B'C..., 
A,  étant  l'homologue  de  A',  Bf  l'homologue  de  B',  etc. 

Au  contraire,  ([uand  deux  figures  non  planes  sont 
inversement  homothétiques,  il  n'est  jamais  possible  de 
les  placer  de  façon  qu'elles  soient  directement  homothé- 
tiques, en  conservant  la  correspondance  des  points  homo- 
logues. 

i.\~.  Deux  figures  semblables  à  une  troisième  sont  sem- 
blables entre  elles  [i!J4>9°j- 

Dans  deux  figures  semblables  : 

i°  Le  rapport  des  longueurs  de  deux  vecteurs  homo- 
logues est  constant  [i34,i0]*  <*t  s'appelle  le  rapport  de 
similitude  des  deux  figures. 

2°  Les  angles  homologues  sont  égaux  \  i34,'*°j,  ainsi  que 
les  dièdres  homologues  [i!$4,io°]  cf  ^es  angles  polyèdres 
homologues  [  i 34 , 1 1  °] . 

3°  Les  triangles  homologues  sont  semblables,  ainsi  que 
les  tétraèdres  homologues 9  car  ils  deviennent  directe- 
ment homothétiques  en  même  temps  que  les  deux 
figures. 

Kn  particulier,  dans  deux  polyèdres  semblables,  les 
faces  homologues  sont  semblables,  ce  qui  entraine  la  pro- 
portionnalité des  arêtes  et  l'égalité  des  angles  plans 
homologues,  et  les  angles  polyèdres  homologues  sont 
égaux,  ce  qui  entraine  l'égalité  des  dièdres  homologues. 

i38.  Deux  polyèdres  semblables  1*  et  lv  ,'fig.  98)  peuvent 
être  décomposés,  d'une  infinité  de  manières,  en  tétraèdres 
semblables,  chacun  à  chacun. 

Car,  si  on  décompose  le  polyèdre  1*  en  tétraèdres  AB(U), 
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BCDE,  ACDF,  d'une  façon  quelconque,  ces  tétraèdres  sont 
respectivement  semblables  aux  tétraèdres  homologues 
A'B'C'D',  B  C'D'E',  A'C'D'F',qui  composent  le  polyèdre  P  . 


Fig.  98- 

139.  Réciproquement.  Si  le  polyèdre  P  est  composé  de 
tétraèdres  ABCD,  BCDE,  ACDF  respectivement  semblables 
aux  tétraèdres  A'B'C'D',  B'C'D'E',  A'C'D'F'  qui  composent 
le  polyèdre  P',  les  deux  polyèdres  P  et  P'  sont  semblables. 

En  effet,  plaçons  les  deux  polyèdres  P  et  P'  de  façon  que 
les  tétraèdres  ABCD,  A'B'C'D'  soient  directement  homo- 
thétiques  par  rapport  à  un  certain  point  O,  ce  qui  est 
possible,  puisque  ces  deux  tétraèdres  sont  semblables. 
Construisons  la  figure  directement  homothétique  du 
polyèdre  P,  en  prenant  le  point  O  pour  centre  d'homo- 

thétie  et    pour  rapport  d'homothétie  :  A',  B',  C,  D' 

seront  les  homologues  de  A,  B,  C,  D.  Soient  E",  F"  les 
homologues  de  E,  F  ;  il  s'agit  de  prouver  que  E"  coïncide 
avec  E'  et  F"  avec  F'. 

En  effet,  les  trièdres  B.CDE,  B'.C'D'E"  sont  égaux 
comme  homothétiques  [  1 34 , 1 1  °]  ;  le  trièdre  B . CDE  est  égal 
au  trièdre  B'.C'D'E'  en  vertu  de  la  similitude  des  tétraèdres 
BCDE,  B'C'D'E'.  Donc,  les  trièdres  B/.C,D,E/  et  B'.C'D'E" 
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sont  égaux,  ce  qui  exige  que  les  droites  B'E',  B'E"  coïn- 
cident. On  en  conclut  que  le  point  E"  est  quelque  part 
sur  la  droite  B'E'  ;  pour  une  raison  analogue,  il  est  aussi 
sur  la  droite  CE'  ;  donc  il  se  confond  avec  E7.  On  démontre 
de  même  que  F"  coïncide  avec  F'. 

i4o.  Cas  de  similitude.  —  Deux  tétraèdres  sont 
semblables  quand  ils  ont  un  dièdre  égal  compris  entre 
deux  faces  semblables  chacune  à  chacune  et  disposées  de 

la  même  façon. 

Soient  (fig.  99)  ABCD, 
A'B'C'D' deux  tétraèdres.  Sup- 
posons que  le  dièdre  AB  soit 
égal  au  dièdre  A'B'  et  que 
les  faces  ABC,  ABD  soient 
respectivement  semblables 
.,.  aux   faces  A'B'C,   A'B'D'   et 

disposées  de  la  même  façon. 
Nous  entendons  par  là  que,  si  l'on  imagine  deux  obser- 
vateurs, l'un  couché  sur  AB,  les  pieds  en  B,  la  tète  du 
côté  de  A  et  regardant  la  face  ACD,  l'autre  couché  sur 
A'B',  les  pieds  en  B',  la  tète  du  coté  de  A',  et  regardant  la 
face  A'C'D',  le  premier  observateur  voit  le  point  C  à  sa 
droite  ou  à  sa  gauche,  selon  que  le  second  observateur 
voit  le  point  C7  à  sa  droite  ou  à  sa  gauche.  Dans  ces  con- 
ditions, les  deux  trièdres  A  et  A'  sont  égaux.  Portons  le 
second  tétraèdre  sur  le  premier  de  façon  que  le  trièdre  A' 
coïncide  avec  le  trièdre  A  :  le  point  B'  vient  en  B"  sur 
AB,  le  point  Cl  en  C"  sur  AC  et  le  point  D'  en  D"  sur  AD. 
En  vertu  de  la  similitude  des  triangles  ABC  et  A'B'C, 
ABD  et  A'B'D',  on  a  : 

A'B'  __  A'C  __    ArD' 
AB    ~~    AC    ~~     AD  ' 
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OU 


AB" 
ÀB 


AC" 
AC 


AD" 
AD 


Donc  les  tétraèdres  ABCD,  AB"C/7D"  sont  directement 
homothétiques  ;  par  conséquent,  les  tétraèdres  ABCD, 
A'B'C'D'  étaient  semblables,  puisqu'on  a  pu  les  placer  de 
manière  qu'ils  soient  directement  homothétiques. 

i4i-  Théorème.  —  Le  rapport  des  volumes  de  deux 
polyèdres  semblables  est  égal  au  cube  du  rapport  de  deux 
arêtes  homologues. 

i°  Soient  (fig.  ioo)  ABCD,  A'B'C'D'  deux  tétraèdres 
semblables.  Portons  le  se- 
cond sur  le  premier  de 
façon  que  le  trièdre  A7  coïn- 
cide avec  le  trièdre  A  :  le 
point  B' vient  en  B"  sur  AB, 
le  point  C;  en  C"  sur  AC  et 
le  point  D'  en  D"  sur  AD. 
Comme  les  angles  corres- 
pondants ABC,  AB"C"  sont 
égaux,  en  vertu  de  la  similitude  des  tétraèdres,  B"C/; 
est  parallèle  à  BC  ;  de  même,  B"D"  est  parallèle  a  BD. 
Donc  le  plan  B"C"D"  est  parallèle  au  plan  BCD  [17]. 
Menons  par  A  la  perpendiculaire  commune  a  ces  deux 
plans  ;  soient  O  le  point  où  cette  perpendiculaire  ren- 
contre le  plan  BCD,  O"  le  point  où  elle  rencontre  le 
plan  B"C"D".  En  désignant  par  V  et  V"  les  volumes  des 
deux  tétraèdres,  on  a 

V=yBCDXAO, 

V"  =  -i-B"C"D"  x  AO"; 


Fig.  100. 
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d'où 

V  BCD  AO 

X 


V"         B'C'D"  AO" 

Mais  [G.P.3a5]  le  rapport  des  aires  des  deux  triangles 

semblables  BCD,  B"C"D"  est  égal  à  (^,,V;  de  plus,  les 

droites  CO,  C'O"  étant  parallèles,  comme  intersections 
de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième,  on  a  : 

AO  AC  BC 


AO"   ""    AC"  ""    B"C" 


Donc 


v     /  bc  y     bc  __  /  bc  y 

V"  ""  \  B'C"  /   X    B"C"   ~~  \  B"C"  / 


2°  Soient  P  et  P'  deux  polyèdres  semblables  quel- 
conques. Nous  savons  [i 38]  que,  si  Ton  décompose  le 
polyèdre  P  d'une  façon  quelconque  en  tétraèdres  Tr  T2, 
T3,...,on  pourra  décomposer  le  polyèdre  P'  en  tétraèdres 
T/,  T/,  T,',...  respectivement  semblables  aux  précédents. 
Or,  en  désignant  par  a  et  a  deux  arêtes  homologues  des 
deux  polyèdres,  nous  venons  de  voir  que 


donc 


ou 


T.    _    T,    _    T,    _ 

rt3 

'IV                     'iv       qv        -""-    " 

1  l             l  i            l  a 

«'»     * 

li    -f~    *2    T"    *3       1      •'•• 

fl3 

T't  +  rf  +  ï',  +  .... 

""     «'*   ' 

p       a3 

P'  —  «'*  " 

K  X  E  R  C  I  C:  E  S 

ï.  Deux  tétraèdres  sont  semblables  : 

i°  Quand   ils    ont  une  face  semblable   adjacente  à   trois   dièdres 
égaux  chacun  à  chacun  et  disposes  de  la  même  façon. 
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i"  Quand  ils  onl  cinq  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  disposés 
de  la  même  façon  ; 

VJ  Quand  ils  ont  leurs  six  arêtes  proportionnelles  et  disposées  de 
la  même  façon. 

* 

i.  On  donne  une  suite  illimitée  de  polyèdres  semblables  dont  les 
arêtes  homologues  décroissent  en  progression  géométrique  if  —, 

et  une  arête  du  premier  est  a  :  calculer  l'arête  homologue 


/  *  y 


du  polyèdre  semblable  équivalent  à   la  somme  (limite)  de  tous  les 
polyèdres  considérés. 

'$.  On  mène  par  les  sommets  d'un  tétraèdre  des  plans  parallèles 
aux  faces  opposées  ;  on  forme  ainsi  un  second  tétraèdre.  Trouver 
le  rapport  des  volumes  de  ces  deux  tétraèdres. 

4.  On  inscrit  à  un  tétraèdre  un  second  tétraèdre  ayant  pour  som- 
mets les  centres  de  gravité  des  faces  du  premier.  Prouver  que  ces 
deux  tétraèdres  sont  semblables  et  calculer  le  rapport  de  leurs 
volumes. 

5.  Partager  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  la  base  en 
deux  parties  proportionnelles  à  m  et  n. 


LIVRE  VII 
LES  CORPS  RONDS 

CHAPITRE    PREMIER 

NOTIONS  SUR  LES  SURFACES  CONIQUES,  CYLINDRIQUES 

ET  DE  RÉVOLUTION 

i4a»  Oa  appelle  surface  conique  toute  surface  engen- 
drée par  une  droite,  appelée  génératrice,  qui  se  déplace 
en  passant  constamment  par  un  point  fixe,  appelé  sommet, 
et  en  s'appuyant  constamment  sur  une  ligne  fixe,  appelée 
directrice.  Une  surface  conique  se  compose  de  deux 
nappesy  séparées  par  le  sommet. 

Les  sections  faites  par  des  plans  parallèles  dans  une 
surface  conique  sont  homothètiques  par  rapport  au  som- 
met [i34]. 

On  appelle  cône  la  figure  limitée  par  une  surface  conique 
et  par  un  plan  qui  la  coupe  suivant  une  courbe  fermée. 
La  section  faite  par  ce  plan  est  la  base  du  cône,  la  dis- 
tance de  ce  plan  au  sommet  est  la  hauteur  du  cône,  et  la 
portion  de  la  surface  conique  comprise  entre  le  sommet 
et  la  base  est  la  surface  latérale  du  cône.  Dans  le  cas  où 
la  base  est  une  courbe  à  centre,  par  exemple,  un  cercle, 
on  dit  que  le  cône  est  droit  ou  oblique,  selon  que  la 
droite  qui  joint  le  sommet  au  centre  de  la  base  est  per- 
pendiculaire ou  non  au  plan  de  la  base. 
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On  dit  qu'une  pyramide  est  inscrite  à  un  cône  quand 
elle  a  pour  sommet  le  sommet  du  cône  et  pour  base  un 
polygone  inscrit  à  la  base  du  cône. 

On  emploie  aussi  le  mot  cône  pour  désigner  une  sur- 
face conique. 

i43.  On  appelle  surface  cylindrique  toute  surface  engen- 
drée par  une  droite,  appelée  génératrice,  qui  se  déplace  en 
restant  parallèle  à  une  direction  donnée  et  en  s'appuyant 
constamment  sur  une  ligne  fixe  appelée  directrice.  On 
peut  considérer  une  surface  cylindrique  comme  la  limite 
d'une  surface  conique  dont  le  sommet  s'est  éloigné  à 
l'infini  dans  une  certaine  direction. 

Les  sections  faites  dans  une  surface  cylindrique  par  des 
plans  parallèles  entre  eux  et  non  parallèles  aux  généra- 
trices sont  égales  ;  car  on  peut  les  faire  coïncider  au 
moyen  d'une  translation. 

On  appelle  section  droite  d'une  surface  cylindrique,  toute 
section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices. 

On  appelle  cylindre  la  figure  limitée  par  une  surface 
cylindrique  ayant  pour  directrice  une  courbe  fermée  et 
par  deux  plans  parallèles,  non  parallèles  aux  généra- 
trices. Les  sections  faites  par  ces  plans  sont  les  bases, 
la  distance  de  ces  plans  est  la  hauteur,  et  la  portion  de  la 
surface  cylindrique  comprise  entre  ces  deux  plans  est  la 
surface  latérale  du  cylindre.  On  dit  que  le  cylindre  est 
droit  ou  oblique  selon  que  ses  génératrices  sont  ou  non 
perpendiculaires  aux  plans  des  bases. 

On  dit  qu'un  prisme  est  inscrit  a  un  cylindre  quand  il 
a  pour  arêtes  latérales  des  génératrices  de  la  surface 
latérale  du  cylindre,  et  pour  bases  des  polygones  inscrits 
aux  bases  du  cylindre. 
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On  emploie  aussi  le  mot  cylindre  pour  désigner  une 
surface  cylindrique. 

1 44-  On  appelle  surface  de  révolution  toute  surface 
engendrée  par  la  rotation  d'une  ligne,  appelée  généra- 
trice, autour  d'un  axe  fixe.  Dans  ce  mouvement  [101],  tout 
point  de  la  génératrice  engendre  un  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  Taxe  et  dont  le  centre  est  sur  cet 
axe  ;  en  d'autres  termes,  toutes  les  sections  faites  dans 
une  surface  de  révolution  par  des  plans  perpendiculaires 
à  l'axe  sont  des  cercles  ayant  leurs  centres  sur  l'axe  :  ces 
cercles  s'appellent  les  parallèles  de  la  surface.  Il  en 
résulte  qu'une  surface  de  révolution  peut  être  considérée 
comme  engendrée  par  un  cercle  mobile  dont  le  centre 
décrit  une  droite  fixe  (Taxe),  dont  le  plan  reste  perpen- 
diculaire à  cette  droite,  et  dont  le  rayon  varie  de  manière 
que  le  cercle  rencontre  constamment  une  ligne  fixe, 
appelée  directrice. 

On  appelle  méridiens  les  sections  faites  dans  une  sur- 
face de  révolution  par  des  plans  passant  par  Taxe.  Tous 
les  méridiens  sont  égaux,  car  on  peut  les  faire  coïncider 
au  moyen  d'une  rotation  autour  de  Taxe. 

On  peut  considérer  une  surface  de  révolution  comme 
engendrée  par  l'un  quelconque  de  ses  méridiens  en  tour- 
nant autour  de  Taxe. 

Cas  particuliers.  —  i°  Si  le  méridien  est  une  droite 
qui  rencontre  Taxe,  on  a  une  surface  conique  de 
révolution. 

2°  Si  le  méridien  est  une  droite  parallèle  à  l'axe,  on  a 
une  surface  cylindrique  de  révolution. 

3°  Si  le  méridien  est  un  cercle  avant  son  centre  sur 
Taxe,  la  surface  engendrée  s'appelle  sphère. 
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4°  Si  le  méridien  est  un  cercle  quelconque,  la  surface 
engendrée  s'appelle  tore. 


plan*  tan<;ent.   normale. 


ifj.  Les  tangentes  en  un  point  d'une  surface  à  toutes  les 
lignes  que  l'on  peut  tracer  par  ce  point  sur  la  surface  sont,  en 
général,  dans  un  même  plan,  qu'on  appelle  le  plan  tangent  h 
la  surface  en  ce  point. 

Xous  allons  démontrer  cette  proposition  pour  les  surfaces 
coniques,  cylindriques  et  de  révolution  (*). 

i°  Soient  A  un  point  d'une  surface  conique  (fig.  101)  ou 
cylindrique  (lig.  un);  V  une  courbe  tracée  par  ce  point  sur  la 


Fi  g.  10a. 

surface;  A  la  directrice  de  la  surface;  B  le  point  de  rencontre 
de  cette  directrice  avec  la  génératrice  passant  par  A.  Prenons 
sur  la  courbe  T  un  second  point  A',  et  soit  B'  le  point  de  ren- 
contre de  la  génératrice  passant  par  ce  point  avec  la  direc- 
trice 1.  Les  deux  génératrices  AB,  A'B'  passent  par  le  som- 
met S,  si  la  surface  est  conique;  elles  sont  parallèles,  si  la  sur- 
face est  cylindrique.  Dans  les  deux  cas,  elles  déterminent  un 
plan,  qui  contient  les  deux  droites  A  A'  et  BB'.  Supposons  que 
la  génératrice  A'B'  se  rapproche  indéfiniment  de  la  généra- 
trice AB  :  les  deux  droites  AA',  BB'  ont  pour  limites  respec- 


(*)  Voir,  pour  la  démonstration  générale,  le  Cours  de  Géométrie  ana- 
lytique de  M.  Niewenglowski,  t.  III,  p.  120. 
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tives  les  tangentes  AT,  BV  aux  deux  courbes  T,  A;  comme  les 
deux  droites  AA7,  BB'  n'ont  pas  cessé  d'être  dans  un  même 
plan,  on  en  conclut  que  les  tangentes  AT,  BV  sont  encore 
dans  un  même  plan.  En  d'autres  termes,  la  tangente  en  A  à 
toute  courbe  tracée  par  ce  point  sur  la  surface  est  dans  le 
plan  ABV  déterminé  par  la  génératrice  AB  et  par  la  tangente 
en  B  à  la  directrice. 

Ce  plan  est,  par  définition,  le  plan  tangent  à  la  surface  au 
point  A  ;  il  est  indépendant  de  la  position  du  point  A  sur  la 
génératrice.  D'où  ce  théorème  : 

Le  plan  tangent  à  une  surface  conique  ou  cylindrique  est  le 
même  en  tous  les  points  d'une  génératrice.  Cette  génératrice 
s'appelle  la  génératrice  de  contact. 

Remarque.  —  S'il  s'agit  d'une  surface  conique,  le  raison- 
nement est  en  défaut  dans  le  cas  où  le  point  A  coïncide  avec  le 
sommet;  en  effet,  le  lieu  des  tangentes  au  sommet  à  toutes 
les  courbes  tracées  par  ce  point  sur  la  surface  est,  non  pas  un 
plan,  mais  la  surface  conique  elle-même. 

a0  Soient  (fig.  io3)  A  un  point  d'une  surface  de  révolution 
dont  l'axe  estXY;  V  une  courbe  tracée  par  ce  point  sur  la 

surface.  Prenons  sur  cette  courbe 
un  second  point  B,  et  soient  C  le 
point  de  rencontre  du  parallèle  pas- 
sant par  A  avec  le  méridien  passant 
par  B,  et  D  le  point  de  rencontre  du 
parallèle  passant  par  B  avec  le  méri- 
dien passant  par  A.  On  peut  amener 
la  droite  BC  à  coïncider  avec  la 
droite  DA  par  une  rotation  autour  de 
l'axe  XY  ;  donc  ces  deux  droites  ren- 
contrent l'axe  en  un  même  point,  ou 
lui  sont  parallèles.  Dans  les  deux  cas,  elles  déterminent  un 
plan,  qui  contient  les  trois  droites  AB,  AC,  AD. 

Supposons  que  le  méridien  BC  se  rapproche  indéfiniment 
du  méridien  DA;  les  trois  droites  AB,  AC,  AD  ont  pour 
limites  respectives  les  tangentes  AT,  AR,  AV  à  la  courbe  T,  au 


Fig.  io3. 


li'OTIOXS  SUR  LES  SURFACES  CONIQUES,   ETC.      i39 

parallèle  AC  et  au  méridien  AI).  Comme  ces  trois  droites 
n'ont  pas  cessé  d'être  dans  un  même  plan,  on  en  conclut  que 
les  trois  tangentes  AT,  AR,  A  Y  sont  encore  dans  un  même 
plan.  En  d'autres  termes,  la  tangente  en  A  à  toute  courbe 
tracée  par  ce  point  sur  la  surface  est  dans  le  plan  RAY  déter- 
miné par  les  tangentes  en  A  au  parallèle  et  au  méridien  pas- 
sant par  ce  point. 

Ce  plan  est,  par  définition,  le  plan  tangent  à  la  surface  au 
point  A.  11  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  AXY,  car  il 
contient  la  tangente  AR  au  parallèle,  qui  est  perpendiculaire  à 
deux  droites  de  ce  plan,  savoir  au  rayon  OA  du  parallèle  et  à 
Taxe  XY.  D'où  ce  théorème  : 

Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  de  révolution  est 
perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe  par  ce  point. 

Remarque.  —  Le  raisonnement  est  en  défaut  dans  le  cas 
où  le  point  A  est  sur  l'axe;  le  lieu  des  tangentes  en  ce  point 
aux  courbes  tracées  par  ce  point  sur  la  surface  est  alors,  en 
général,  un  cône  de  révolution,  qui  ne  se  réduit  à  un  plan  que 
si  la  courbe  méridienne  coupe  en  ce  point  Taxe  sous  un  angle 
droit. 

i.|6.  On  appelle  normale  en  un  point  dune  surface  la  perpen- 
diculaire menée  par  ce  point  au  plan  tangent  en  ce  point. 

i°  Les  normales  à  une  surface  conique  ou  cylindrique  aux 
différents  points  d'une  même  génératrice  sont  parallèles;  car  le 
plan  tangent  est  le  même  en  tous  ces  points  [i  \j\ 

a0  La  normale  en  un  point  d'une  surface  de  révolution  est 
contenue  dans  le  plan  méridien  qui  passe  par  ce  point;  car  le 
plan  tangent  est  perpendiculaire  à  ce  plan  méridien.  Par  con- 
séquent, toute  normale  à  une  surface  de  révolution  rencontre 
l'axe,  ou  lui  est  parallèle ,  et  les  normales  aux  différents  points 
d'un  même  parallèle  forment  un  cône  ou  un  cylindre  de  révo- 
lution, ayant  pour  axe  l'axe  de  la  surface. 
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EXERCICES 


i.  Il  existe  quatre  cônes  de  révolution  tangents  aux  trois  faces 
d'un  trièdre  OABC  :  l'un  est  inscrit  à  ce  trièdre  et  a  pour  axe  la 
droite  d'intersection  des  plans  bissecteurs  des  dièdres  de  ce  triè- 
dre ;  les  trois  autres  sont  respectivement  inscrits  aux  trièdres  OA'BC, 
OAB'C,  OABC,  en  appelant  OA',  OB',  OC  les  prolongements  des 
arêtes  OA,  OB,  OC,  au  delà  du  sommet;  on  dit  aussi  qu'ils  sont 
exinscrits  au  trièdre  primitif  OABC. 

Appelons  a,  />,  c  les  faces  du  trièdre  OABC  et  <r  la  demi-somme 
de  ces  faces  ;  soient  OD,  OE  les  génératrices  de  contact  du  plan  AOB 
avec  les  cônes  respectivement  inscrits  aux  trièdres  OABC,  OA'BC. 
On  a  : 

AOD  =z  rs  —  «, 


Ces  formules  se  démontrent  exactement  de  la  même  manière  que 
les  formules  analogues  relatives  aux  cercles  inscrit  et  exinscrits  à 
un  triangle.  [G.  P.   9  3.] 

2.  Étant  donnés  un  cylindre  de  révolution  et  un  cône  de  révolution 
dont  Taxe  est  une  génératrice  du  cylindre,  démontrer  que  tous  les 
points  communs  à  ces  deux  surfaces  sont  équidistants  d'nn  point 
fixe.  (Maxnheim.) 

3.  Construire  un  cylindre  ou  un  cône  de  révolution,  connaissant  : 
iu  trois  génératrices  ;  2°  trois  plans  tangents  ;  3°  deux  génératrices 
et  un  plan  tangent;  4°  deux  plans  tangents  et  une  génératrice; 
5°  l'axe  et  un  plan  tangent  ;  6°  une  section  circulaire  et  uu  point  de 
la  surface. 

4.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  dont  le  rapport  des  dis- 
tances à  deux  droites  parallèles  données  soit  égal  à  un  rapport 
donné. 

5.  Etant  donnés  dans  l'espace  trois  points  lixes,  A,B,C,  on  con- 
sidère un  quatrième  point  variable  S  ;  soit  MNPQ  le  parallélo- 
gramme qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  quadrilatère 
gauche  SABC.  Trouver  le  lieu  du  point  S  dans  les  trois  cas  sui- 
vants : 

i°  Le  rapport  des  diagonales  du  parallélogramme  MNPQ  reste 
constant  ; 
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a°  L'aire  de  ce  parallélogramme  reste  constante  ; 
3°  Ce  parallélogramme   reste   semblable  à  un   parallélogramme 
donné.  (Saixt-Cyr,  1896.) 


CHAPITRE  II 

CYLINDRE  ET  CONE  DE  RÉVOLUTION  :  AIRE  DE  LA  SUR 
FACE  LATÉRALE,  DÉVELOPPEMENT,  VOLUME 


CYLINDRE    DE    REVOLUTION 

147.  Un  cylindre  droit  a  base  circulaire  peut  être  consi- 
déré comme  engendré  par  un  rectangle 
00' A' A  (fig.  io4)  tournant  autour  de  l'un  de 
ses  côtés  ;  c'est  pourquoi  on  lui  donne  d'or- 
dinaire le  nom  de  cylindre  de  révolution.  Le 
côté  fixe  00'  est  la  hauteur  du  cylindre  ;  le 
côté  opposé  engendre  la  surface  latérale  ; 
les  deux  autres  côtés  OA,  O'A'  engendrent  g'  Iai" 

les  bases.  Nous  désignerons  par  h  la  hauteur  du  cylindre 
et  par  /•  le  rayon  des  bases. 

i48.  Définition.  —  On  appelle  aire  de  la  surface  laté- 
rale d'un  cylindre  de  révolution  la  limite  vers  laquelle  tend 
l'aire  de  la  surface  latérale  d'un  prisme  régulier  (*)  ins- 
crit, ABCDEFA'B'C'D'E'F'  (fig.  10a),  lorsque  le  nombre  des 
côtés  de  la  base  de  ce  prisme  augmente  indéfiniment. 

Nous  allons  démontrer  que  cette  limite  existe  et  en 
trouver  l'expression. 


(*)  Tout  prisme  inscrit  à  un  cylindre  de  révolution  est  droit;  donc, 
pour  qu'il  soit  régulier,  il  faut  et  il  suffit  que  sa  base  soit  un  polygone 
régulier. 
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Soit  n  le  nombre  des  côtés  de  la  base  du  prisme  ;  la 
surface  latérale  de  ce  prisme  se  compose  de  n  rectangles 
égaux,  tels  que  ABB'A'  ;  donc  son  aire  est  égale  à 

«AB  x  AA\    ou    «AB  X  k. 

Or,  si  n  augmente  indéfiniment,  /iAB,  qui  représente 
le  périmètre  du  polygone  ABGDEF,  a  pour  limite  la  lon- 
gueur de  la  circonférence   de  base  du  cylindre,  c'est-à- 


a'      B'     C      D' ? 


B        C        D        E 

Fi  g.  io5. 


Xa; 


M. 


dire  ztzf  ;  donc  Taire  de  la  surface  latérale  du  prisme  a 
pour  limite  zizrh.  C'est  cette  limite  que  nous  appelons 
l'aire  de  la  surface  latérale  du  cylindre  ;  en  la  désignant 
par  *,  on  a  : 

i  {y.  Développement.  —  Supposons  la  surface  latérale  du 
prisme  fendue  suivant  l'arête  AA',  et  amenons  la  face  ABB'A' 
dans  le  plan  de  la  face  BCC'B',  par  une  rotation  autour 
de  BB',  de  manière  que  ces  deux  faces  forment  un  rectangle 
unique  ayant  pour  hauteur  AA'  et  pour  base  AB  +  BC;  puis 
faisons  tourner  ce  rectangle  autour  de  GC,  de  manière  à 
l'amener  dans  le  plan  de  la  face  suivante  CDD'C;  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  que  toutes  les  faces  se  trouvent  juxtaposées 
dans  un  même  plan.   On  obtient  ainsi  un  rectangle  AAjA/A', 


CYLINDRE  ET  CONE'  DE  RÉVOLUTION  i43 

qui  a  pour  hauteur  la  hauteur  du  prisme,  ou  du  cylindre,  et 
pour  base  le  périmètre  de  la  base  du  prisme.  Si  maintenant 
on  suppose  que  le  nombre  des  côtés  de  la  base  du  prisme 
augmente  indéfiniment,  AA,  a  pour  limite  la  longueur  inr  de 
la  circonférence  de  base  du  cylindre,  et  le  rectangle  AAjA/A' 
a  pour  limite  un  rectangle  AA2A2'Ar  ayant  pour  base  2irr  et 
pour  hauteur  //.  C'est  ce  rectangle  limite  qu'on  appelle  le 
développement  de  la  surface  latérale  du  cylindre. 

i5o.  Définition.  —  On  appelle  volume  dun  cylindre 
de  révolution,  la  limite  vers  laquelle  tend  le  volume  d'un 
prisme  régulier  inscrit  ABCDEFA'B'C'D'E'F'  (fig.  io5), 
lorsque  le  nombre  des  côtés  de  la  base  de  ce  prisme 
augmente  indéfiniment. 

Nous  allons  démontrer  que  cette  limite  existe  et  en 
trouver  l'expression.  En  effet,  le  volume  du  prisme  est 
égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Si  le  nombre 
de  côtés  de  la  base  du  prisme  augmente  indéfiniment, 
Taire  de  cette  base  a  pour  limite  celle  du  cercle  de  base 
du  cylindre,  c'est-à-dire  izr"  ;  la  hauteur  du  prisme  est 
constamment  égale  à  celle  du  cylindre,  que  nous  avons 
appelée  h  ;  donc  le  volume  du  prisme  a  pour  limite  Tzr*h. 
C'est  cette  limite  que  nous  appelons  le  volume  du 
cylindre  ;  en  le  désignant  par  v,  on  a 

CONE     DE    RÉVOLUTION 

i5i .  Un  cône  droit  à  base  circulaire  peut  être  considéré 
comme  engendré  par  un  triangle  rectangle  SOA  (fig.  106), 
en  tournant  autour  de  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit; 
c'est  pourquoi  on  lui  donne  d'ordinaire  le  nom  de  cône 
de  révolution.  Le  côté  fixe  SO  est  la  hauteur  du  cône; 
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l'autre  côté  de    l'angle  droit  OA  engendre    la   base   du 
cône,  et  l'hypoténuse  SA  engendre  la  surface  latérale. 

Nous  désignerons  par  /*   la  hauteur  du  cône,  par  /•  le 
rayon  de  la  base,  et  par  a  la  génératrice  ou  V arête  SA. 


Fi  g.  106. 


Fig.    107. 


i3a.  Définition.  —  On  appelle  aire  de  la  surface  laté- 
rale d'un  cône  de  révolution,  la  limite  vers  laquelle  tend 
l'aire  de  la  surface  latérale  d'une  pyramide  régulière  (*> 
inscrite  SABCDEF  (fig.  107),  lorsque  le  nombre  des  côtés 
de  la  base  de  cette  pyramide  augmente  indéfiniment. 

Soit  n  le  nombre  des  côtés  de  la  base  de  la  pyramide  ; 
la  surface  latérale  de  cette  pyramide  se  compose  de  n 
triangles  égaux,  tels  que  SAB  ;  donc  son  aire  est  égale  à 


«ABx SH, 

'2 


SU  étant  la  hauteur  du  triangle  SAB. 

Or,  si  h  augmente  indéfiniment,  /?AB,  qui  représente 
le  périmètre  du  polygone  ABCDEF,  a  pour  limite  la  lon- 
gueur  de  la  circonférence  de  base  du  cône,  c'est-à-dire 


(*)  Pour  qu'une  pyramide  inscrite  ù  un  cône  de   révolution  soit  régu- 
lière, il  faut  et  il  suffit  que  sa  base  soit  un  polygone  régulier 
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vzr;  d'ailleurs,  SU  a  pour  limite  Tarête  SA  ou  «,  car  la 
différence  SA — SU  étant  moindre  que  AH,  c'est-à-dire 
inoindre  que  -^AB,  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment  ;  donc  Taire  de  la  surface  latérale  de  la 
pyramide  a  pour  limite  : 


i-r  X  —  a 
'i 


ou 


Tira. 


C'est  cette    limite   que  nous  appelons  Taire  de  la  sur- 
face latérale  du  cône  ;  en  la  désignant  par  s>  on  a 


s  =z  Tzra. 


ij"$.  Développement.  —  Supposons  la  surface  latérale  de 
la  pyramide  fendue  suivant  Tarête  SA,  et  amenons  la  face  SAB 
dans  le  plan  de  la  face  SBC,  par  une  rotation  autour  de  SB, 
de  manière  que  ces  deux  faces  forment  un  quadrilatère  SABC; 
puis  faisons  tourner  ce  quadrilatère  autour  de  SG,  de  manière 
à  l'amener  dans  le  plan  de  la  face  suivante  SCI);  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  que  toutes  les  faces  se  trouvent  juxtaposées 
dans  un  même  plan,  de  manière  à  former  un  secteur  polygonal 
SABCDEFAj  (Tig.  108).  Comme 

SÀ  =  SB  =  SC=  ...=  «, 


Fi  g.  108. 


les  points  A,  B,  C,...A,  se 
placent  sur  un  cercle  de  centre  S 
et  de  ravon  a.  Si  maintenant  on 
suppose  que  le  nombre  des 
côtés  de  la  base  de  la  pyra- 
mide augmente  indéfiniment,  la  longueur  de  la  ligne  brisée 
régulière  ABCDKFA,  a  pour  limite  la  longueur  i-cr  de  la 
circonférence  de  base  du  cône  ;  donc  le  point  Aj  a  pour  limite 
le  point  A4  de  la  circonférence  SA),  tel  que  l'arc  AA,  soit  égal 
à  -JL-xr;  donc  le  secteur  polygonal  SABCDEFAi  a  pour  limite 
le  secteur  circulaire  SAA,.  C'est  ce  secteur  circulaire  qu'on 
appelle  le  développement  de  la  surface  latérale  du  cône. 

Pour  le  construire  commodément,   il  convient  de  calculer 
G.  et  N.  Géométrie. 
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l'angle  ASA,  ;  en  appelant  n  le  nombre  de  degrés  que  contient 

cet  angle,  on  a 

rr  arc  AAt  =r  ir,r, 


36o 
d'où 


r 

n  =  X  36o. 

a 


1 54-  Définition.  —  On  appelle  volume  d'un  cône  de 
révolution,  la  limite  vers  laquelle  tend  le  volume  d'une 
pyramide  régulière  inscrite  SABCDEF  (fig.  107),  lorsque 
le  nombre  des  côtés  de  la  base  de  cette  pyramide  augmente 
indéfiniment. 

Le  volume  de  la  pyramide  est  égal  au  tiers  du  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur.  Si  le  nombre  des  cotés  de  la 
base  de  la  pyramide  augmente  indéfiniment,  Taire  de 
cette  base  a  pour  limite  celle  du  cercle  de  base  du  cône, 
c'est-à-dire  — r*  ;  la  hauteur  de  la  pyramide  est  constam- 
ment égale  à  celle  du  cône,  que  nous  avons  appelée  h  ; 
donc  le  volume  de  la  pyramide  a  pour  limite  -r—  tcs-Vj. 
C'est  cette  limite  que  nous  appelons  le  volume  du  cône  ; 
en  le  désignant  par  v}  on  a  : 


y  =  —  rr*A. 


TRONC    DE    CONE    DE    REVOLUTION 

1 55.  On  appelle  tronc  de  cône  de  révolution  (fig.  109 
et  1 12),  la  figure  limitée  par  une  surface  conique  de  révo- 
lution et  par  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe. 

On  dit  que  le  tronc  est  de  première  ou  de  seconde 
espèce,  selon  que  ces  deux  plans  sont  ou  non  du  même 
côté  du  sommet. 
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Un  tronc  de  cône  de  résolution  de  première  espèce 
peut  être  considéré  comme  engendré  par  un  trapèze 
OO'A'A  (6g.  109)  rectangle  en  O  et  O',  en  tournant  autour 

$ 


Fig.  109. 


Fig.   110. 


du  côté  OO7.  Ce  côté  s'appelle  la  hauteur  du  tronc  ; 
les  côtés  parallèles  OA,  O'A'  engendrent  les  bases  du 
tronc  ;  le  côté  oblique  AA'  engendre  la  surface  latérale 
du  tronc. 

Nous  désignerons  par  h  la  hauteur  00';  par  r,  r1  les 
rayons  OA,  O'A'  des  bases  ;  par  a  la  génératrice  ou 
X arête  AA;. 

1 56.  La  surface  latérale  du  tronc  de  cône  est  la  différence 
entre  les  surfaces  latérales  des  deux  cônes  SOA,  SO'A'. 

Inscrivons  au  cône  SOA  une  pyramide  régulière 
SABCDEF  (fig.  110),  et  soit  A'B'C'D'E'F'  la  section  faite 
dans  cette  pyramide  par  le  plan  de  la  base  supérieure  du 
tronc. 

Les  aires  des  surfaces  latérales  des  deux  cônes  étant 
les  limites  vers  lesquelles  tendent  les  aires  des  surfaces 
latérales  des  pyramides  SABCDEF,  S  A'B'C'D'E'F,  lorsque 
le   nombre  des  côtés  des  bases  de  ces  pyramides  aug- 

;,  l'aire  de  la  surface  latérale  du  tronc 
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de  cône  est  la   limite  de  Taire  de  la  surface  latérale  du 
tronc  de  pyramide  ABCDEFA'B'C'D'E'F. 

Soit  n  le  nombre  des  côtés  du  polygone  ÀBCDEF  ;  la 
surface  latérale  du  tronc  de  pyramide  se  compose  de  n 
trapèzes  égaux,  tels  que  ABB'A'  ;  donc  son  aire  est 
égale  à 

(tiAB  +  ziA'B')  x  —  A'H, 

A'H  étant  la  hauteur  du  trapèze  ABB'A'. 

Or,  si  n  augmente  indéfiniment,  «AB  et  /zA'B',  qui 
représentent  les  périmètres  des  polygones  ABCDEF  , 
A'B'C'D'E'F',  ont  pour  limites  respectives  les  longueurs 
27t/-  et  27tr/  des  circonférences  de  bases  du  tronc  de  cône  ; 
d'ailleurs  A'H  a  pour  limite  Tarète  A' A  ou  a  ;  donc 
Taire  de  la  surface  latérale  du  tronc  de  pyramide  a  pour 
limite  : 

[ir<r  +  iizr)  X  a,       ou       -  (/•  -f  /•')  a. 

C'est  cette  limite  qui  est  Taire  de  la  surface  latérale  du 
tronc  de  cône  ;  en  la  désignant  par  s,  on  a 

s  =  tz  (r  -|-  r')  a. 

i5j.  Remarque.  —  Dans  le  trapèze  OAA'O'  (fig.  109),  la 
droite  0"A"  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  parallèles 
est  égale  à  la  demi-somme  des  bases  ;  donc,  en  désignant 
cette  droite  par  /•",  on  a 

par  suite, 

5  =1  iTzr"a. 

Or,  itjji  est  la  longueur  de  la  circonférence   obtenue 
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eu  coupant  le  tronc  de  cône  par  un  plan  équidîstant  des 
deux  bases;  d'où  ce  théorème  : 

U aire  de  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révo- 
lution de  première  espèce  est  égale  au  produit  de  V arête 
du  tronc  par  la  longueur  de  la  circonférence  de  la  section 
èquidistante  des  deux  bases. 

Les  développements  des  surfaces  latérales    des  deux  cônes 
SOA,  SO'A'  sont  des  secteurs  circu- 
laires (fig.  1 1 1)  SAAp  SA'A,'  corres- 
pondant à  un  même  angle  au  centre  a     k<^^\^         /^Va 
défini  par  légalité 

«  r  r* 


3t>o°  SA  ôA'  Fig    111. 

Donc,  le  développement  du  tronc  de  cône  est  la  portion  de 
couronne  circulaire  AAfA/A'. 

i58.  Le  volume  du  tronc  de  cône  est  la  différence  entre 
les  volumes  des  deux  cônes;  or,  les  volumes  des  deux 
cônes  sont  les  limites  vers  lesquelles  tendent  les  volumes 
des  deux  pyramides  SABCDEF,  SA'B'C'D'E'F,  lorsque  le 
nombre  des  côtés  des  bases  de  ces  pyramides  augmente 
indéfiniment;  donc  le  volume  du  tronc  de  cône  est  la 
limite  du  volume  du  tronc  de  pyramide  ABCDEF 
A'B'C'D'E'F. 

Soient  b,  b'  les  bases  de  ce  tronc  de  pyramide,  h  sa 
hauteur,  qui  est  celle  du  tronc  de  cône  ;  son  volume  est 
égal  à 

Lorsque  le  nombre  des  côtés  des  bases  augmente  indé- 
finiment, b  et  b'  ont  pour  limites  respectives  les  aires  r:/*2, 
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icr'*   des   cercles    de   bases   du   tronc  de  cène.  Donc  le 
volume  du  tronc  de  pyramide  a  pour  limite 

-i-  h  (Tir2  +  irr**  +  V^rr2.-*/-'*), 


OU 


S 


nk  (rt  +  rr*  +  r"), 


C'est  cette  limite  qui  est  le  volume  du  tronc  de  cône  ; 

en  le  désignant  par  vy  on  a 

v  =  -i-  T.h  (r*  +  r'â  H-  /y), 


ou  encore 


12 


nh  [3  (r  +  r'f  +  (r  —  r')2]. 


159.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  <fe  seconde  espèce 
(fig.  1 12)  est  la  somme  des  volumes  des  deux  cônes  SOÀ, 

SCVA'.  En  le  considérant  comme  la  limite 
d'un  tronc  de  pyramide  inscrit  de  seconde 
espèce,  on  trouve,  comme  ci-dessus,,  qne 
son  volume  9  a  pour  expression  : 

y  =  -^-  r.h  (r*  +  ''*  —  rr>). 

160.  On  peut  aussi  évaluer  le  volume  v  d'un 

tronc   de   cône   de  première  ou  de  seconde 

Fi*,  na.  espèce,  en  calculant   les  volumes  des  deux 

cônes  SOA,  SO'A',  dont  il  est  la  somme  ou  la 
différence.  Soient  x,  x'  les  hauteurs  de  ces  deux  cônes;  on  a 

v  =  — -  t.  (r*x  —  zr,lx')t     et     x  —  zx'  =z  h, 

e  étant  égal  à  -h  1    ou  à  —  1  selon  que  le  tronc  est  de  pre- 
mière ou  de  seconde  espèce. 
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Or 


d'où 


X 

.  — 

k 

• 

r 

r 

— — 

£/ 

t 

rh 

x> 

r'k 

r 

—  i 

ir" 

r  ■ 

—  sr' 

En  portant  dans  l'expression  de  v,  on  trouve 

i       ,    r3  —  tr™ 

v  ■=.  — -  7:  h -r- , 

J  r  —  tr 

ou 


EX  ERCICE8 


i.  Le  litre  à  mesurer  les  graine  a  la  forme  d'an  cylindre  de  ré- 
volution dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre;  dans  le  litre  a  me* 
s ure r  les  liquides  la  hauteur  est  double  du  diamètre.  Calculer  les 
dimensions  de  ces  deux  mesures  à  un  millimètre  près. 

i.  Calculer  le  rayon  intérieur  d'un  tube  de  Terre  cylindrique  qui 
pèse  vide  90  gr.  et  pèse  200  gr.  quand  on  y  a  introduit  une  co- 
lonne de  mercure  de  9  centimètres,  la  densité  du  mercure  étant 
i3,tt8. 

3.  Pour  extraire  l'eau  d'un  puits  on  fait  usage  d'une  pompe  dont 
le  tube  a  un  diamètre  intérieur  d  et  dont  le  piston  a  une  course 
égale  à  À.  Le  diamètre  du  puits  est  D  et  la  profondeur  de  l'eau  H. 
Après  combien  de  courses  du  piston  pourra-t-on  rider  le  paît»  ? 

4.  On  plonge  dans  un  liquide  de  densité  d  un  tronc  de  cône  ho- 
mogène de  densité  0  ;  les  rayons  des  bases  sont  R,  r,  et  la  hauteur 
h.  Calculer  la  hauteur  de  la  partie  plongée  et  le  diamètre  de  la  sec- 
tion faite  par  le  plan  du  niveau  du  liquide, 

5.  Calculer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  dont  on  con- 
naît la  hauteur,  l'arête  et  la  surface  ou  le  volume. 

6.  Rapport  des  volumes  engendrés  par  un  parallélogramme  tour- 
nant successivement  autour  de  deux  côtés  adjacents. 

7.  Partager  la  surface  latérale  d'un  cône  ou  d'un  tronc  de  cône  de 
révolution  en  deux  parties  égales  par  un  plan  parallèle  aux  bases. 

8.  Inscrire  à  un  cône  un  cylindre  de  volume  maximum,  ou  inver- 
sement, circonscrire  à  un  cylindre,  un  cône  de  volume  minimum. 
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9.  Maximum  du   volume  d'un  cône  de  révolution  d'arête  donnée. 

10.  Maximum  de  la  surface  d'un  cylindre  inscrit  à  un  cône  de  ré- 
volution. 

11.  Trouver  le  cylindre  maximum  de  surface  totale  donnée. 

ia.  Même  question  pour  le  cône. 

i3.  Un  cône  de  révolution  est  inscrit  à  un  cylindre  de  révolution. 
Couper  la  ligure  par  un  plan  parallèle  à  la  base,  de  façon  que  les 
surfaces  du  tronc  de  cône  et  du  tronc  de  cylindre  obtenus  soient 
dans  un  rapport  donné. 


CHAPITRE  III 
PREMIÈRES  NOTIONS   SUR  LA   SPHÈRE 

161.  On  appelle  surface  sphèrique  le  lieu  des  points 
équidistants  d'un  point  fixe,  appelé  centre.  Les  portions 
de  droites  qui  joignent  le  centre  aux  divers  points  de  cette 
surface  s'appellent  rayons  ;  tous  les  rayons  sont  égaux, 
en  vertu  de  la  définition. 

On  appelle  corde  une  portion  de  droite  qui  joint  deux 
points  de  la  surface  sphèrique  ;  diamètre,  une  corde  pas- 
sant par  le  centre  ;  tous  les  diamètres  sont  égaux,  car 
chacun  d'eux  est  la  somme  de  deux  ravons. 

162.  On  dit  que  deux  points  d'une  surface  sphèrique,  ou 
deux  figures  tracées  sur  une  surface  sphèrique,  sont  dia- 
métralement opposés  ou,  plus  simplement,  opposés,  quand 
ils  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de  la  sphère. 

i63.  Toute  surface  sphèrique  partage  l'espace  en  deux 
régions  :  la  région  intérieure,  qui  comprend  le  centre  et 
dont  tous  les  points  sont  à  une  distance  du  centre  moindre 
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que  le  rayon,  et  la  région  extérieure ,  dont  tous  les  points 
sont  à  une  distance  du  centre  plus  grande  que  le  rayon. 

164.  Toute  surface  sphérique  peut  être  considérée 
comme  engendrée  par  une  demi-circonférence  ABC, 
ifig.  11 3;  en  tournant  autour  du  dia- 
mètre AC  qui  la  limite  ;  le  centre  O,  de 
cette  demi-circonférence  est  le  centre 
de  la  sphère  et  son  rayon  est  égal  à 
celui  de  la  sphère. 

i65.    On    appelle    sphère   la   région  F,S-  I|J- 

intérieure  à  une  surface  sphérique  ;  une  sphère  peut  être 
considérée  comme  engendrée  par  un  demi-cercle  AOCB. 
en  tournant  autour  du  diamètre  AC. 

On  emploie  aussi  le  mot  sphère  pour  désigner  une  sur- 
face sphérique,  de  même  qu'on  emploie  le  mot  cercle 
pour  désigner  une  circonférence. 

166.  Toute  section  faite  dans  une  sphère  par  un  plan 
passant  par  le  centre  est  un  cercle  ayant  même  centre  et 
même  rayon  que  la  sphère.  Si  Ton  fait  tourner  ce  cercle 
autour  d'un  quelconque  de  ses  diamètres,  il  engendre  la 
sphère. 


POSITIONS   RELATIVES   D'UNE    SPHERE    ET    d'une    DnOITK 
ou    d'ix    PLAN.    TANGENTES.    PLANS  TANGENTS 

167.  Théorème.  —  Une  droite  rencontre  une  sphère  en 
deux  points,  ou  en  un  point,  ou  ne  la  rencontre  pas,  selon 
que  la  distance  de  cette  droite  au  centre  de  la  sphère  est 
inférieure,  égale,  ou  supérieure  au  rayon. 
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Ce  théorème  est  une  conséquence  du  théorème  analogue 
de  géométrie  plane  [G. P.  86],  relatif  à  l'intersection  d'une 
droite  et  d'un  cercle.  Car,  pour  qu'un  point  soit  com- 
mun à  une  droite  et  à  une  sphère,  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  soit  commun  a  la  droite  et  au  cercle  obtenu  en  cou- 
pant la  sphère  par  le  plan  passant  par  la  droite  et  le 
centre  de  la  sphère. 

168.  On  dit  qu'une  droite  est  tangente  à  une  sphère 
lorsqu'elle  n'a  qu'un  point  commun  avec  cette  sphère  ;  ce 
point  s'appelle  le  point  de  contact.  Il  résulte  du  théo- 
rème précédent  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'une  droite  soit  tangente  à  une  sphère,  est  quelle 
soit  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un  rayon. 

169.  Théorème.  —  Un  plan  coupe  une  sphère  suivant 
un  cercle,  ou  la  rencontre  en  un  point  unique,  ou  ne  la  ren- 
contre pas,  suivant  que  la  distance  du  centre  de  la  sphère 
à  ce  plan  est  inférieure,  égale  ou  supérieure  au  rayon  de 
la  sphère. 

Soient  (fig.  114,  1 15  et  116)  O  le  centre  d'une  sphère 


Fig".  114.  Fîg.   n5.  Fig.  116. 

de  rayon  R,  P  un  plan,  et  01  la  distance  du  centre  a  ce 
plan. 

i°  Si  01  <  R  (fig.  1 1 4)»  le  point  I  est  intérieur  k  la 
sphère  ;  donc  toutes  les  droites  du  plan  P  passant  par  I 
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rencontrent  chacune  la  sphère  en  deux  points.  Le  plan  P 
a  donc  une  infinité  de  points  communs  avec  la  sphère  ; 
le  lieu  de  ces  points  est  un  cercle  de  centre  I,  car  tous 
ces  points  sont  équidistants  de  0,  par  suite,  équidistants 
du  pied  I  de  la  perpendiculaire  01. 

Soit  À  l'un  de  ces  points  ;    dans  le  triangle  rectangle 
OIA,  on  a 

ÏA2  =  R*  —  Ôï*; 


donc  le  rayon  IA  de  la  section  faite  dans  la  sphère  par  le 
plan  P  va  en  décroissant  à  mesure  que  le  plan  P  s'éloigne 
du  centre  de  la  sphère. 

Si  le  plan  P  passe  par  le  centre  de  la  sphère,  01  =  o  ; 
donc  IA  =  R,  ce  que  nous  savions  déjà  [160].  On  dit  alors 
que  la  section  est  un  grand  cercle. 

Si  le  plan  P  ne  passe  pas  par  le  centre  de  la  sphère, 

a 

le  rayon  IA  de  la  section  est  moindre  que  R  ;  on  dit  alors 
que  la  section  est  un  petit  cercle. 

2°  Si  01  =R  (fig.  ii 5),  le  point  I  est  sur  la  sphère; 
mais  tout  autre  point  M  du  plan  P  est  extérieur  à  la 
sphère,  car  OM  >  01. 

3°  Si  01  >R  (fig.  ii 6),  le  point  I  est  extérieur  à  la 
sphère,  et  il  en  est  de  même,  à  plus  forte  raison,  de  tout 
autre  point  M  du  plan  P,  car  OM  >  01  >  R. 

170.  On  dit  qu'un  plan  est  tangent  à  une  sphère  lorsqu'il 
n'a  qu'un  point  commun  avec  cette  sphère  ;  ce  point  s'ap- 
pelle le  point  de  contact. 

Il  résulte  du  théorème  précédent  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  plan  soit  tangent  à 
une  sphère,  c9est  qu'il  soit  perpendiculaire  à  l'extrémité 
d'un  rayon. 
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171.  La  normale  [146]  en  un  point  d'une  sphère,  c'est- 
à-dire  la  perpendiculaire  au  plan  tangent  en  ce  point,  se 
confond  avec  le  rayon  mené  par  ce  point. 

173.  Toutes  les  droites  tangentes  à  une  sphère  en  un 
point  I  (fig.  1 15)  sont  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère  en 
ce  point  ;  car  elles  sont  perpendiculaires  à  V extrémité  du 
rayon  01. 

Réciproquement,  toute  droite  située  dans  un  plan  tan- 
gent à  une  sphère  et  passant  par  le  point  de  contact  est 
tangente  à  la  sphère. 

1  j3.  Les  tangentes  en  un  point  d'une  sphère  à  tous  les 
cercles  obtenus  en  coupant  la  sphère  par  des  plans  pas- 
sant par  ce  point  n'ont  que  ce  point  de  commun  avec  la 
sphère  ;  donc  elles  sont  tangentes  à  la  sphère  et,  par 
suite,  elles  sont  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère  en  ce 
point.  Par  conséquent, 

La  tangente  en  un  point  d'une  section  plane  d'une 
sphère  est  l'intersection  du  ]>lan  de  la  section  avec  le  plan 
tangent  en  ce  point. 

i^4-  Pins  généralement,  les  tangentes  en  un  point  d'une 
sphère  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  sphère  et  pas- 
sant par  ce  point  sont  dans  le  plan 
tangent  à  la  sphère  en  ce  point.  Cela 
résulte  de  ce  que  la  sphère  est  une 
surface  de  révolution  [  1 4 5]  ;  mais  il 
est  bon  de  le  démontrer  directe- 
ment. 

Soit  (Kg.   117)  AT  la  tangente  en 
un  point   A   d'une   courbe    T  tracée 
sur  une  sphère   de   centre  0  ;  il  s'agit  de  prouver  que 
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l'angle  OAT  est  droit.  En  effet,  soit  B  un  second  point 
de  F;  dans  le  trièdre  A.OBT,  l'angle  OAT  est  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  angles  OAB,  BAT  et  plus  grand 
que  leur  différence  : 


OAB  +  BAT  <  OAT  <  |  OAB  —  BAT  | . 

Or,  si  Ton  suppose  que  le  point  B  se  rapproche  indé- 
finiment de  A,  l'angle  BAT  tend  vers  zéro,  par  hypo- 
thèse, et  l'angle  OAB,  qui  a  pour  complément  la  moitié 
de  l'angle  AOB,  a  pour  limite  un  angle  droit.  Donc  la 
somme  et  la  différence  des  angles  OAB  et  BAT  ont  pour 
limite  commune  un  angle  droit  ;  il  en  résulte  que  l'angle 
OAT  est  droit. 

ij3.  Étant  donnés  (fig.  118)  une  sphère  de  centre  O 
et  un  point  extérieur  A,  menons  par  la  droite  AO  un  plan 
quelconque  ;  ce  plan  coupe  la 
sphère  suivant  un  grand  cercle 
CBD.  Menons  par  A  une  tangente 
AB  a  ce  cercle,  et  faisons  tourner 
le  demi-cercle  CBD  et  la  tangente 
AB  autour  de  AO. 

Le  demi-cercle  CBD  engendre 
la  sphère  ;  la  droite  AB  reste  cons- 
tamment tangente  à  la  sphère   et  engendre   un  cône  de 
révolution!!  ;  le  point  de  contact  B  engendre  un  cercle  T, 
commun  à  la  sphère  et  au  cône  S.  Toutes  les  généra- 
trices de  ce  cône  sont  tangentes  à  la  sphère. 

Réciproquement,  toutes  les  tangentes  à  la  sphère 
issues  de  A  sont  des  génératrices  de  ce  cône.  Car,  si  M 
est  le  point  de  contact  de  Tune  d'elles,  les  triangles  rec- 
tangles ABO,  AMO  sont  égaux,  comme  ayant  l'hypoté- 


i58  GÉOMÉTRIE  DASS  L'ESPACE 

nuse  commune  et  un  côté  de  l'angle  droit  égal  :  OB= OM  ; 
donc  on  peut  amener  le  triangle  ABO  sur  le  triangle  AMO 
par  une  rotation  autour  de  AO  et,  par  conséquent,  AM 

est  une  génératrice  du  cône  2  engendrée  par  AB  en  tour- 
nant autour  de  AO.  D'où  ce  théorème  : 

Les  tangentes  à  une  sphère,  issues  d'un  même  point, 
sont  égales,  et  le  lieu  de  ces  tangentes  est  un  cône  de  révo- 
lution ayant  pour  axe  la  droite  qui  joint  ce  point  au 
centre  de  la  sphère. 


176.  Tout  plan  tangent  au  cône  S  est  tangent  à  la 
sphère  ;  car  il  contient  deux  tangentes  à  la  sphère  en  un 
même  point  :  la  génératrice  de  contact  AM  et  la  tan- 
gente MT  au  cercle  I\ 

Réciproquement,  tous  les  plans  tangents  à  la  sphère 
issus  de  A  sont  tangents  au  cône.  Car,  si  M  est  le  point 
de  contact  de  l'un  d'eux,  la  droite  AM  est  une  tangente  a 
la  sphère  issue  de  A  ;  donc,  le  point  M  est  sur  le  cercle  T 
et,  par  conséquent,  les  plans  tangents  en  ce  point  à  la 

sphère  et  au  cône  coïncident. 

On  dit  que  le  cône  2  est  circonscrit 
à  la  sphère,  ou  que  la  sphère  est  ins- 
crite au  cône,  suivant  le  cercle  T,  qu'on 
appelle  le  cercle  de  contact.  On  dit  aussi 
que  le  cône  I  est  X enveloppe  des  plans 
tangents  à  la  sphère  issus  de  A. 


Fig.   119. 


177.  Si  le  plan  A  s'éloigne  indéfi- 
niment sur  le  diamètre  CD  (fig.  119), 
le  cône  2  devient  un  cylindre,  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  CD,  et  le  cercle  de  contact  Y  devient 
le  grand  cercle  perpendiculaire  à  CD.  D'où  ce  théorème  : 
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Le  lieu  des  tangentes  à  une  sphère  parallèles  à  un  dia- 
mètre et  l'enveloppe  des  plans  tangents  parallèles  à  ce 
même  diamètre  est  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour 
axe  ce  diamètre. 

On  peut  d'ailleurs  démontrer  directement  ce  théo- 
rème, en  raisonnant  comme  dans  le  cas  du  cône. 

178.  Pkoblexb.  —  Mener  par  une  droite  A  (fig.  118  et  119) 
un  plan  tangent  à  une  sphère  donnée  O. 

Méthode  bu  côxb.  —  Supposons  le  problème  résoin  ;  soit 
M  (fig.  118)  le  point  de  contact  d'un  plan  P  passant  par  A  et 
tangent  à  la  sphère.  Considérons  le  cône  circonscrit  à  la  sphère 
et  ayant  pour  sommet  un  point  arbitraire  A  de  la  droite  A  ; 

soit  T  le  point  d'intersection  (*)  de  la  droite  A  avec  le  plan  du 
cercle  de  contact  T.  La  droite  MT  est  tangente  à  la  sphère  en 
M,  par  suite,  tangente  au  cercle  T  ;  donc  pour  obtenir  le 
point  M,  il  suffit  de  mener  par  T  une  tangente  au  cercle  T. 
Réciproquement,  si  M  est  le  point  de  contact  d'une  tangente 
au  cercle  T  issue  de  T,  le  plan  AMT  répond  à  la  question  ; 
car  il  contient  la  droite  A  et  il  est  tangent  à  la  sphère,  puisqu'il 
contient  les  deux  tangentes  AM  et  MT. 

Discussion.  —  Si  la  droite  A  est  extérieure  à  la  sphère,  il  en 
est  de  même  du  point  T;  donc  on  peut  mener  par  ce  point 
deux  tangentes  au  cercle  T  et  le  problème  a  deux  solutions.  Si 
la  droite  A  est  tangente  à  la  sphère  en  un  point  M,  il  n'y  a  plus 
qu'une  solution  :  le  plan  tangent  à  la  sphère  en  ce  point. 
Enfin,  si  la  droite  A  rencontre  la  sphère  en  deux  points,  le 
problème  est  évidemment  impossible. 

Méthode  du  cylindre.  —  Si  le  point  A  s'éloigne  indéfini- 
ment sur  la  droite  A,  le  cône  circonscrit  devient  un  cylindre 


(*}  Si  le  plan  du  cercle  F  est  parallèle  à  A,  le  point  T  n'existe  plus: 
mais  alors,  la  tangente  en  M  au  cercle  T  étant  parallèle  à  A,  pour  obte- 
nir le  point  M,  il  snffit  4e  mener  an  cercle  F  une  tangente  parallèle  à  A. 
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(fig.  119)  et  le  cercle  de  contact  Y  devient  le  grand  cercle  per- 
pendiculaire à  A.  On  est  ainsi  conduit  à  la  construction  sui- 
vante : 

Menez  par  le  centre  de  la  sphère  le  plan  perpendiculaire  à  A  ; 
ce  plan  coupe  la  droite  A  en  un  point  T  et  la  sphère  suivant  un 
cercle  Y.  Menez  par  T  les  tangentes  TM,  TN  au  cercle  T  :  les 
plans  ATM,  ATN  sont  les  plans  demandés. 

Méthode  des  deux  cônes.  —  Si  Ton  considère  deux  cônes 
circonscrits  à  la  sphère  et  ayant  pour  sommets  deux  points  de 
la  droite  A,  le  point  de  contact  du  plan  tangent  cherché  doit  se 
trouver  à  la  fois  sur  les  cercles  de  contact  de  ces  deux  cônes  ; 
donc  il  est  à  l'intersection  de  ces  deux  cercles. 

On  peut  d'ailleurs  remplacer  l'un  de  ces  deux  cônes  par 
le  cylindre  circonscrit  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
à  A. 

POSITIONS     RELATIVES     DE     DEUX    SPHERES 

1 J9.  Soient  (fig.  120)  O  et  O'  les  centres,  d  la  distance 
des  centres,  /•  et  /•'  les  rayons  de  deux  sphères.  Les  posi- 
tions relatives  de  ces  deux  sphères  sont  les  mêmes  que 
celles  des  deux  grands  cercles,  Y  et  F',  obtenus  en  coupant 
ces  deux  sphères  par  un  plan  quelconque  passant  par  00'. 


Fig.  120.  Fig.  lai. 

i°  Si  d>r  +  tJ ,  les  deux  cercles  T,  Yf  sont  extérieurs 
Y  un  à  l'autre  ;  donc  il  en  est  de  même  des  deux  sphères 
engendrées  par  ces  deux  cercles  en  tournant  autour 
de  00'. 

20  Si  d  =  /•  -\~r    (fig.  121),  les  deux  cercles  F,  Y'  ont 
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un  point  commun  A,  et  un  seul,  situé  sur  00'  ;  donc  il 
en  est  de  même  des  deux  sphères. 

Elles  ont  même  plan  tangent  en  A;  on  dit  alors  qu'elles 
sont  tangentes  extérieurement. 

3°  Si  |  /•  —  r'  |  <  d  <  /•  -+-  /•',  les  deux  cercles  \\V 
se  coupent  en  deux  points  A  et  B  (fig.  1 20)  symétriques 
par  rapport  à  00'  ;  donc,  lorsque  les  deux  cercles,  en 
tournant  autour  de  00',  engendrent  les  deux  sphères, 
les  deux  points  A  et  B  engendrent  un  seul  et  même 
cercle,  qui  est  le  lieu  des  points  communs  aux  deux 
sphères.  L'axe  de  ce  cercle  est  00'  ;  donc 

Lorsque  deux  sphères  se  coupent^  leur  intersection  est  un 
cercle  ayant  pour  axe  la  droite  des  centres  des  deux  sphères. 

4°  Si  d  =  r  —  r1,  les  deux  sphères  ont  un  point  com- 
mun et  un  seul,  sur  le  prolongement  de  00';  elles  ont 
même  plan  tangent  en  ce  point.  On  dit  alors  qu'elles 
sont  tangentes  intérieurement. 

5°  Enfin,  si  d  <  /•  —  #•',  la  sphère  0'  est  intérieure  à  la 
sphère  O. 

Les  réciproques  sont  vraies  [G. P.  19]. 

180.  Si  A  est  un  point  commun  à  deux  surfaces,  on  appelle 
angle  des  deux  surfaces  en  ce  point  l'angle  formé  par  les  plans 
tangents  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  normales  à  ces 
deux  surfaces  en  ce  point. 

En  particulier,  si  A  est  un  point  commun  à  deux  sphères  de 
centres  O  et  O'  (fig.  120),  l'angle  des  deux  sphères  en  A  est 
l'angle  des  rayons  OA,  O'A,  c'est-à-dire  l'angle  OAO',  ou  son 
supplément  ;  nous  conviendrons  de  prendre  toujours  l'an- 
gle OAO'.  Si  B  est  un  second  point  commun  aux  deux  sphères, 
l'angle  OBO'  est  égal  à  OAO',  à  cause  de  l'égalité  des  trian- 
gles OAO',  OBO'.  Donc 

Deux  sphères  se  coupent  sous  le  même  angle  en  tous  leurs 
points  communs. 

G.  cl  N.  Géométrie.  11 
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i8i.  Si  A  est  un  point  commun  à  une  ligne  et  à  une  surface, 
on  appelle  angle  de  la  ligne  et  de  la  surface  en  ce  point  l'angle 
formé  par  la  tangente  à  la  ligne  et  le  plan  tangent  à  la  surface 
en  ce  point,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  complément  de 
l'angle  formé  par  la  tangente  à  la  ligne  avec  la  normale  à  la 
surface. 

En  particulier,  si  une  droite  rencontre  une  sphère  de 
centre  O  en  deux  points  A  et  B,  les  angles  de  la  droite  avec 
la  sphère  en  ces  deux  points  sont  respectivement  complémen- 
taires des  angles  OAB,  OBA  ;  dont  ils  sont  égaux. 

182.  On  dit  que  deux  surfaces,  ou  une  ligne  et  une  surface, 
sont  orthogonales  en  un  point,  quand  elles  se  coupent  en  ce 
point  sous  un  angle  droit. 

Pour  que  deux  sphères  soient  orthogonales,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  carré  de  la  distance  de  leurs  centres  soit  égal  à  la  somme 
des  carrés  de  leurs  rayons. 

EXERCICES 

1.  La  somme  des  carrés  des  distances  du  sommet  d'un  trièdre 
tri  rectangle  aux  points  de  reneontre  de  ses  arêtes  avec  une  sphère 
donnée  est  constante. 

2.  Trois  plans  perpendiculaires  deux  à  deux,  menés  par  un  point 
donné,  déterminent  sur  une  sphère  trois  petits  cercles  dont  la  somme 
des  aires  est  constante. 

3.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  rayons  d'une 
même  sphère  perpendiculaires  deux  à  deux  sur  un  plan  quel- 
conque est  égale  à  deux  fois  le  carré  du  rayon. 

4.  Lieu  des  points  de  l'espace  dont  le  rapport  des  distances  à 
deux  points  donnés  est  constant. 

5.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  Ton  voit  trois  sphères  données 
sous  le  même  angle. 

6.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  également  éclairés  par 
deux  points  lumineux. 

7.  Lieu  des  points  d  où  Ton  voit  une  sphère,  ou  deux  sphères. 
sous  un  angle  donné. 

8.  Lieu  des  points  de  l'espace  dont  la  somme  ou  la  différence  des 
carrés  des  distances  à  deux  points  fixes  est  constante. 

9.  Li«u  des  centres  des  sphères  qui  coupent  suivant  des  grands 
cercles  deux  sphères  ou  trois  sphères  données. 
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10.  Lieu  des  centres  des  sections  d'une  sphère  par  les  plans 
passant  par  un  point  donne  ou  par  une  droite  donnée. 

ii.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  coupe  une  sphère 
suivant  un  cercle  de  rayon  donne. 

12.  Mener  par  une  droite  un  plan  qui  coupe  deux  sphères 
données  suivant  deux  cercles  dont  la  différence  soit  équivalente  à 
un  cercle  donné. 


CHAPITRE    IV 
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i83.  Le  m  me.  —  L'aire  de  la  surface  engendrée  par  une 
droite  AB,  en  tournant  autour  d'un  axe  XY  qui  est  situé 
dans  tin  plan  passant  par  cette  droite  et  qui  ne  la  traverse 
pas,  est  égale  au  produit  de  la  projection  A'B'  de  cette 
droite  sur  l'axe  par  la  cir- 
conférence ayant  pour  rayon 
le  segment  MX  intercepté  par 
la  droite  et  Vase  sur  la  per- 
pendiculaire au  milieu  de  la 
droite. 

i°  Si  la  droite  AB  (fig.  122) 
n'est  pas  parallèle  à  Taxe  et 
quelle  n'ait  aucune  de  ses  extrémités  sur  l'axe,  elle 
entendre  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  cône  :  donc, 
en  abaissant  MM'  perpendiculaire  surXY,  on  a 

surf.  AB  =  arMM'  X  AB. 

Abaissons  AA'   et  BB'  perpendiculaires  sur  XY,  puis 
AC  perpendiculaire  sur  BB'.  Les  triangles  MXM'  et  ABC 


Fig.   rjta. 
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sont  semblables,   comme  ayant  leurs  côtés  perpendicu- 
laires ;  donc 

MM'  MN 


AC 


AB    ' 


d'où 


ou 


MM'  x  AB  =  MN  X  AC, 


MM'  X  AB  =  MN  x  À'B' 


Par  conséquent, 

surf.  ^B  =  aicMN  X  AB'. 

2°  Si  la  droite  AB  a  une  extrémité  A  sur  Taxe 
(fig.  123),  elle  engendre  la  surface  latérale  d'un  cône  ; 
donc,  en  abaissant  BB7  et  MM7  perpendiculaires  sur  XY, 

e  on  a 

surf.  AB  =  -BB'  X  AB 


ou 


surf.  AB  =  arMM'  X  AB, 


car  BB7  =  2MM7.  Mais  les  triangles  MXM',  ABB'  sont 
encore  semblables,  comme  ayant  leurs  côtés  perpendicu- 
laires ;  donc 

MM'         MN 


d'oi 


ou 


AB' 


MM'  X  AB  =MNxAB'. 


Par  conséquent, 

surf.  AB  =  a  i:MN  X  AB'. 


AB  ' 

A 

M 

B 

1 
1 
1 

1 

1 
1 
1 
! 

x 

A' 

Fig. 

4 
124* 

B' 

Y 

3°  Si  la  droite  AB  est  parallèle  h  Taxe  (fig.  124),  elle 
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engendre  la  surface  latérale  d'un  cylindre  ;  dans  ce  cas, 
on  a  immédiatement 

surf.  AB  =  airMX  X  A'B\ 

184.  On  appelle  zone  la  portion  de  la  surface  d'une 
sphère  comprise  entre  deux  plans  parallèles  qui  rencon- 
trent la  sphère.  La  distance  de  ces  deux  plans  est  la 
hauteur  de  la  zone.  Si  l'un  de  ces  plans  est  tangent,  la 
zone  prend  le  nom  de  calotte. 


m 

i83.  Toute  zone  peut  être  engendrée  par  un  arc  de 
cercle  AB  (fig.  125)  en  tournant  d'un  diamètre  PQ  qui 
ne  le  traverse  pas.  La  projec- 
tion A'B'  de  cet  arc  sur  le  dia- 
mètre est  la  hauteur  de  la  zone. 

On  appelle  aire  de  la  zone 
engendrée  par  l'arc  AB,  en 
tournant  autour  du  diamètre 
PQ,  la  limite  vers  laquelle  tend 
l'aire  de  la  surface  engendrée 
par  une  brisée  régulière  con- 
vexe ACDB  inscrite  à  l'arc  AB, 
en  tournant  du  même  diamètre,  lorsque  le  nombre  des 
côtés  de  cette  brisée  augmente  indéfiniment.  Nous  allons 
démontrer  que  cette  limite  existe  et  qu'elle  est  unique. 

Soit  OH   l'apothème  de  la  brisée  ACDB,  et  soient  A7, 

C',D',B',  les  projections  de  ses  sommets  sur  le  diamètre 

PQ;  on  a 

surf.  AC  =  2 -OH  X  A'C, 
surf.  CD  =  2T.OU  X  CD', 
surf.  DB  =  a -OH  X  D'B  . 


rig.   123. 


Donc 


surf.  ACDB  =  sttOH  X  A'B'. 
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Si  le  nombre  des  côtés  de  la  brisée  augmente  indé- 
finiment, l'apothème  OH  a  pour  limite  le  rayon  r  ;  donc 
surf.  ACDB  a  pour  limite  anrXA'B'.  C'est  cette  limite 
que  nous  appellerons  Taire  de  la  zone  ;  donc,  en  dési- 
gnant par  h  la  hauteur  A'B',  on  a 

zone  =  iizrh. 

L'aire  d'une  zone  est  égale  au  produit  de  sa  hauteur 
par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

186.  On  en  déduit  Faire  de  la  sphère,  en  considérant  la 
sphère  comme  une  zone  dont  la  hauteur  est  égale  au 
diamètre  2.r  ;  donc 

Aire  de  la  sphère  =  ji:rXar=  ^Tzr*. 

L'aire  d'une  sphère  équivaut  à  quatre  fois  celle  d'un 
grand  cercle. 


SECTEUR    SPHERIQL'E 

1 87 .  Lemme  .  —  Le  volume  engendré  par  un  triangle  ABC , 
en  tournant  autour  d  un  axe  k\  passant  par  V un  de  ses 
sommets,  A,  situé  dans  son  plan  et  ne  le  traversant  pas, 
est  égal  au  produit  du  tiers  de  la  hauteur  AD  issue  du 
sommet  fixe  A  par  la  surface  engendrée  par  le  côté  opposé. 

c 


i°  Supposons  (fig.  126,  127,  128)  que  Taxe  AX  coïncide 
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avec  Tua  des  côtés  AB  ou  AC,  par  exemple,  avec  AB. 
Abaissons  la  hauteur  CE.  Le  volume  engendré  par  ABC 


Fig.  iag. 

est  la  somme  ou  la  différence  des  cônes  engendrés  par  les 
triangles  rectangles  ECA,  ECB  ;  donc  on  a 

vol.  ABC  =  -i-  r^î  (AE  +  EB) 


ou 


vol.  ABC  =  -i-  xCE*  |  AE  —  BE  |  ; 


donc,  dans  tous  les  cas, 


vol.  ABC  =  4- t:  CE*  x  AB 


=  -L.  uCEx  CE  XAB. 

Or,    CE  X  AB  =  BC  X  AD,  car  ces   deux  produits 
représentent  le  double  de  Taire  du  triangle  ABC. 
Donc 

vol.  ABC  =  4"  *CE  X  BC  X  AD. 

Mais  wCE  X  BC  représente  Taire  de  la  surface  engen- 
drée par  BC  ;  donc 

vol.  ABC  =  ~ADX  surf.  BC. 

2°  Supposons  (fig.  1 29)  que  Taxe  AX  ne  coïncide  ni  avec 
AB,  ni  avec  AC  et  qu'il  rencontre  le  prolongement  dutroi- 
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sièmecôté  CB  en  F.  Le  volume  engendré  par  ABC  est  la 
différence  des  volumes  engendrés  par  les  triangles  ACF, 
ABF,  qui  ont  chacun  un  côté  sur  Taxe.  Donc,  d'après 
le  cas  précédent, 

vol.  ABC  =-i-  AD  (surf.  CF  —  surf.  BF) 
=  -^-  AD  X  surf.  BC . 

3°  Supposons  (fig.  i3o,  i3i  et  i32)  que  Taxe  AX  soit 
parallèle  au  côté  BC.  Le  volume  engendré  par  ABC  est 
la  somme  ou  la  différence  des  volumes  engendrés  par  les 
triangles  rectangles  ABD,  ACD.  Mais  si  Ton  abaisse  BH 
perpendiculaire  sur  Taxe,  on  voit  que  le  volume  engendré 
par  ABD  est  la  différence  entre  le  cylindre  engendré  par 
ADBH  et  le  cône  engendré  par  ABH  ;  comme  ce  cône  est 
le  tiers  du  cylindre,  le  volume  engendré  par  ABD  en  est 
les  deux  tiers.  De  même,  en  abaissant  CE  perpendicu- 
laire sur  Taxe,  on  voit  que  le  volume  engendré  par  ACD 
est  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  ADCE.  Donc 
le  volume   engendré   par  ABC  est  les  deux  tiers  de  la 


Fig.  i3o. 


Fig.  i 3 i . 


Fig.  i3a. 


somme  (fig.  i3o)  ou  de  la  différence  (fig.  i3i  et  i32)  des 
cylindres  engendrés  par  ADBH  et  ADCE,  c'est-à-dire 
dans  tous  les  cas,  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par 
BCEH  : 


2  -r-=v2 ï 


vol.  ABC==-^-<*AD\BC  =  — -AD  Xi*  AD.BC 
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Mais   2-AD  X  BC  représente    la   surface    engendrée 
par  BC  ;  donc,  on  a  encore  : 

vol.  ABC  =-i-  AD  X  surf.  BC. 

188.  Définition.  —  On  appelle   secteur  sphèrique  le 
corps  engendré  par  un  secteur  circulaire  OAB  (fig.  i33), 
en  tournant  autour  d'un  diamètre 
PQ  qui  ne  le  traverse  pas. 

On  appelle  volume  du  secteur 
sphèrique  engendré  par  un  sec- 
teur circulaire  OAB,  en  tournant 
autour  d'un  diamètre  PQ,  la 
limite  vers  laquelle  tend  le  vo- 
lume engendré  par  un  secteur 
polygonal  régulier  OACBD  ins- 
crit au  secteur  circulaire,  en  tournant  autour  du  même 
diamètre,  lorsque  le  nombre  des  côtés  de  la  brisée  ACDB 
augmente  indéfiniment. 

Nous  allons  prouver  que  cette  limite  existe  et  qu'elle 
est  unique. 

Le  volume  engendré  par  OACDB  est  la  somme  des 
volumes  engendrés  par  les  triangles  OAC,  OCD,  ODB. 
Or,  en  menant  l'apothème  OH,  on  a 


Fig.   1 33. 


vol.  OAC  = 


vol.  OCD  = 


vol.  ODB  = 


—  OH  x  surf.  AC, 


1 

T 

1 

T 


Donc 


OH  x  surf.  CD, 
OHX  surf.  DB. 


vol.  OACDB  =  —  OH  X  surf.  ACDB 
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Si  Ton  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  cotés  de 
la  brisée  ACDB,  Taire  de  la  surface  qu'elle  engendre  a 
pour  limite  Taire  de  la  zone  engendrée  par  Tare  AB  ; 
d'ailleurs,  l'apothème  OH  a  pour  limite  le  rayon  r.  Donc 
vol.  OACDB  a  pour  limite  le  produit  de  Taire  de  la 
zone  AB  par  le  tiers  du  rayon.  C'est  cette  limite  que 
nous  appelons  le  volume  du  secteur  sphérique.  Ainsi, 

Le  volume  du  secteur  sphérique  est  égal  au  produit  de 
V aire  de  la  zone  correspondante  par  le  tiers  du  rayon. 

Or  Taire  de  la  zone  est  égale  à  2is/7#,  en  désignant  par 
h  sa  hauteur,  donc 

vol.  secteur  sphérique  =  -— *cr*A. 

189.  On  en  déduit  le  volume  de  la  sphère  en  faisait 

h  =  2/*  : 

vol.  sphère  =  -—  rr3. 
Si  Ton  appelle  d  le  diamètre  de  la  sphère,  on  a 

r  = ,         d  ou  r*  =  — ^— . 

a  8 


Par  conséquent 


vol.  sphère  =  -—  rrf*. 

o 


SEGMENT    SPHERIQUE 

190.  Lemme.  —  Le  volume  engendré  par  un  segment 
circulaire  AMB  (fig.  i34)  en  tournant  autour  d'un  dia- 
mètre PQ  qui  ne  le  traverse  pas  équivaut  au  sixième  d'un 
cylindre  ayant  pour  rayon  la  corde  AB,  et  pour  hauteur 
la  projection  A'B'  de  cette  corde  sur  le  diamètre  PQ. 
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En  effet,  menons  les  rayons  OA  et  OB  et  la  perpen- 
diculaire OH  sur  la  corde  AB  ;  le  volume  engendré  par  le 
segment  AMB  est  la  différence 
entre  les  volumes  engendrés  par 
le  secteur  OAMB  et  par  le  triangle 
OAB. 

Or 


vol.  OAMB  =  -5-  ^  OA2  x  A'B  , 


vol.  OAB  =  surf.  ABx-r-OH. 


3 


Mais  [1 83] 


Fig.  i34. 


sarf.  AB  =  axOHxA'B'; 


donc 


vol.  OAB  =  y^OH*  X  A'B'. 


Par  conséquent, 


Or 


vol.  AMB  =4-*  (oa!  —  0H*)  A'B'- 


5Âa- 0^  =  15*=   AB 


do 


ne 


4     ' 


vol.  AMB  =  -I-i:AB2x  A'B'. 

6 


191.  Définition.  —  On  appelle  segment  sphérirjue 
(fig.  i35)  la  portion  du  volume  de  la  sphère  comprise 
entre  deux  plans  parallèles  qui  rencontrent  la  sphère. 

La  distance  de  ces  deux  plans  s'appelle  la  hauteur  du 
segment  ;  les  sections  faites  dans  la  sphère  par  ces  deux 
plans  s'appellent  les  bases  du  segment.  Dans  le  cas  parti- 
culier oit  l'an  des  deux  plans  est  tangent  à  la  sphère,  le 
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segment  n'a  qu'une  base,  qui  est  la  section  faite  dans  la 
sphère  par  l'autre  plan. 

Considérons    d'abord   un   segment    sphérique   à  deux 

bases.  Soient  (fig.  1 35)  À  et  B  les 
centres  de  ces  deux  bases  ;  menons 
deux  rayons  parallèles  ÀC,  BD  et 
soit  CND  l'arc  de  grand  cercle  qui 
joint  les  extrémités  de  ces  rayons. 
On  peut  considérer  le  segment 
sphérique  comme  engendré  par 
le  trapèze  mixtiligne  ACNDB,  en 
tournant  autour  de  AB,  c'est-à- 
dire  comme  la  somme  du  tronc 
de  cône  engendré  par  le  trapèze  rectiligne  ACDB  et  du 
volume  engendré  par  le  segment  circulaire  CND.  Donc, 
en  désignant  par  v  le  volume  du  segment  sphérique, 
par  a,  b  les  rayons  des  deux  bases,  et  par  h  la   hauteur, 


Fig.  i35. 


on  a 


v  =  -5-  ~h  («*  +  ab  +  b2)  +  — itCD*  x  h. 


Or,  en    abaissant  DE    perpendiculaire   sur  AC,   on  a, 
dans  le  triangle  rectangle  CDE, 

CD2  =  DE2  +  CE2  =  A2  +  (a  —  6)f  ; 

d'où,   en    substituant  dans  l'expression  de    v   et  simpli- 
fiant, 


(') 


\>  =  —  rJt  (a2  +  b*)  -f  4-  *A3- 
•à  v  6 


D'où  ce  théorème  : 

Le  volume  d'un  segment  sphérique  à  deux  bases  équi- 
vaut à  la  demi-somme  de  deux  cylindres  ayant  pour  hau- 
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teur  commune  la  hauteur  du  segment  et  pour  bases  ms-- 
pectives  les  bases  du  segment,  augmentée  d'une  sphère 
ayant  pour  diamètre  la  hauteur  dit  segment. 

itji.  —  On  arrive  à  une  expression  plus  simple  en  consi- 
dérant la  section  équidistante  des  bases  du  segment.  Soient  M 
le  centre,  MX  =  p  le  rayon  de  cette  section  ;  et  soit  P  l'une  des 
extrémités  du  diamètre  de  la  sphère  perpendiculaire  aux  plans 
des  hases  ;  posons 

PA  =  x,         PB  =  r,  PM  =  z  =    r  *  y  . 

2 

En  désignant  toujours  par  r  le  rayon  de  la  sphère,  on  a 

a-  =.  x  (ar  —  x), 
/>2  =  y  (ar  —  y)  ; 

d'où 

I  r2  _1_  r3 

—  («*  +  b*)  =  *rz  —         ^3 


=„-(i±i)'_(i=t)' 


=  'irz  —  z* 


=  o*  — 


*1 

4 


En  portant  dans  (i)  et  simplifiant,  on  trouve 


{2  V  =  Tlh    o2  — 


12 


Cette  formule  est  due  à  Mac-Laurix. 

19,'i.  Considérons  (fig.  i36)  le  segment  sphérique  //  une 
base  CAC'P,  limité  par  le  cercle  AC,  de  rayon  a,  et  par 
la  calotte  CPC.  On  peut  le  considérer  comme  un  seg- 
ment sphérique  à  deux  bases   dont  l'une  est   réduite  au 
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point  P.  Donc  son  volume  s'obtient. en  faisant  b  =  g  dans 
p  la  formule  (i),  ce  qui  donne  : 


(3) 


i  6 


Fig.  i3G. 


À  désignant  la  hauteur  du  segment, 
c'est-à-dire  AP. 

Soit  r  le  rayon  de  la  sphère,  on  a 

a2  =  h  (ar  —  h)  ; 


en  portant  dans  (3)  et  simplifiant,  on  trouve 


(4) 


v  =  -—  iih-  (3r  —  A) 


On  se  sert  de  la  formule  (3)  ou  de  la  formule  (4)  selon 
qu'on  donne  le  rayon  de  la  base  du  segment  ou  celui  de 
la  sphère.  On  peut  aussi  appliquer  la  formule  de  Mac- 
Laurin. 


EXERCICES 

i.  Inscrire  à  une  sphère  un  cylindre  droit  dont  la  somme  dots  deux, 
bases  soil  équivalente  à  la  surface  latérale. 

a.  Un  cône  droit  dont  l'arête  est  égale  au  diamètre  de  la  base  est 
inscrit  à  une  sphère  ;  étudier  les  variations  de  la  différence  des 
sections  faites  dans  ce  cône  et  dans  la  sphère  par  un  plan  parallèle 
à  la  base  du  cône. 

3.  Calculer  les  rayons  de  bases  d'un  tronc  de  cône  droit  inscrit 
à  une  sphère  connaissant  le  volume  et  la  hauteur  de  ce  tronc. 

4.  Inscrire  à  une  sphère  un  cylindre  de  surface  totale  donnée. 

5.  Inscrire  à  une  sphère  un  prisme  triangulaire  régulier  avant  le 
plus  grand  volume  possible. 

6.  Maximum  de  la  surface  latérale,  de  la  surface  totale,  du  volume 
d'un  cylindre  ou  d'un  cône  inscrit  à  une  sphère  donnée. 

7.  Circonscrire  à  une  sphère  donnée  un  cône  ou  un  tronc  de  côue 
de  volume  maximum. 

8.  L'aire  d'une  calotte  équivant  à  celle  d'un  cercle  ayant  pour 
rayon  la  corde  de  Tare  générateur  de  la  calotte. 
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9.  La  zone  que  deux  sphères  concentriques  interceptent  sur  une 

sphère  variable  passant  par  leur  centre,  est  constante. 

10.  Quelle  portion  de  la  surface  de  la  terre  peut  apercevoir  une 
personne  qui  s'élève  en  ballon  à  une  hauteur  h  ? 

1 1 .  Partager  une  zone  en  moyenne  et  extrême  raison  par  un  plan 
parallèle  aux  bases. 

îa.  Déterminer  sur  une  sphère  une  calotte  sphérique  dont  la  sur- 
face soit  le  double  de  la  surface  engendrée  par  la  corde  de  l'arc 
générateur  de  cette  calotte. 

i3.  Couper  une  sphère  par  un  plan  de  façon  que  l'aire  de  la 
section  soit  égale  à  la  différence  des  aires  des  deux  calottes  obte- 
nues par  la  section. 

14.  Couper  une  sphère  par  un  plan  de  façon  que  la  moyenne 
géométrique  des  deux  calottes  sphériques  obtenues  soit  équivalente 
à  Taire  d'un  grand  cercle. 

i5.  Couper  une  sphère  par  deux  plans  équidistants  du  centre  de 
façon  que  la  somme  des  aires  des  deux  sections  soit  équiralente  & 
l'aire  de  la  zone  comprise  entre  ces  deux  plans. 

16.  Déterminer  sur  une  sphère  donnée  une  ealotte  dont  la  sur- 
face soit  le  triple  de  celle  de  sa  base. 

17.  Inscrire  à  une  sphère  un  cône  droit  dont  la  surface  latérale 
soit  équivalente  à  la  calotte  sphérique  de  même  base  sur  laquelle 
ne  se  trouve  pas  le  sommet  du  cône. 

18.  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel  que  la  surface  latérale  du 
cône  circonscrit  suivant  l'intersection  augmentée  de  n  fois  la  sur- 
face de  la  calotte  sphérique  extérieure  au  cône  soit  égale  à  la  surface 
d'un  cercle  donné. 

19.  On  donne  deux  cercles  0,  Of  ;  trouver  sur  la  ligne  des  centres 
OAA'O'  un  point  P  tel  qu'en  menant  les  tangentes  PC,  PC  aux 
deux  cercles  et  en  faisant  tourner  les  arcs  AC,  A'C  autour  de  la 
ligne  des  centres,  la  somme  des  deux  calottes  obtenues  soit  maximum. 

20.  A  un  demi-cercle  de  diamètre  AB  on  mène  une  tangente  CD 
dont  le  point  de  contact  est  C  et  qui  rencontre  le  diamètre  en  D, 
puis  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  ABD.  Où  doit  être  le 
point  de  contact  C  pour  que  la  surface  conique  engendrée  par  CD 
soit  dans  un  rapport  donné  avec  la  calotte  engendrée  par  l'un  des 
arcs  AC  ou  BC. 

21.  Connaissant  la  longueur  de  Taxe  d'une  chaudière  cylindrique 
terminée  par  deux  demi-sphères,  calculer  les  dimensions  de  la 
partie  cylindrique,  de  façon  que  la  surface  totale  de  la  chaudière 
soit  égale  à  une  surface  donnée. 

22.  Le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'une 
droite  située  dans  son  plan  et  ne  le  coupant  pas  est  égal  au  produit 
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de  Taire  de  ce  triangle  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de 
gravité. 

a3.  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  connaissant  les  volumes 
engendrés  par  ce  triangle  quand  il  tourne  successivement  autour 
de  chacun  de  ses  côtés. 

24.  Autour  de  quel  côté  faut-il  faire  tourner  un  triangle  donné 
pour  obtenir  le  plus  grand  volume  ? 

a-5.  Quelle  position  doit-on  donner  dans  un  plan  à  un  triangle  ABC 
pour  que  le  volume  engendré  par  ce  triangle  en  tournant  autour 
d'un  axe  passant  par  son  sommet  A  et  tracé  dans  le  plan  du 
triangle,  soit  le  plus  grand  possible  ? 

26.  Étant  donnés  deux  triangles  et  un  point  dans  un  plan, 
mener  par  ce  point  une  droite  telle  que  les  volumes  engendrés  par 
ces  triangles  en  tournant  autour  de  cette  droite  soient  dans  un  rap- 
port donné. 

27.  Partager  un  triangle  ABC  par  une  sécante  AD  telle  que  les 
volumes  engendrés  par  les  deux  triangles  ABD,  ACD  en  tournant 
autour  d'un  axe  donné  dans  le  plan  du  triangle  soient  équivalents. 

28.  Le  volume  engendré  par  un  hexagone  régulier  tournant 
autour  d'un  de  ses  côtés  est  équivalent  à  une  sphère  dont  le  dia- 
mètre est  le  triple  de  ce  côté. 

29.  On  inscrit  à  un  demi-cercle  un  demi-polygone  régulier  d'un 
nombre  pair  de  côtés  et  on  lui  circonscrit  un  demi-polygone  sem- 
blable. La  surface  delà  sphère  engendrée  par  la  rotation  du  demi- 
cercle  autour  de  son  diamètre  est  la  moyenne  géométrique  des 
surfaces  engendrées  par  les  deux  demi-polygones  en  tournant 
autour  du  même  diamètre. 

30.  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  nombres  qui  mesu- 
rent le  volume,  la  base  et  la  hauteur  d'un  cône  ou  d'un  cylindre, 
quand  on  prend  pour  unité  de  volume  une  sphère  dont  le  rayon  est 
égal  à  l'unité  de  longueur,  et  pour  unité  d'aire,  l'aire  de  cette  même 
sphère. 

3i.  Si  de  chaque  sommet  d'un  parallélépipède  comme  centre  on 
décrit  des  sphères  égales  (de  rayon  moindre  que  la  moitié  de  la 
plus  petite  arête),  toutes  ces  sphères  enlèvent  du  volume  du  paral- 
lélépipède une  partie. égale  à  l'une  d'elles  tout  entière. 

32.  Si  l'on  circonscrit  à  une  sphère  un  cylindre  et  un  cône  dont 
l'arête  soit  égale  au  diamètre  de  la  base,  la  surface  totale  du  cylindre 
est  moyenne  géométrique  entre  la  surface  de  la  sphère  et  la  sur- 
face totale  du  cône  ;  le  volume  du  cylindre  est  la  moyenne  géomé- 
trique du  volume  de  la  sphère  et  de  celui  du  cône.  Ces  trois  surfaces 
et  ces  trois  volumes  sont  proportionnels  aux  nombres  4»  6>  9. 

33.  Si  l'on  inscrit  à  une  sphère  un  cylindre  et  un  cône  dont  les 
arêtes  soient  égales  aux  diamètres  des  bases,  la  surface  et  le  volume 
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du  cylindre  seront  moyennes  géométriques  entre  la  surface  et  le 
volume  de  la  sphère  et  du  cône,  mais  les  rapports  de  ces  surfaces 
ne  sont  pas  les  mêmes  que  les  rapports  de  leurs  volumes. 

3  |.  Si,  dans  un  cylindre  dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre  de 
la  base,  on  inscrit  une  sphère  et  un  cône  droit,  les  volumes  de  ces 
trois  corps  sont  comme  les  nombres  i,  a,  3. 

—  Cette  figure  était,  parait-il,  gravée  sur  le  tombeau  d'Archimèdc. 

35.  On  inscrit  une  sphère  à  un  cône  de  révolution,  puis  une 
deuxième  sphère  tangente  à  la  première  et  au  cône  et  ainsi  de  suite, 
les  rayons  de  ces  sphères  allant  en  diminuant.  Calculer  la  limite  de 
la  somme  de  leurs  volumes. 

4  a2  bz 

Rép .  V  =  —  tz  — .    ,   t> .  - ,  a  étant  le  rayon  de  base  du  cône  et 
r  3       4«*  +  36*  J 

h  sa  hauteur. 

36.  Quand  un  demi-cercle  partagé  en  trois  parties  égales  tourne 
autour  de  son  diamètre  :  i°  la  zone  décrite  par  lare  médian  est 
équivalente  à  la  somme  des  deux  autres  ;  i"  le  secteur  sphérique 
médian  est  équivalent  à  la  somme  des  deux  autres  ;  3°  le  segment 

sphérique  médian  est  les  —7-  delà  somme  des  deux  calottes  extrêmes. 

37.  Partager   une  sphère    en  deux   calottes   qui   soient   dans   le 

m 
rapport  —    par  un  plan  perpendiculaire  à  un  diamètre  donné. 

38.  Inscrire  à  une  sphère  un  cône  droit  équivalent  au  segment 
adjacent  à  la  base  de  ce  cône. 

39.  Inscrire   à   une   demi-sphère   un   cylindre   droit    tel   que   le 

volume  de  la  calotte  ayant  pour  base  la  base  du  cylindre  non  située 

1 
dans  le  plan  de  la  base  de  la  demi-sphère  soit  le  — -  de  celui  du  cylindre. 

40.  Quelle  est  la  calotte  sphérique  de  volume  maximum  et  de 
surface  donnée  et  inversement  quelle  est  la  calotte  sphérique  de 
volume  donné  et  de  surface  minimum  ? 

41  ■  On  considère  un  demi-cercle  de  diamètre  AB  et  les  tangentes 
i-n  A  et  B.  En  quel  point  M  du  demi-cercle  faut-il  mener  une  tangente 
pour  que  les  volumes  engendrés  par  les  triangles  mixtilignes  formés 
par  le  demi-cercle  et  les  tangentes  en  A,  M,  B,  en  tournant  autour 


m 


3 


<le  AB,  soient  entre  eux  dans  le  rapport  — 


? 


n° 


4'i.  On  considère  un  demi-cercle  de  diamètre  AB  et  la  tangenteBM  ; 
en  quel  point  P  du  demi-cercle  faut-il  mener  une  tangente  PM  ren- 
contrant en  M  la  tangente  en  B,  pour  que  la  figure  APMB  tournant 
autour  de  AB  engendre  un  volume  donné  Tta*  ? 

43.  Calculer  le  volume  d'une  lentille  biconvexe  connaissant  les 
rayons  R,  R'  des  deux  faces  et  son  épaisseur  e. 

V  =  77R  +  R'-e  [«*  -  4  (R  +  R')  «  +  » RR']- 

G.  et  N .  Géométrie .  1 2 
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44*  ^n  cône  est  circonscrit  à  deux  sphères  de  rayons  R,  R'  tan- 
gentes extérieurement.  Quel  est  le  volume  compris  entre  ces  trois 
surfaces  ? 

v  _    '    -    Rt  R'2 


R  +  R' 


Ce  volume  est  la  moitié  du  volume  compris   entre  le  cône  et  la 
sphère  qui  passe  par  les  cercles  de  contact  des  deux  premières . 


CHAPITRE  Y 

SPHÈRE  CIRCONSCRITE,    SPHÈRES    INSCRITES 

A  UN  TÉTRAÈDRE 


SPHEHE   CIRCONSCRITE   A    UN  TETRAEDRE 

194.    Théorème.    —   Par   quatre  points   A,B>G,D  > 
(fig.   137)  non  situés  dans  un  même  plan,  on  peut  faire 

passer  une  sphère  et  on  nen  peut  faire 
passer  qu'une. 

Le  centre  d'une  sphère  passant  par 
A,  B,  C,  I),  doit  être  équidistant  de  ces 
quatre  points,  et,  par  suite,  doit  se 
trouver  à  la  fois  dans  les  trois  plans 
perpendiculaires  aux  milieux  des  trois 
droites  AB,  AC,  AD.  Ces  trois  plans 
se  coupent  en  un  point  unique  0  [84].  Ce  point  O  est 
équidistant  de  A,B,G,  1)  ;  donc  la  sphère  de  centre  O 
et  de  rayon  OA  passe  par  A,B,  C,  D.  et  c'est  la  seule  qui 
passe  par  ces  quatre  points,  car  0  est  le  seul  point  équi- 
distant de  A,B,C,D. 

On  dit  que  cette  sphère  est  circonscrite    au  tétraèdre, 
ou  que  le  tétraèdre  est  inscrit  à  cette  sphère. 
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195.  Corollaires.  —  I.  —  Par  un  cercle  et  un  point 
non  situés  dans  le  même  plan,  on  peut  faire  passer  une 
sphère,  et  une  seule. 

II.  —  Par  deux  cercles  non  situés  dans  le  même  plan  et 
ayant  deux  points  communs,  on  peut  faire  passer  une 
sphère  et  une  seule. 


SPHÈRES  TANGENTES  AUX  QUATRE   FACES  DÏ'N  TETRAEDRE 

196.  Soient  (fig.  i38)  Alf  A2,  A3,  A4les  sommets  d'un  tétraèdre. 
Nous  désignerons  parole  plan  de  la  face  opposée  au  sommet  A,; 
par  at  l'aire  de  cette  face;  par 
Aj [Ay  le  prolongement  de  l'arête 
AfAj  au  delà  de  Ay  ;  par  Iy  le 
plan  bissecteur  du  dièdre  inté- 
rieur AiAjy  et  par  Efy  le  plan 
bissecteur  du  dièdre  extérieur 
A|Aj.  Par  exemple,  I23  dé- 
signe le  plan  bissecteur  du 
dièdre  Ai  A2  A3  A4,  et  E  i3  désigne 
le  plan  bissecteur  du  dièdre 
.A  j  A*  A3  Ai2- 

Les  quatre  plans  f(  partagent 
l'espace  en  i5  régions  : 

i°  Le  tétraèdre  lui-même. 

*°  Quatre   trièdres    Tt,     tels  Fig'  ,38' 

que   A1A2iA31A.il,  symétriques  des   trièdres  A,-  du   tétraèdre. 

"i°  Quatre  trièdres  tronqués  Ht,  tels  que  A2  A3  Av  A12  A13  A14, 
obtenus  en  retranchant  successivement  le  tétraèdre  des  quatre 
trièdres  A,-  de  ce  tétraèdre. 

4°  Six  combles,  tels  que  At  A2  Ai2  A32  Ait  A31;  nous  désigne- 
rons par  Tij  celui  qu'on  obtient  en  retranchant  les  trièdres 
T,-  et  Tj  du  dièdre  opposé  par  l'arête  au  dièdre  A,A,-  du 
tétraèdre.  L'arête  A,A;-  s'appelle  le  faite  du  comble  r,;- 

Pour   rendre  la  ligure   plus   claire,  nous   avons  coupé  le 
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trièdre  Tt  et  le  trièdre  tronqué  0X  par  des  plans  parallèles  à 
la  face  fl9  et  le  comble  r12  par  un  plan  parallèle  au  faîte  At  A2 
de  ce  comble  et  à  l'arête  opposée  A8  A4. 

197.  Cela  posé,  le  centre  d'une  sphère  tangente  aux  quatre 
faces  du  tétraèdre  est  équidistant  de  ces  quatre  faces,  et  récipro- 
quement. Or  le  lieu  des  points  équidistants  des  faces  /i  et/i  est 
le  couple  des  plans  I34,  E3A  bissecteurs  des  dièdres  formés  par 
ces  deux  faces  ;  le  lieu  des  points  équidistants  des  faces  /i  et 
/*3  est  le  couple  des  plans  bissecteurs  lir  E4|  ;  le  lieu  des 
points  équidistants  des  faces  /l  et  ft  est  le  couple  des  plans 
bissecteurs  Iî3,  ES3.  Donc,  pour  qu'un  point  soit  centre  d'une 
sphère  tangente  aux  quatre  faces  du  tétraèdre,  il  faut  et  il 
suffît  qu'il  soit  commun  aux  trois  plans  de  l'un  des  huit  sys- 
tèmes suivants  : 


ï» 

I« 

•^23 

EM 

E„ 

EI3 

E 

I« 

tas 

1» 

E4Î 

!« 

1» 

i« 

E*3 

hi 

F 

E23 

E3t 

i« 

^23 

EM 

Et, 

*S3> 

que  l'on  obtient  en  prenant  de  toutes  les    manières  possibles 
un  plan  et  un  seul  dans  chacun  des  trois  couples 

(Isv»  E3i',  (I4Î,  Els),  (Ii3,  ES3). 

Or  les  trois  plans  de  chacun  de  ces  huit  systèmes  ne  peuvent 
avoir  plus  d'un  point  commun.  Donc  il  y  a  au  plus  huit 
sphères  tangentes  ;  mais  il  peut  y  en  avoir  moins,  car  il  peut 
se  faire  que  les  trois  plans  d'un  ou  plusieurs  des  huit  systèmes 
n'aient  pas  de  point  commun.  C'est  ce  que  nous  allons  exa- 
miner. 

i°  Les  plans  I»,  I42,  I*»  se  coupent  évidemment  en  un  point  O 
intérieur  au  tétraèdre.  La  sphère  tangente  aux  quatre  faces 
qui  a  pour  centre  ce  point  est  tout  entière  à  l'intérieur  du 
tétraèdre  :   on  dit  qu'elle  est  inscrite  au  tétraèdre.  11  est  clair 


SPHERES  IXSCRITES 


181 


que  le  point  0  appartient  aux  six  plans  bissecteurs  des  six 
dièdres  intérieurs  du  tétraèdre. 


a0  Les  plans  Ew,  EV2,  E23  se  coupent  en  un  point  intérieur 
au  trièdre  tronqué  0,  (fig.  1 39). 

Pour  le  voir  clairement,  ne  considérons  que  les  demi-plans 
E'M,  E'4i,  E'u  bissecteurs  des 
dièdres  A3  A4,  A4  A2,  A2  A3  de  0lf 
et  menons  A2X  et  A3Y  perpen- 
diculaires à  la  face  /i  du  côté 
opposé  à  A4.  Le  demi-plan  E'34, 
qui  est  compris  dans  le  dièdre 
droit  A2A3A4Y,  coupe  la  demi- 
droite  A2X  en  un  point  B  ; 
puis  le  demi-plan  E'42,  qui  est 
compris  dans  le  dièdre  droit 
A3A4A2B,  coupe  A3B  en  un 
point  G  situé  entre  A3  et  B  ; 
enfin,  le  demi-plan  E'i8,  qui  est 
compris  dans  le  dièdre  droit 
A4A2A3C,  coupe  A.VC  en  un  point  0Â.  Ce  point  0,  est  com- 
mun aux  trois  demi-plans  considérés,  par  suite,  intérieur 
à  0Â.  La  sphère  tangente  aux  quatre  faces  qui  a  pour  centre 
ce  point  est  tout  entière  intérieure  à  0t  :  on  dit  qu'elle  est 
ejcinscrite  au  tétraèdre.  Le  point  O,  appartient  évidemment  aux 
six  plans  bissecteurs  de  0,  et,  par  conséquent,  se  trouve  sur  la 
droite  AtO. 

3°  Considérons  les  trois  plans  E34,  I4t,  I13.  La  droite  d'inter- 
section des  deux  plans  E34,  l42  bissecteurs  de  deux  dièdres  du 
trièdre  A4.A,A3A24  appartient  [p.  71,  ex.  a,  i°]  au  plan  E4| 
bissecteur  du  troisième  dièdre  de  ce  trièdre.  De  même,  la  droite 
d'intersection  des  plans  E34,  1^  appartient  au  plan  E13.  Donc, 
au  lieu  de  chercher  l'intersection  des  trois  plans  E34,  I42,I23, 
il  revient  au  même  de  chercher  l'intersection  des  trois  plans 
Eax,  E41,  E,3;  en  raisonnant  comme  ci-dessus  [i°],  on  voit  que  ces 
trois  plans  se  coupent  en  un  point  04,  intérieur  au  trièdre  tron- 
qué 0j.Ce  point  02est  le  centre  d'une  deuxième  sphère  exinscrite. 


i8a 
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4°  et  5°  De  même,  les  trois  plans  I34,  E42,  I23,  se  coupent  en 
un  point  03  intérieur  à  63,  et  les  trois  plans  I34,  I42,  Ei3  se 
coupent  en  un  point  04  intérieur  à  64.  Les  points  03,  04  sont 
les  centres  de  deux  autres  sphères  ejrinscrîtes. 

6°  Considérons  les  trois  plans  I3i,  E4Î,  Ejg.  La  droite  d'in- 
tersection des  plans  EV2,  E23  bissecteurs  de  deux  dièdres  du 
trièdre  A^A^A^  appartient  au  plan  I12  bissecteur  du  troi- 
sième dièdre  de  ce  trièdre. Donc, 
au  lieu  de  chercher  l'intersec- 
tion des  trois  plans  I.r„  E42, 
Eî3,  il  revient  au  même  de 
chercher  l'intersection  des  trois 
plans  la»,  I12»  E23.  Or,  le  plan  I34 
rencontre  l'arête  AjA4  (fig.  1 40) 
en  un  point  M  situé  entre  A, 
et  A,,  le  plan  IJ±  rencontre  la 
droite  A3A4  en  un  point  N  situé 
entre  A3  et  A4  ;  la  droite  MX 
est  l'intersection  des  deux  plans 
I34,  Il2.  On  est  donc  ramené  à 
chercher  le  point  commun  à  la 
droite  MN  et  au  plan  Ei3.  Ce  point,  que  nous  appellerons  <*>, 
s'il  existe,  est  conjugué  harmonique  du  centre  O  de  la  sphère 
inscrite  par  rapport  à  MN  ;  car  le  point  O  est  le  point  com- 
mun à  la  droite  MN  et  au  plan  IM,  conjugué  harmonique  du 

plan  Ei3  par  rapport  aux  deux  plans  MA2A3,  NA3A3.  Evaluons 

OM 
donc    le  rapport  -7y\~'    En   écrivant   que,  dans  les  tétraèdres 

MNAjAjj,  MNAXAV,  MNA2A3,  MNA,A4,  les  plans  bissecteurs  des 
dièdres  AAA3,  AAAv,  A2A3,  A2A>f  déterminent  sur  l'arête  oppo- 
sée MN  des  segments  proportionnels  aux  faces  adjacentes 
^p.  85,  ex.  3],  on  a 

OM    _   MA,A3  MA,A4  MA2A3   _   MA?A4 


Fig.   140. 


MA2A3 

"nâX 


ON  NA,Aa   ~~    NAjA4  ~~    NA^A.,   ~~    NAaA4 

_    MAtA,  +  MAtA4  +  MA,Aa  +  MAaAj 

~~     NÀ,Aa  +  NAjA4  +  NA2A3  +  NAâA4    ' 
OM  «3-f-  ak 


**3 


ON         «iH~  aî 
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Si  donc  flj  -H  a2>a3  -h  a4,  on  a  OM<ON  et  le  point  w  est 
sur  le  prolongement  de  NM,  du  côté  de  M,  dans  le  comble  ri2; 
ce  point  est  le  centre  dune  sphère  tangente,  intérieure  à  ce 
comble. 

Si  rtt  -+-  a±  <  «3-f-  «4,  on  a  OM  >  ON  et  le  point  w  est  sur  le 
prolongement  de  MX,  du  côté  de  X,  dans  le  comble  r34  ;  ce 
point  est  alors  le  centre  d'une  sphère  tangente,  intérieure  à  r3i. 
Si  «i  +  a*—  as  4-  «i»  0ïl  a  ^M  =  OX  et  le  point  w  est  rejeté 
à  l'infini  ;  il  n'y  a  pas  de  sphère  tangente,  ni  dans  le  comble  Yiv 
ni  dans  le  comble  T34. 

7°  De  même,  il  y  a  une  sphère  tangente  w', 

daus  le  comble  ri3,  si  at  +  <ï3>  «s  +  ait 
dans  le  comble  rsA,  si  at  +  tf4  >  «,  +  rta  I 

il  n'y  en  a  pas,  ni  dans  r13,  ni  dans  ri4,  si  a,  h-  a3  =  «*  -h  a4. 

8°  Enfin,  il  y  a  une  sphère  tangente  w", 

dans  le  comble  Fu,  si  ai  +  «4  >  «2  +  tf3, 
dans  le  comble  r23,  si  a3  +  «3  >  ax  -f*  «4  ; 

il  n'y  en  a  pas,  ni  dans  Tu,  ni  dans  I\3,  si  ai  -h  a4  =  a±  -+-  a3. 

198.  En  résumé,  il  y  a  toujours  une  sphère  inscrite  et  quatre 
sphères  exinscrites.  Quant  aux  sphères  des  combles,  suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées, 

«,  =é  al  ^  a3  £é  «4. 


• 


Pour  que  la  sphère  in"  existe,  il  faut  et  il  suffit  que  «,  -+-  aK 
soit  différent  de  a%  H-a3. 

Le  sphère  w'  existe  toujours,  à  moins  qu'on  n'ait  à  la  fois 
<z,  =  at  et  a3  =  a4  ;  dans  ce  cas,  les  deux  sphères  eu'  et  &/'  dispa- 
raissent. 

La  sphère  &>  existe  toujours,  à  moins  que  a,  =  «2  =  a3  r=  a4  ; 
dans  ce  cas,  les  trois  sphères  w,  o>',  w"  disparaissent. 

7/ y  a  rfo/?c  cinq  sp Itères  tangentes,  si  les  quatre  faces  sont  égales  ; 
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Six y  si  les  faces  sont  égales  deux  à  deux>  mais  non  égales  toutes 
les  quatre  ; 

Sept,  s  il  y  a  une  face  plus  petite  et  une  face  plus  grande  que 
les  autres  et  si  la  somme  de  ces  deux  faces  est  égale  à  celle  des 
deux  autres  ; 

Huit,  si  la  somme  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  face 
n'est  pas  égale  à  celle  des  deux  autres. 


CALCUL    DES    RAYONS 


199.  Soit  r  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  ;  en  écrivant  que  la 
somme  des  volumes  des  tétraèdres  OA2AsÀi,OA3A.vA1,OAvA1Ai, 
OAJA2A3  est  égale  au  volume  v  du  tétraèdre  A,ASA3A4,  on  a  : 


—  r  (at  +  at  +  «3  +  aA)  =  v  ; 


d'où 

3v 


ai    +  at  +  «3   +  a* 


Soit  r,  le  rayon  de  la  sphère  exinscrite  Ot  ;  en  écrivant  que 
la  somme  des  tétraèdres  01A3AvA1,  OjA^AjA*,  01A1A2A3,  dimi- 
nuée du  tétraèdre  01A2A3A.v,  est  égale  à  c,  on  a  : 

—  rj  («i  +  a3  +  ak  —  «,)  =  v  ; 

d'où 

3i> 


rj 


«1+  «3+  «4—  ai 


Cette  valeur  de  r,  est  d'ailleurs  positive,  car  la  face  a,  est 
plus  petite  que  la  somme  des  trois  autres. 

On  calcule  de  môme  les  rayons  des  autres  sphères  exins- 
crites. 

Soit  p  le  rayon  de  la  sphère  u>. 

Si  ai  H-  a4  >  a%  -\-ak,  le  centre  w  de  cette  sphère  est  dans  le 
comble  Vri  ;    donc,  si  de  la  somme  des  tétraèdres  <i>A2A3A4, 
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«AjAjAi,  on  retranche  les  tétraèdres  o>AtAsAi,  wA^jAj,   il 
reste  le  tétraèdre  proposé  AjAjA^  ;  par  conséquent, 

(i)  -^-  p(at  +  ai  —  a2—ai)=v; 

d'où 

P  = 


ai  "H  ai  —  rta  —  (ll 
Cette  valeur  de  p  est  positive,  puisqu'on  suppose 

Au  contraire,  si  a3  +  fl4  >  Oj  +  av  le  centre  co  est  dans  le 
comble  r31,  et  on  a  : 

(2)  -j-?K+fl4  —  «i  — fli)  =  v> 

3v 

p  = 


Si  at  -+-  a!=  a3  -h  a*,  il  n'y  a  pas  de  valeur  de  p  qui  vérifie 
l'égalité  (i),  ni  l'égalité  (a)  ;  ce  qui  montre  à  nouveau  qu'il  n'y 
a  pas  de  sphère  tangente,  ni  dans  Tlt ,  ni  dans  T3i. 

On  calcule  de  même  les  rayons  des  sphères  a>'  et  a>". 

•200.  Remarque.  —  Le  calcul  des  rayons,  tel  que  nous  l'avons 
présenté,  suppose  que  les  sphères  existent.  Mais,  en  se  servant 
de  la  relation  [Note  sur  les  coordonnées  tétraédriques]  : 

(3)  aixi  +  a,x,  +  a^r,  +  akxk  =  3  v 

qui  lie  les  coordonnées  tétraédriques  xt  d'un  point  quelconque, 
on  arrive  à  trouver,  par  le  seul  calcul,  le  nombre  des  sphères 
tangentes  et  la  position  de  leurs  centres. 

Si  x,,  xv  .r3,  xk  sont  les  coordonnées  du  centre  d'une  sphère 
de  rayon  r  tangente  aux  quatre  faces  du  tétraèdre,  on  a 

avec 

(4)  £,  =  ±1,        tt  =  :±i.         £3=:±i.         £4=zti; 
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en  portant  dans  la  relation  (3),  on  a 

(5)  r  (s^j  +  t±at  +  £3rt3  +  s4rt4)  =  3*»; 

comme  r  doit  être  positif,  il  faut  que 

(6)  e,^  +  ziai  +  e3a3  +  e4/ï4  >  o. 

Réciproquement,  si  el7  Ej,  £j,  e4  et  r  sont  des  nombres  vérifiant 
les  égalités  ('*),  (5)  et  l'inégalité  (6),  le  point  qui  a  pour  coor- 
données s,r  est  le  centre  dune  sphère  de  rayon  r  tangente  aux 
quatre  faces  ;  ce  point  est  intérieur  au  tétraèdre,  si  les 
quatre  e,  sont  positifs;  il  est  dans  le  trièdre  tronqué  ©,,  si 
êj,  s3,  e4  sont  positifs,  et  e,  négatif;  etc. 

On  est  donc  ramené  à  déterminer  les  signes  des  tt  de  façon 
que  l'inégalité  (6)  soit  vérifiée.  En  examinant  successivement 
les  16  combinaisons  possibles,  on  retrouve  les  résultats  pré- 
cédemment obtenus  par  des  considérations  géométriques. 

SPHÈRES    TANGENTES    AUX    QUATRE    CÔTES 
D'UN    QUADRILATÈRE    GAUCHE 

201.  Soit  (fig.  141)  ABCD  un  quadrilatère  gauche.    Si  une 

sphère  est  tangente  aux  quatre  côtés  AB, 
BG,  CD,  DA  de  ce  quadrilatère  en  M,  N, 
P,  Q,  on  a 

AM  =z  AQ,         BM  =  BX, 
CP  =  CN,         DQ  =  DP. 

Réciproquement,   si   M,  N,    P,   Q   sont 
quatre   points    situés    respectivement  sur 
les  droites  AB,  BG,  GD,  DA  et  vérifiant 
les  quatre  égalités  précédentes,  on  a 

MA2  —  MB2  +  NB2  —  NC*  +  Ï>G 2  —  PD2  +  QD2  —  QA2  =  o  ; 

donc  [p.  7 3,  ex.  9]  les  plans  perpendiculaires  aux  quatre  côtés 
en  M,  X,  P,  Q  concourent  en  un  point  O,  qui  est  évidemment 
équidistant  de  M,  N,  P,  Q.  Donc,  la  sphère  de  centre  O  et  de 


SPHÈRES  INSCRITES  187 

rayon  OM  est  tangente  aux  quatre  côtés  du  quadrilatère  en 

M,  X,  P,  Q. 

Prenons  AB,  BC,  CD,  DA  pour  sens  positifs  des  vecteurs 

portés  par  les  droites  AB,  BC,  CD,  DA,  et  posons  : 

AB  =  <z,  BC=b,  CD=c,  DA  =  rf; 

ÂM=*,  BX  =  J,  CP=-,  DQ  =  *. 

Pour  que  M,    N,   P,   Q  soient  les  points  de  contact  dune 
sphère  répondant  à  la  question,  il  faut  et  il  suffit  que 


0) 


<*) 


£lAM=AQ,  s,=±i; 

e4  BN  =  BM,  s2  =  =fc  1  ; 

e3Cp=CN,  s3  =  rti; 

e4  DQ  =  DP,  ^  =  ±1; 

z{x  ■=.  t  —  d,    • 

\  sty  =  x  —  a> 

f  hz  =  y  —  b* 

t'J  ■=.  z  —  c. 


On  a  ainsi  4  équations  du  premier  degré  à  4  inconnues. 
11  semble  que,  en  combinant  les  signes  des  e  de  toutes  les 
manières  possibles,  il  y  ait  16  solutions.  Mais,  en  ajoutant  les 
équations  (2),  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  1 ,  Ci,   6xc2,  e1e2£3,  on  trouve  : 

(3)  (1  —  i^vJ  *  =  d  +  £x«  +  tfrb  +  fi^SjC. 

Comme  le  second  nombre  est,  en  général,  différent  de  zéro, 
quels  que  soient  les  signes  de  ttJ  zv  e3,  il  faut  faire 


d'où 


£,£,£,£*=   —    I, 


*  =  —  (d  +  zka  +  z^b  +  «,£,£,0 


et  des  valeurs  analogues  pour  x,  y,  z  ;  ce  qui  fait  8  solutions. 
202.  Cas  particuliers.  —  Si,  pour  un  choix  convenable  des 
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signes  de  e,,  et,  e3,  le  second  membre  de  la  relation  (3)  est 
nul,  on  pourra  faire 

et  alors  les  quatre  équations  (a)  se  réduisent  à  trois  et  admet- 
tent une  infinité  de  solutions  ;  ce  qui  donne  une  série  de  sphères, 
en  nombre  infini,  comprenant  d'ailleurs  4  des  8  sphères  trouvées 
plus  haut.  Comme,  en  vertu  de  (1), 

MA       NB       PC        QD  _ 

MB        NC       PD        QA 

les  quatre  points  de  contact  M,  N,  P,  Q  sont  dans  un  même 
plan.  On  voit  aisément  que  ce  plan  est  parallèle  à  un  plan  fixe 
et  que,  par  suite,  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  la  série 
est  une  droite. 

Pour  qu'il  y  ait  une  ou  plusieurs  de  ces  séries  de  sphères,  il 
faut  qu'on  ait 

a  +  h  =  c  -j-  d, 

ou 

a  +  c  =  b  +  d, 

ou 

a  +  d  =  b  -{-  c. 

Donc  il  y  a,  au  plus,  trois  de  ces  séries  de  sphères. 

Si  deux  couples  de  côtés  du  quadrilatère  sont  égaux,  il  y  a 
deux  de  ces  séries  de  sphères.  Si  les  côtés  égaux  sont  opposés, 
il  n'y  a  pas  d'autres  sphères  répondant  à  la  question  ;  il  y  en 
a  deux,  si  les  côtés  égaux  sont  consécutifs. 

Si  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  sont  égaux,  il  y  a  trois 
séries  de  sphères  répondant  à  la  question,  et  il  n'y  en  a  pas 
d'autres,  en  dehors  de  ces  trois  séries. 

EXERCICES 

1.  Calculer  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre 
dont  un  angle  trièdre  est  trirectangle,  connaissant  les  trois  arêtes 
issues  du  sommet  de  cet  angle. 
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1.  Démontrer  l'existence  des  sphères  exinscrites  par  des  consi- 
dérations d'aires  analogues  à  celles  que  nous  avons  employées 
pour  les  sphères  des  combles. 

3 .  Trouver  les  sphères  tangentes  aux  faces  d'un  tétraèdre 
AjAjA^Aj,  en  considérant  les  cônes  de  révolution  tangents  chacun 
à  trois  faces  du  tétraèdre. 

—  Par  exemple,  pour  trouver  la  sphère  inscrite  au  comble  ri8 
ou  r3t,  on  considère  les  cônes  inscrits  aux  deux  trièdres  Al.À3ÀiÀtl 
et  AjA^A^,,.  Les  génératrices  de  contact  de  ces  deux  cônes  avec 
la  face  fk  font  avec  l'arête  A,Aj  des  angles  respectivement  égaux 

à  —  ct{,  —  et,  (en  désignant  par  a,  la  somme  des  faces  du  trièdre  A,). 

On  en  conclut  qu'il  y  a  une  sphère  tangente  dans  le  comble  riSf  ou 
dans  le  comble  T34,  selon  que  qt,  +  at  est  supérieur  ou  inférieur  à 
quatre  angles  droits. 

Vérilicr  directement  que  a{  +  <xt  est  supérieur  ou  inférieur 
àa,-f  a4,  selon  que  at  4-  at  est  supérieur  ou  inférieur  à  ûj  ■)-  di 
<voir  Bull,  des  se.  math,  et  ph.  él.,  3°  a.,  p.  278,  4e  »■»  P-  45). 

4-  Pour  qu'il  n'y  ait  qu'une  sphère  inscrite  aux  combles  d'un 
tétraèdre  A,A8A3A4,  il  faut  et  il  suffit  que  le  tétraèdre  ait  deux 
couples  d'arêtes  opposées  égales.  —  On  démontre  d'abord  que, 
si  les  faces  ai  et  at  sont  équivalentes,  les  points  A^Aj  sont  équidis- 
tants  de  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  arêtes  AtA2,  A3A4. 

5.  Pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  sphère  inscrite  aux  combles  d'un 
tétraèdre,  il  faut  et  il  su f lit  que  les  trois  couples  d'arêtes  opposées 
soient  égales;  c'est-à-dire  que  les  quatre  faces  soient  non  seulement 
équivalentes,  mais  encore  superposables.  Dans  ce  cas,  le  tétraèdre 
peut  s'obtenir  en  menant  les  droites  qui  joignent  les  milieux  A',B',C 
des  côtés  d'un  triangle  ABC  et  en  faisant  tourner  les  triangles  AB'C, 
BC'A',  CA'B',  autour  de  B'C,  C'A',  A'B',  jusqu'à  ce  que  les  points 
A,B,C  coïncident. 

6.  S'il  existe  une  série  de  sphères  tangentes  aux  côtés  d'un  qua- 
drilatère gauche,  la  droite  qui  passe  par  les  centres  de  ces  sphères 
fait  le  même  angle  avec  les  quatre  côtés  du  quadrilatère.  —  Quelle 
est  alors  la  sphère  minimum  ? 

7.  Construire  le  lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  aux  côtés 
d'un  quadrilatère  gauche,  dans  le  cas  où  ces  quatre  côtés  sont  égaux 
entre  eux  et  égaux  aux  deux  diagonales. 

8.  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à 
nn  plan  donné,  ou  à  une  droite  donnée. 

9.  Construire  une  sphère  passant  par  deux  points  et  tangente  à 
deux  plans  donnés. 

10.  Construire  une  sphère  passant  par  un  point  et  tangente  à 
trois  plans  donnés. 
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CHAPITRE    VI 
PLAN   RADICAL  ET  PLAN  POLAIRE 

ao3.  Etant  donnés  une  sphère  et  un  point  A,  si  l'on 
mène  par  ce  point  deux  sécantes  rencontrant  la  sphère, 
Tune  en  B  et  C,  l'autre  en  B'  et  C,  on  a 


AB.AC  =AB'.  AC; 

car  les  quatre  points  B,  C,  B',  C  appartiennent  au  cercle 
d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan  des  deux  sécantes. 
Le  produit  AB.AC  est  donc  indépendant  de  la  direc- 
tion de  la  sécante  ABC  ;  ce  produit  s'appelle  la  puissance 
du  point  A  par  rapport  à  la  sphère.  On  démontre,  comme 
en  géométrie  plane,  qu'il  a  pour  expression  d% — r*,  en 
désignant  par  d  la  distance  du  point  A  au  centre  de  la 
sphère  et  par  /*  le  rayon  de  celle-ci. 

204.  H  en  résulte,  comme  au  n°  197  de  la  Géométrie 
plane,  que  le  lieu  des  points  qui  ont  même  puissance  par 
rapport  à  deux  sphères  est  un  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  des  centres.  Ce  plan  s'appelle  le  plan  radical  des 
deux  sphères. 

Tout  point  commun  à  deux  sphères  appartient  évidem- 
ment à  leur  plan  radical.  Donc  : 

Le  plan  radical  de  deux  sphères  qui  se  coupent  est  le 
plan  du  cercle  commun  à  ces  deux  sphères  ;  le  plan  radi- 
cal de  deux  sphères  tangentes  est  le  plan  tangent  à  ces 
deux  sphères  mené  par  leur  point  de  contact. 
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ao5.  Pour  que  deux  sphères  soient  orthogonales,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  puissance  du  centre  de  l'une,  par  rapport  à  l'autre, 
soit  égale  au  carré  du  rayon  de  la  première. 

Par  conséquent,  le  lieu  des  centres  des  sphères  orthogonales  à 
deujc  sphères  données  est  le  plan  radical  de  ces  deux  sphères, 
si  elles  ne  se  coupent  pas  ;  c'est  la  portion  de  ce  plan  extérieure 
au  cercle  commun  aux  deux  sphères,  si  elles  se  coupent. 

206.  Etant  données  trois  sphères  dont  les  centres  A,  B,  C 
ne  sont  pas  en  ligne  droite,  les  trois  plans  radicaux  de  ces 
sphères  considérées  deux  à  deux  passent  par  une  même 
droite  perpendiculaire  au  plan  des  trois  centres ,  qu'on 
appelle  l'axe  radical  des  trois  sphères. 

Car  le  plan  radical  des  sphères  A  et  B,  et  celui  des 
sphères  A  et  C,  étant  respectivement  perpendiculaires 
aux  droites  concourantes  AB  et  AC,  se  coupent  suivant 
une  droite  perpendiculaire  au  plan  ABC;  tous  les  points 
de  cette  droite  ont  même  puissance  par  rapport  aux  trois 
sphères  et,  par  conséquent,  appartiennent  au  plan  radi- 
cal des  sphères  B  et  C. 

207.  Remarque.  —  Si  les  trois  centres  A,  B,  C  sont  en 
ligne  droite,  les  trois  plans  radicaux  sont,  en  général, 
parallèles  et  distincts.  Mais,  si  deux  d'entre  eux  coïnci- 
dent, tous  leurs  points  ont  même  puissance  par  rapport  aux 
trois  sphères  et,  par  conséquent,  appartiennent  au  troi- 
sième plan  radical.  Donc,  dans  ce  cas,  les  trois  plans 
radicaux  coïncident  ;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
quand  les  trois  sphères  ont  un  cercle  commun. 

208.  Etant  données  quatre  sphères  dont  les  centres  A,B, 
C,D,  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  les  six  plans  radi- 
caux de  ces  quatre  sphères  ont  un  point  commun  et  un  seul; 
ce  point  s'appelle  le  centre  radical  des  quatre  sphères. 


192  GÉOMÉTRIE  DÂSS  L'ESPACE 

En  effet,  le  plan  radical  des  sphères  A  et  B,  celui  des 
sphères  A  et  C,  et  celui  des  sphères  A  et  D,  étant  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  trois  arêtes  AB,  AC,  AD 
d'un  trièdre  se  coupent  en  un  point  unique  [84]  ;  ce  point, 
ayant  même  puissance  par  rapport  aux  quatre  sphères, 
appartient  aux  trois  autres  plans  radicaux,  c'est-à-dire 
aux  plans  radicaux  des  trois  sphères  B,  C,  D,  considérées 
deux  à  deux. 

209.  Remarque.  —  Si  les  quatre  centres  A,  B,  C,  D  sont 
dans  un  même  plan  (mais  non  en  ligne  droite),  les  plans 
radicaux  des  sphères  A  et  B,  A  et  C,  A  et  D,  se  coupent, 
en  général,  suivant  trois  droites  parallèles  et  distinctes; 
mais,  si  deux  de  ces  droites  coïncident,  tous  leurs  points 
ont  même  puissance  par  rapport  aux  quatre  sphères  et, 
par  conséquent,  appartiennent  aux  six  plans    radicaux. 

Donc,  dans  ce  cas,  les  quatre  sphères  ont  un  axe  radi- 
cal commun  ;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  quand 
elles  ont  deux  points  communs. 

PÔLES    ET    PLANS    POLAIRES 

210.  Etant  donnés  (fig.  1 4*)  deux  points  A  et  B,  et  une  sphère 
de  centre  O  et  de  rayon  r,  soit  G  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  la  sphère  sur  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  A  et  B.  Si  cette  droite  AB  rencontre  la  sphère  en 

deux   points   D  et  E,    conjugués   har- 
B        D/^A    c    ^Ne  moniques  par  rapport  à  AB,  on  a 

CÀ.  CB=:CD2, 


ou 


Fig.  14a.  (1)  CA.CB=r2  —  OC2. 

Réciproquement,    si  cette   relation   est  vérifiée    et  que  la 
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droite  AB   rencontre  la  sphère  en  deux  points  D  et  E,  ces 
deux  points  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  AB. 

Dans  tous  les  cas,  que  la  droite  AB  rencontre  la  sphère  ou 
non,  nous  dirons  que  les  deux  points  A  et  B  sont  conjugues 
par  rapport  à  la  sphère  O  s'ils  vérifient  la  relation  (1). 

211.  Cette  relation  exprime  que  la  puissance  du  point  C  par 
rapport  à  la  sphère  est  égale  à  — GA.CB.  Mais,  si  Ton  considère 
(iig.  i  \'\)  la  section  faite  dans  la  sphère  par  un  plan  quelconque 
passant  par  AB,  le  point  C  est  aussi 
la  projection  du  centre  1  de  la  sec* 
tion  sur  AB,  et  ce  point  a  même 
puissance  par  rapport  à  la  section 
que  par  rapport  à  la  sphère  ;  donc 
la  relation  (i)  exprime  aussi  que  les 
points  A  et  B  sont  conjugués  par  rap- 
port à  la  section.  Ainsi,  '*?•  '  ♦ 

Deux  points  conjugués  par  rapport  à  une  sphère  le  sont  aussi 
par  rapport  à  la  section  faite  dans  la  sphère  par  un  plan  quel- 
conque passant  par  la  droite  qui  les  joint  ;  et  réciproquement. 

Cette  proposition  est  d'ailleurs  évidente  dans  le  cas  où  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points  coupe  la  sphère. 

212.  En  raisonnant  comme  aux  nos  2*Jo  et  i'S  î  de  la  Géométrie 
plane,  on  démontre  les  deux  théorèmes  suivants. 

Pour  que  deux  points  A  et  B  soient  conjugués  par  rapport  à 
une  sphère,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  sphère  soit  orthogonale  à 
la  sphère  de  diamètre  AB. 

Le  lieu  des  conjugués  d'un  point  A  par  rapport  à  une  sphère 
O  est  le  plan  radical  P  de  cette  sphère  et  de  la  sphère  de  dia- 
mètre OA.  Ce  plan  V  est  perpendiculaire  à  la  droite  ()A  et 
s'appelle  le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  la  sphère  O 

a  i3.  Le  point  B  (fig.  i  \  \)  où  ce  plan  rencontre  la  droite  OAest 
conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  au  diamètre  CD;  donc 

ÔA.ÔB  =  ÔC2  =zrK 

Cette  relation  nous  montre  que,  étant  donné  un  plan  quel- 
G.  et  N.  Géométrie.  ri 
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conque  P  ne  passant  pas  par  le  centre  de  la  sphère,  il  existe 
un  point  A,  et  un  seul,  dont  ce  plan  soit  le  plan  polaire  :  ce 

point  A  s'appelle  le  pôle  du  plan  P  par 

rapport  à  la  sphère. 

Si  le  point  A  est  sur  la  sphère,  OA=r, 

donc  aussi  OB  =  r,  c'est-à-dire  que  le  plan 

polaire  d'un  point  de  la  sphère  est  le  plan 

tangent  en  ce  point. 

Si  le  point  A  est  intérieur  à  la  sphère, 

0A<  r;  donc  OB>r,  le  plan  P  est  extérieur 
rf  à    la    sphère    et    sa    distance   au    centre 

augmente  indéfiniment  lorsque  OA  tend 
vers  zéro;  donc  on  peut  dire  que  le  plan  polaire  du  centre  de 
la   sphère  est  rejeté  à  l'infini. 

Au  contraire,  si  le  point  A  est  extérieur  à  la  sphère, 
OA>r;  donc  ()B<r,  le  pian  P  coupe  la  sphère  et  sa  distance 
au  centre  tend  vers  zéro  lorsque  O A  augmente  indéfiniment; 
donc  on  peut  dire  que  le  pôle  d'un  plan  qui  passe  par  le  centre 
de  la  sphère  est  le  point  à  l'infini  sur  le  diamètre  perpendicu- 
laire à  ce  plan. 

Dans  le  cas  où  le  point  A  est  extérieur  à  la  sphère,  son  plan 
polaire  est  le  plan  du  cercle  de  contact  du  cône  circonscrit  à 
la  sphère  ayant  A  pour  sommet;  car  les  points  de  contact  des 
tangentes  issues  de  A  sont  conjugués  de  A  par  rapport  à  la 
sphère. 

i\\.  Théorème  fondamental.  —  Si  un  point  A  es:  dans  le 

plan  polaire  d'un  autre  point  B,  réciproquement  le  point  B  est 
dans  le  plan  polaire  du  point  A  ;  car  les  deux  points  À  et  B 
sont  conjugués. 

Kn  d'autres  termes,  si  deux  plans  sont  tels  que  le  premier 
passe  par  le  pale  du  second,  réciproquement,  le  second  passe 
par  le  pôle  du  premier  :  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que 
ces  deux  plans  sont  conjugués  par  rapporta  la  sphère. 

CoiiOLLAHŒs.  —  1.  —  Le  pale  du  plan  passant  par  trois 
points  A,  B,  C  est  le  point  commun  aux  plans  polaires  de  ces 
trois  points.  Réciproquement,  le  plan  polaire  du  point  commun 
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à  trois  plans  est  le  plan  passant  par  les  pôles  de  ces  trois  plans. 

II.  —  Si  un  point  se  déplace  dans  un  plan,  son  plan  polaire 
pivote  autour  du  pôle  de  ce  plan.  Réciproquement,  si  un  plan 
pivote  autour  d'un  point,  son  pôle  se  meut  dans  le  plan  polaire 
de  ce  point. 

DROITES   CONJUGUÉES   PAR    RAPPORT   A    UNS    SPHERE 

ai 5.  Etant  données  (fig.  14  j)  une  sphère  et  une  droite  A  qui 
ne  passe  pas  par  le  centre  0  de  la  sphère,  prenons  sur  cette 
droite  deux  points, M  et  N,  et  soit  A' 
l'intersection  des  plans  polaires  de  M 
etX.  /  V  tM 

i°  Le  plan  polaire  de  tout  point 

de  A'  passe  par  M  et  N  et,  par  suite,       ^- 7fp""7  \n 

contient  la  droite  A  tout  entière.  Donc 
tous  les  points  de  A'  sont  conjugués  des 
points  de  A.  Par  conséquent,  les  plans 
polaires  de  tous  les  points  de  A  pas- 
sent par  A'  ;  la  droite  A'  est  le  lieu  des  pôles  de  A  par  rapport 
aux  sections  faites  dans  la  sphère  par  les  plans  passant  par  A, 
et  la  droite  A  est  le  lieu  des  pôles  de  A'  par  rapport  aux  sections 
faites  dans  la  sphère  par  les  plans  passant  par  A'. 

a°  Le  pôle  de  tout  plan  passant  par  M  et  N,  c'est-à-dire 
par  A,  appartient  à  l'intersection  A7  des  plans  polaires  de 
M  et  N.  Donc  tous  les  plans  passant  par  A  sont  conjugués  des 
plans  passant  par  A'.  Par  conséquent,  les  pôles  de  tous  les 
plans  passant  par  A'  sont  situés  sur  A. 

On  dit  que  les  deux  droites  A,  A'  sont  conjuguées  par  rapport 
à  la  sphère. 

ai  6.  Pour  caractériser  la  position  relative  de  ces  deux 
droites,  remarquons  que  A'  est,  par  construction,  perpendi- 
culaire au  plan  OA  en  un  point  À',  qui  est  évidemment  le  pôle 
de  A  par  rapport  au  grand  cercle  d'intersection  de  ce  plan 
avec  la  sphère.  On  en  conclut  d'abord  que  les  droites  A  et  A' 
sont  perpendiculaires  entre  elles  et  perpendiculaires  à  OA'  ; 
ensuite  le  point  de  rencontre  A  de  OA'  avec   A  est  conjugué 
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harmonique  de  A'  par  rapport  au  diamètre   BC  porté  par  la 
droite  OA'  : 

(i)  ÔÂ.ÔÂ7  =  r2, 

r  désignant  le  rayon  de  la  sphère.  Ainsi, 

Deux  droites  conjuguées  divisent  harmoniquement  un  diamètre 
de  la  sphère  et  sont  perpendiculaires  à  ce  diamètre  et  perpen- 
diculaires entre  elles.  Et  réciproquement. 

217.  La  relation  (1)  montre  que,  si  les  distances  OA,OA'  sont 
inégales,  Tune  est  plus  grande  que  r,  l'autre  plus  petite.  Donc 
les  droites  A,  A'  sont,  l'une  extérieure  à  la  sphère,  l'autre 
sécante.  Supposons,  par  exemple,  que  A'  coupe  la  sphère  en 
M'  et  N'  ;  les  plans  polaires  de  ces  deux  points,  c'est-à-dire  les 
plans  tangents  en  M'  et  IV  passent  par  A.  Donc 

La  conjuguée  d'une  droite  A'  qui  a  deux  points  communs  avec 
la  sphère  est  l'intersection  des  plans  tangents  en  ces  deux  points  ; 
la  conjuguée  d'une  droite  A  extérieure  à  la  sphère  est  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact  des  plans  tangents  à  la  sphère 
menés  par  A. 

218.  Cas  particuliers.  —  Si  OA  =  r,  on  a  aussi  OA'  =  r  ; 
dans  ce  cas,  les  droites  A  et  A7  sont  tangentes  à  la  sphère  au 
même  point  A. 

Réciproquement,  deux  tangentes  rectangulaires  en  un  même 
point  de  la  sphère  sont  conjuguées. 

Si  OA'  tend  vers  zéro,  OA  augmente  indéfiniment.  Donc  la 
conjuguée  d'une  droite  passant  par  le  centre  de  la  sphère  est 
rejetée  à  l'infini. 


EXERCICES 


1.  Lieu  dos  contres  des  sphères  qui  sont  coupées  par  deux  ou  par 
trois  sphères  données  suivant  des  grands  cercles. 

2.  Lieu  dos  points  dont  les  puissances  par  rapport  à  deux  sphères 
soient  égales  et  de  signes  contraires. 

3.  Lieu  des  points  dont  les  puissances  par  rapport  à  deux  ou 
a  trois  sphères  soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnés 
[G.  P.  p.  206,  ox.  6]. 
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4.  Construire  les  sphères  tangentes  à  quatre  sphères  données,  en 
imitant  la  méthode  employée  [G.  P.  21 3]  pour  trouver  les  cercles 
tangents  à  trois  cercles  donnés.  —  Considérer  le  cas  particulier  où 
les  centres  des  quatre  sphères  sont  dans  un  même  plan,  ou  en 
ligne  droite  (voir  Bull,  des  se.  math,  et  ph.  élém..  3°  a.,  p.  i55, 
question  4e"). 


CHAPITRE    VII 
SYSTÈMES  DE  SPHÈRES.  —  INVERSION 

a  19.  La  figure  homothétique  d'une  sphère  est  une  sphère.  Les 
centres  de  ces  deux  sphères  sont  des  points  homologues,  et  le 
rapport  de  leurs  rayons  est  égal  au  rapport  d'homothétie. 

Réciproquement,  deux  sphères  quelconques  peuvent  être 
regardées,  soit  comme  directement,  soit  comme  inversement 
homothétiques .  Les  deux  centres  d'homothétie,  directe  ou  inverse , 
partagent,  extérieurement  ou  intérieurement,  la  droite  des  centres 
dans  le  rapport  des  rayons. 

Même  démonstration  qu'aux  numéros  166  et  167  de  la 
Géométrie  plane. 

aao.  Nous  désignerons  par  (AB),  le  centre  d'homothétie 
directe  de  deux  sphères  A  et  B  ;  par  (AB)_  i  le  centre  d'homo- 
thétie inverse  ;  par  (AB)e,  c  =  zt  1,  l'un  ou  l'autre  des  deux 
centres  d'homothétie. 

Trois  sphères  A,  B,  C,  considérées  deux  à  deux,  ont  trois 
centres  d'homothétie  directe  et  trois  centres  d'homothétie 
inverse.  La  droite  qui  passe  par  les  deux  centres  d'homothétie 
(ABj£,  (AC)g'  de  la  sphère  A  avec  les  deux  autres  passe  aussi 
parle  centre  d'homothétie  (BCj£6»  de  ces  deux  autres.  Comme 
on  peut  donner  à  chacun  des  indices  e,  s' la  valeur  4-1  ou  —  1 , 
on  obtient  quatre  droites  : 


(AB), 

(AC), 

(BC), 

(AB), 

(AC)_  , 

(BC)_  , 

(AB)_  , 

(AC), 

(BC)_  , 

(AB)_  , 

(AC)_  , 

(BC)„ 

contenant  chacune  trois  centres  d'homothétie. 


1 
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La  première  contient  les  trois  centres  d'homothétie  directe 
et  s'appelle  l'axe  d'homothétie  directe. 

Les  trois  autres  contiennent  chacune  un  centre  d'homothétie 
directe  et  deux  centres  d'homothétie  inverse,  et  s'appellent 
axes  d'homothétie  inverse. 

Ces  quatre  droites  forment  un  quadrilatère  complet  dont  les 
six  sommets  sont  les  six  centres  d'homothétie. 

221.  Réciproquement,  les  côtés  d'un  quadrilatère  complet 
quelconque  peuvent  être  considérés  comme  les  axes  d'ho- 
mothétie de  trois  sphères  ayant  pour  centres  les  sommets 
du  triangle  formé  par  les  diagonales  de  ce  quadrilatère  ;  le 
rayon  de  Tune  de  ces  sphères  peut  être  choisi  arbitraire- 
ment. 

222.  Quatre  sphères  A,B,  C,  D  peuvent  être  combinées  deux 
à  deux  de  6  manières,  et  trois  à  trois  de  4  manières  ;  donc  elles 
ont  6  centres  d'homothétie  directe,  6  centres  d'homothétie 
inverse,  4  axes  d'homothétie  directe  et  12  axes  d'homo- 
thétie inverse. 

Pour  étudier  la  position  de  ces  12  centres  et  de  ces  16  axes 
d'homothétie,  considérons  trois  centres  d'homothétie  : 

(AB),.  (AC)6-,         (AD),. 

de  la  sphère  A  avec  les  trois  autres.  Le  plan  P  qui  passe  par 
ces  trois  points  contient  aussi  les  centres  d'homothétie 

(BC)££,,  (BD)U„,         (CD)g,£„ 

des  trois  autres  sphères  considérées  deux  à  deux,  et  ces  trois 
derniers  points  sont  sur  un  axe  d'homothétie  de  ces  trois 
sphères  ;  car,  e2  étant  égal  à  1 ,  on  a 

se'  x  es"  =  s's". 

Donc  le  plan  P  contient  4  axes  et  6  centres  d'homo- 
thétie. 
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Comme  on  peut  donnera  chacun  des  indices  c,  i\  t"  la  valeur 
i  ou  —  1 ,  on  obtient  8  plans  P  : 


AB), 

(AC), 

(AD), 

(BC), 

(BD), 

(CD), 

(AB), 

(AC)_  , 

(AD)_  , 

(BC)_  , 

«BD)_, 

(CD), 

(AB)_ , 

lAC,, 

(AD)_  , 

(BC)_ , 

(BD), 

(CD)_ , 

(AB|_ , 

(AC)_  , 

(AD), 

(BC), 

(BD)_  , 

(CD)_ , 

(AB)_  , 

(AC), 

(AD), 

(BC)_  , 

(BD)_, 

(CD), 

(AB),  (AC).,       (AD),  (BC)_t       (BD),  (CD)_  , 

(AB),  (AC),  (AD)_,       (BC),  (BD)_  ,        (CD)_ , 

(AB)_,       (AC)_,       (AD)_,       (BC),  (BD),  (CD)f. 

Le  premier  contient  les  quatre  axes  d'homothétie  directe  et 
s'appelle  le  plan  d'homothétie  directe. 

Les  trois  suivants  contiennent  chacun  quatre  axes  d'ho- 
mothétie inverse  et  s'appellent  plans  d'homothétie  inverse. 

Les  quatre  derniers  contiennent  chacun  un  axe  d'homothétie 
directe  et  trois  axes  d'homothétie  inverse  ;  ils  s'appellent  plans 
d'homothétie   mixte. 

Ces  huit  plans  sont  les  faces  des  quatre  octaèdres  qui  ont 
chacun  pour  sommets  les  six  centres  d'homothétie  de  l'une  des 
sphères  avec  les  trois  autres,  et  pour  diagonales  les  droites  qui 
joignent  le  centre  de  cette  sphère  à  ceux  des  trois  autres. 

22I.  Réciproquement,  les  huit  faces  d'un  octaèdre  ayant  pour 
sommets  les  extrémités  de  trois  segments  de  droites  concou- 
rantes peuvent  être  considérées  comme  les  plans  d'homothétie 
de  quatre  sphères,  dont  les  centres  sont  le  point  de  concours 
des  trois  droites  et  les  conjugués  harmoniques  de  ce  point  par 
rapport  aux  trois  segments  ;  le  rayon  de  lune  des  sphères 
peut  être  choisi  à  volonté. 


PLANS  TANGENTS    COMMUNS  A    DEUX   OU    A  TROIS  SPHERES 

11  \.  Théorème. —  Tout  plan  tangent  commun  à  deux  sphères 
passe  par  le  centre  d'homothétie  directe  ou  inverse  de  ces  deux 
sphères ,  suivant  qu'il  laisse  ou  non  les  deux  sphères  d'un  même 
côté. 


aoo  GÉOMÉTRIE  DASS  L'ESPACE 

Car  les  rayons  qui  aboutissent  aux  points  de  contact  sont 
parallèles,  de  même  sens,  ou  de  sens  contraires,  selon  que  les 
deux  sphères  sont  ou  non  d'un  même  côté  du  plan  tangent. 

Réciproquement,  tout  plan  passant  par  l'un  des  centres  d'ho- 
mothétie  et  tangent  à  l'une  des  sphères  est  tangent  à  l'autre. 

m 

Corollaires.  —  I.  —  L'enveloppe  des  plans  tangents  communs 
à  deux  sphères  se  compose  de  deux  cônes  circonscrits  aux  deux 
sphères,  ayant  pour  sommets  les  deux  centres  d' homothétic 

II.  —  Tout  plan  tangent  commun  à  trois  sphères  passe  par 
un  axe  d-  homothétic  de  ces  trois  sphères;  réciproquement,  tout 
plan  passant  par  l'un  des  axes  d' homothétic  de  trois  sphères  et 
tangent  à  l'une  d'elles  est  tangent  aux  deux  autres. 

Comme,  par  chacun  des  quatre  axes  d'homothétie  de  trois 
sphères,  on  peut  mener,  en  général,  deux  plans  tangents  à  l'une 
d'elles,  il  en  résulte  que  trois  sphères  ont,  en  général,  huit 
plans  tangents  communs. 

INVERSION 

22 5.  Il  n'y  a  rien  à  changer  à  la  définition  que  nous  avons 
donnée  de  l'inversion  en  Géométrie  plane. 

Etant  donnés  un  point  iixe  O,  appelé  pôle  d'inversion,  et  une 
constante  \,  positive  ou  négative  (à  =  db  a*,  a  désignant  une 
longueur),  appelée  puissance  d'inversion,  à  tout  point  M  de 
l'espace  on  fait  correspondre  le  point  M'  de  la  droite  OM 
défini  par  la  relation 


OMx  OM'  =  X. 

Si  l'on  fait  décrire  au  point  M  une  figure  F,  le  point  M'  décrit 
une  figure  F',  qu'on  appelle  la  figure  inverse  de  F. 

Si  Ton  convient  de  dire  que  deux  points  sont  symétriques 
par  rapport  à  une  sphère  quand  ils  sont  conjugués  par  rap- 
port à  cette  sphère  et  en  ligne  droite  avec  le  centre,  on  voit 
que,    dans  le    cas  où   la  puissance  d'inversion  est   positive, 
z=  -H  a%,  la  loi  de  correspondance  entre  deux  points  inverses 
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M  et  M' peut  s'énoncer  en  disant  que  ces  deux  points  sont  symé- 
triques par  rapport  à  la  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  a . 

ua6.  On  démontre,  comme  en  géométrie  plane  [242  à  24O], 
les  théorèmes  suivants  :  , 

i°  Deux  couples  de  points  inverses  sont  sur  un  même  cercle  ; 
trois  couples  de  points  inverses  sont  sur  une  même  sphère. 

'i°  Deux  figures  inverses  d'une  troisième  par  rapport  à  un 
même  pâle  sont  homothétiques  entre  elles. 

3°  La  figure  inverse  d'une  sphère  qui  passe  par  le  pôle  d'inver- 
sion est  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  cette  sphère  mené 
par  le  pôle. 

4°  Réciproquement,  la  figure  inverse  d'un  plan  qui  ne  passe 
pas  par  le  pôle  est  une  sphère  passant  par  le  pôle. 

j°  La  figure  inverse  d'un  plan  passant  par  le  pôle  est  ce  plan 
lui-même. 

6°  La  figure  inverse  d'une  sphère  qui  ne  passe  pas  par  le  pôle 
est  une  sphère;  le  pôle  est  un  centre  d'homothétic  de  ces  deux 
sphères. 

70  Réciproquement,  deux  sphères  peuvent  être  regardées 
comme  inverses  de  deux  façons  différentes,  en  prenant  pour  pôle 
l'un  ou  l'autre  des  centres  d'homothétic.  Deux  points  corres- 
pondants sont  dits  antihomologues  par  rapport  au  centre  d'ho- 
mothétie  que  l'on  prend  pour  pôle. 

8°  Deux  cordes  antihomologncs  se  coupent  dans  le  plan  radical 
des  deux  sphères. 

90  Le  lieu  des  points  antihomologues  des  points  d'un  cercle  de 
l'une  des  deux  sphères  est  un  cercle  de  l'autre,  et  les  plans  de 
ces  deux  cercles  se  coupent  dans  le  plan  radical  ;  car  ces  deux 
cercles  sont  sur  une  même  sphère. 

io°  Les  plans  tangents  en  deux  points  antihomologncs  se  cou- 
pent dans  le  plan  radical.  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du 
précédent,  en  supposant  que  les  cercles  considérés  se  rédui- 
sent à  des  points.  On  peut  aussi  le  démontrer  directement  en 
remarquant  que  les  droites  qui  joignent  les  centres  à  deux 
points  antihomologues  M,  M'  se  coupent  en  un  point  A,  tel 
que  AM=AM-';  donc  la  sphère  de  centre  A  et  de  rayon  AM 
est  tangente  aux   deux   sphères  données  en  M  et  M'  ;  donc  les 
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plans  tangents  en  ces  deux  points  sont  les  plans  radicaux  de 
la  sphère  A  avec  les  deux  sphères  données  et,  par  consé- 
quent, se  coupent  dans  le  plan  radical  de  ces  deux  sphères. 

1 1  °  Réciproquement,  si  par  une  droite  du  plan  radical  on  mène 
des  plans  tangents  aux*  deux  sphères,  les  points  de  contact 
A  et  B  des  plans  tangents  à  l'une  sont  antihomologucs  des  points 
de  contact  Af  et  B'  des  plans  tangents  à  l'autre  :  les  droites 
A  A',  BB;  passent  par  l'un  des  centres  d  'homothétie ,  et  les 
droites  AB',  BA'  passent  par  l'autre, 

2*7.  Théorème  fondamental.  —  L'inversion  conserve  les 
angles. 

i°  On  démontre  d'abord,  comme  en  géométrie  plane,  que 
les  tangentes  à  deux  lignes  inverses  en  deux  points  correspon- 
dants A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  perpendi- 
culaire au  milieu  de  A  A'. 

Ensuite,  soient  1\  A  deux  lignes  qui  se  coupent  en  un 
point  A;  leurs  inverses  r',  A'  se  coupent  au  point  A'  inverse 
de  A.  L'angle  en  A  des  deux  lignes  r,  A  est,  par  définition, 
r  angle  de  leurs  tangentes  en  A  :  AS  et  AT  ;  l'angle  en  A'  des 
deux  lignes  V,  A'  est  l'angle  de  leurs  tangentes  en  A'  :  A'S'  et 

A'T\  Ces  deux  angles  SAT,  S'A'T7  sont  égaux,  comme  symé- 
triques par  rapport  au  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  AAf. 

•i°  Soient  A,  A'  deux  points  correspondants  de  deux  sur* 
faces  inverses  2,  2'.  Traçons,  sur  la  surface  £,  deux  lignes 
quelconques  r,  a  passant  par  A  ;  leurs  inverses  T',  A'  passent 
par  A'  et  appartiennent  à  la  surface  !f.  Le  plan  tangent  en  A  à 
la  surface  £  est  défini  par  les  tangentes  en  A  aux  lignes  F  et  A; 
le  plan  tangent  en  A'  à  la  surface  £'  est  défini  par  les  tangentes 
en  A'  aux  lignes  r'  et  A'.  Donc,  d'après  ce  qui  précède  [ic], 
ces  deux  plans  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  perpendi- 
culaire au  milieu  de  AA'. 

Cela  posé,  soit  A  un  point  commun  à  deux  surlaces  I  et  2,  ; 
leurs  inverses,  £'  et  St',  passent  par  le  point  A'  inverse  de  A. 
L'angle  en  A  des  deux  surfaces  2,  ~t  est,  par  définition,  le 
dièdre  formé  par  leurs  plans  tangents  en  A  ;  l'angle  en  A'  des 
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deux  surfaces  £',  2,'  est  le  dièdre  formé  par  leurs  plans  tan- 
gents en  A'.  Ces  deux  dièdres  sont  égaux,  comme  symétriques 
par  rapport  au  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  A  A'. 

228.  Cas  particuliers.  —  I.  —  Quand  deux  lignes,  ou  deux 
surfaces,  sont  tangentes,  leurs  inverses  le  sont  aussi, 

II.  —  Quand  deux  lignes,  ou  deux  surfaces,  sont  orthogo- 
nales, leurs  inverses  le  sont  aussi. 


SPHERES   ISOGOXALES.    —    SPHERES   TANGENTES 

229.  On  dit  qu'une  sphère  est  isogonale  à  deux  autres  lors- 
qu'elle les  coupe  sous  des  angles  égaux  ou  supplémentaires. 

Théorème.  —  Toute  sphère  passant  par  deux  points  a nti ho- 
mologues de  deux  autres  sphères  est  isogonale  à  ces  deux  autres 
sphères;  et  réciproquement. 

Soient  (fig.  i/#6j   A  et  A'  deux  points  an ti homologues  des 
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sphères  2  et  £',  par  rapport  au  centre  d'homothétie  C;  et 
soit  c  une  sphère  passant  par  A  et  A'.  Si  on  transforme  la 
ligure  par  inversion,  en  prenant  pour  pôle  le  point  C  et  pour 
puissance  CA.CA',  la  sphère  o  se  transforme  en  elle-même, 
2  se  transforme  en  S'  et  S'  en  S  ;  donc,  puisque  l'inversion 
conserve  les  angles,  la  sphère  g  est  isogonale  aux  deux 
sphères  Z  et  £'. 

Réciproquement,  supposons  que  la  sphère  <r  soit  isogonale 
aux  deux  sphères  X  et  2'.  Considérons  le  plan  des  trois  cen- 


ao4  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE 

très  I,  O,  O';  soient  A  et  B,  A'  et  B'  les  points  où  ce  plan 
coupe  les  cercles  communs  aux  sphères  a  et  21,  g  et  2'.  Les 
angles  IAO,  IBO  sont  égaux  et  de  sens  contraires,  et,  par 
hypothèse,  les  angles  IAO,  IA'O'  sont  égaux  ou  supplémen- 
taires. 

i°  Si  IAO  =  IA'O'  (iig.  i  '#(>),  soit  IAO  celui  des  deux  angles 
IAO,  IBO  qui  n'est  pas  de  même  sens  que  l'angle  IA'O'.  Les  deux 
angles  IAO,  IA'O'  sont  symétriques  par  rapport  à  la  bissec- 
trice de  l'angle  AIA',  c'est-à-dire  par  rapport  à  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  I  sur  AA;;  donc  les  angles  OAA',  O'A'A  sont 
aussi  symétriques  par  rapport  à  cette  droite.  Il  en  résulte 
d'abord  que  les  points  O  et  O'  sont  d'un  même  coté  de  la 
droite  A  A',  ensuite  que  les  angles  (AO,AA')  et  (AA't  A'O') 
sont  égaux.  Mais,  si  1)  est  le  second  point  de  rencontre  de  la 
droite  A  A'  avec  la  sphère  2,  l'angle  (AO,  A  A')  est  aussi  égal  à 
l'angle  (AA't  DO)  ;  donc  les  angles  (AA\  1)0)  et  (AA',  A'O') 
sont  égaux  et,  par  conséquent,  les  rayons  DO,  A'O'  sont  pa- 
rallèles. Comme  les  centres  O,  O'  sont  d'un  même  côté  de  la 
droite  AA',  on  en  conclut  que  cette  droite  passe  par  le  centre 
d'homothétie  directe  des  deux  sphères  et  que  les  points  A,  A' 
sont  antihomologues  par  rapport  à  ce  centre  d'homothétie 
directe. 

<±°  Si  les   angles  IAO,  IA'O'  sont  supplémentaires  (iig.  i\~\. 


soit  IAO  celui  des  deux  angles  IAO,  IBO  qui  est  de  même 
sens  que  l'angle  LVO',  et  soit  A'E  la  demi-droite  opposée  à 
A'O'.  Les  deux  angles  IAO,  LVK  sont  symétriques  par  rap- 


SrSTKMES   DE   SPHÈRES.  —  IXVEliSIOX  ao5 

port  à  La  bissectrice  de  l'angle  AI  A';  on  en  conclut,  en  rai- 
sonnant comme  dans  le  cas  précédent,  que  les  centres  O,  O' 
sont  de  part  et  d'autre  de  la  droite  A  A'  et  que  les  points  A,  A' 
sont  antihomologues  par  rapport  au  centre  d'homothétie 
inverse  des  deux  sphères. 

i'\o.  Ainsi,  il  y  a  deux  séries  de  sphères  isogonales  à  deux 
sphères  Set  1'  ;  les  unes  coupent  les  deux  sphères  l,  1'  sous 
des  angles  égaux  et  ont  pour  centre  radical  le  centre  d'homo- 
thétie directe  de  ces  deux  sphères  ;  les  autres  coupent  les  deux 
sphères  2,  S'  sous  des  angles  supplémentaires  et  ont  pour  cen- 
tre radical  le  centre  d'homothétie  inverse  de  ces  deux  sphères. 

Les  sphères  orthogonales  aux  deux  sphères  2,  2'  sont 
évidemment  communes  aux  deux  séries,  c'est-à-dire  que  les 
cercles  d'intersection  de  chacune  d'elles  avec  les  sphères 
2  et  Z'  sont  inverses  par  rapport  aux  deux  centres  d'homo- 
thétie de  ces  deux  sphères. 

Les  sphères  tangentes  à  2  et  à  2'  appartiennent  à  la  pre- 
mière ou  à  la  seconde  série,  selon  que  leurs  contacts  avec 
2  et  S'  sont,  ou  non,  de  la  méiiie  nature. 

Corollaires.  —  I.  — H  y  a  quatre  séries  de  sphères  iso- 
gonales à  trois  sphères  y,,,  y.it  23  :  ce/ les  qui  font  des  angles 
égaux  avec  ces  trois  sphères,  celles  qui  font  avec  2,  un  angle 
supplémentaire  des  angles  qu'elles  font  avec  2«  et  y.3  etc.  Les 
sphères  isogonales  d'une  même  série  ont  pour  axe  radical  l'un 
des  ojccs  d'homothétie  de  £p  y.,,  y.3. 

Ainsi  les  sphères  s  qui  coupent  £,,  S,,  23  sous  des  angles 
égaux  ont  pour  axe  radical  l'axe  d'homothétie  directe  \  de 
2,,  Sâi  -j-  Donc  les  plans  radicaux  de  ces  sphères  ?  avec  la 
sphère  S,,  par  exemple,  coupent  cet  axe  A  en  un  point  fixe  P. 
En  particulier,  si  l'on  considère  celles  des  sphères  s  qui  sont 
tangentes  (de  la  même  façon)  à  1,,  y.a,  -3,  les  plans  tangents 
menés  par  les  points  de  contact  de  ces  sphères  avec  2.t 
passent  par  P;  donc  le  lieu  de  ces  points  de  contact  est 
le  cercle  de  contact  du  cône  de  sommet  P  circonscrit  à  -r 

Le  même  raisonnement  s'applique  aux  trois  autres  séries  de 
sphères  tangentes  à  2,.  2^,  y.3.  Par  conséquent, 


j 
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Le  lieu  des  pointa  de  contact  des  sphères  tangentes  à  trois 
sphères  données,  avec  l'une  de  ces  trois  sphères,  se  compose  de 
quatre  cercles. 

Cette  proposition  est  connue  sous  le  nom  de  Théorème  ob 
Dupuis. 

II.  —  Il  y  a  huit  séries  de  sphères  isogonales  à  quatre 
sphères  24,  £lf  2a,  24  ;  celles  qui  appartiennent  à  une  même 
série   ont  pour  plan    radical    l'un   des  plans   d'homothétie  de 

V        v         V         V 

-*i»  *-a>  -s»  — 4* 

Ainsi  les  sphères  *  qui  coupent  24,  2,,  23,  2*.  sous  des 
angles  égaux  ont  pour  plan  radical  le  plan  d'homothétie  di- 
recte IL  Donc  les  plans  radicaux  de  ces  sphères  a  avec  la 
sphère  2lf  par  exemple,  coupent  ce  plan  II  suivant  une  droite 
fixe  A. 

23 1.  En  particulier,  si  l'on  considère  celles  des  sphères  s 
qui  sont  tangentes  (de  la  même  façon)  à  2,,  2r  2,,  24,  les 
plans  tangents  menés  par  les  points  de  contact  de  ces  sphères 
avec  2t  passent  par  A. 

Réciproquement,  soit  A,  le  point  de  contact  d'un  plan  tan- 
gent à  Sj  mené  par  A,  et  soient  As,  A,,  A4  les  antihomologues 
de  Aj  sur  22,  23,  24,  par  rapport  aux  centres  d'homothétie  di~ 
recte  C|s,  C13,  C^.  La  sphère  passant  par  A,,  A,,  A3,  A4  est 
une  sphère  c  ;  donc  le  plan  radical  de  cette  sphère  et  de  24 
passe  par  A  et,  par  suite,  se  confond  avec  le  plan  déterminé 
par  A  et  le  point  Ar  Gomme  ce  plan  est  tangent  à  2r  la  sphère 
Aj  A,  A3  A4  l'est  aussi.  Mais  si  l'on  transforme  la  figure  par 
inversion  en  prenant  Cit  pour  pôle  et  Cfl  A,.  C1SAS  pour  puis- 
sance d'inversion,  l'inverse  de  2t  est  2r  et  la  sphère  At  As  Aa  A4 
se  transforme  en  elle-même  ;  donc,  puisqu'elle  est  tangente 
à  2,,  elle  est  aussi  tangente  à  2,.  On  prouve  de  même  qu'elle 
est  tangente  à  S,  et  à  24.  D'ailleurs,  elle  touche  S,,  2r  23,  24 
de  la  même  façon,  puisque  c'est  une  sphère  <r. 

Or,  par  la  droite  A,  on  peut  mener  en  général  deux  plans 
tangents  à  2,  ;  donc  il  y  a,  en  général,  deux  sphères  tangentes 
de  la  même  façon  à  2P  2r  23,  24. 
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En  remplaçant  le  plan  II  par  un  des  sept  autres  plans  d'ho- 
mothétie,  on  obtient  sept  autres  couples  de  sphères  tangentes. 
Par  conséquent, 

Il  y  a,  en  généra/,  seize  sphères  tangentes  à  quatre  sphères 
données. 

ili.  Le  raisonnement  précédent  s'applique,  sans  modifi- 
cation, au  cas  où  une  ou  plusieurs  des  sphères  données  se 
réduisent  à  des  points,  en  considérant  ces  points  comme  des 
sphères  de  rayon  nul. 

Il  subsiste  également  dans  le  cas  où  une,  deux  ou  trois  des 
sphères  données  sont  remplacées  par  des  plans.  Car  un  plan 
et  une  sphère  peuvent,  de  même  que  deux  sphères,  être  con- 
sidérés comme  inverses  de  deux  façons  différentes,  en  prenant 
pour  pôle  d'inversion  Tune  ou  l'autre  des  extrémités  du  dia- 
mètre de  la  sphère  perpendiculaire  au  plan.  Ces  pôles  d'in- 
version jouent,  dans  la  théorie  précédente,  le  même  rôle  que 
les  centres  d'homothétie  de  deux  sphères,  et  les  points  de  ren- 
contre dune  droite  quelconque  passant  par  l'un  de  ces  pôles 
avec  le  plan  et  la  sphère  jouent  le  rôle  de  points  antihomo- 
logues. 

CERCLES     INVERSES 

a3'5.  On  a  vu,  en  géométrie  plane,  que  la  figure  inverse  d'un 
cercle  r  dont  le  plan  passe  par  le  pôle  est  une  droite  ou  un 
cercle,  selon  que  r  passe  ou  non  par  le  pôle. 

La  figure  inverse  d'un  cercle  V  dont  le  plan  ne  passe  pas  par 
le  pôle  est  toujours  un  cercle. 

Car  ce  cercle  r  peut  être  regardé  comme  l'intersection  de 
deux  sphères  qui  ne  passent  pas  par  le  pôle  ;  donc  son  in- 
verse r'  est  l'intersection  des  sphères  inverses  de  ces  deux-là, 
c'est-à-dire  un  cercle. 

a34.  Appelons  1  la  sphère  qui  passe  par  r  et  par  l'inverse 
d'un  point  de  F,  et  g  la  sphère  orthogonale  à  2  et  passant  par  r. 
L'inverse  de  la  sphère  -  est  cette  sphère  elle-même,  l'inverse 
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de  c  est  une  sphère  d  orthogonale  à  S,  et  l'inverse  Tr  du 
cercle  Y  est  l'intersection  des  deux  sphères  S  et  d.  Par  con- 
séquent, 

Deux  cercles  inverses  r,  T!  sont  situés  sur  une  même  sphère  £, 
et  le  pôle  d'inversion  est  un  centre  d'homothétie  des  sphères 
passant  respectivement  par  Y,  Y'  et  orthogonales  à  £. 

2*55.  Réciproquement  [a3o],  deux  cercles  quelconques  d'une 
même  sphère  2  peuvent  être  considérés  comme  inverses  de  deux 
façons  différentes,  en  prenant  pour  pôle  d'inversion  l'un  ou 
l'autre  des  centres  d'homothétic  des  sphères  passant  par  ces 
deux  cercles  et  orthogonales  à  2. 

a36.  Théorème-  —  Tout  cône  passant  par  un  cercle  Y 
d'une  sphère  2  coupe  cette  sphère  suivant  un  deuxième  cercle. 

Soient  0  le  sommet  du  cône,  A  un  point  quelconque  du 
cercle  r,  A'  le  second  point  de  rencontre  de  la  droite  OA  avec 
la  sphère,  p  la  puissance  du  point  O  par  rapport  à  la  sphère  ; 
on  a 

OÂ.ÔX  =p. 

Donc  le  lieu  du  point  A'  est  la  figure  inverse  du  cercle  r, 
par  rapport  au   pôle  O  et  à  la  puissance  p,  c'est-à-dire  un 

cercle. 


PROJECTION    STEREOGRAPHIQUE 

•il 7.  Etant  donnés  (iig.  148)  une 
sphère  S,  un  point  O  de  cette 
sphère  et  un  plan  II  parallèle  au 
plan  tangent  en  O,  on  appelle  pro- 
jection stéréographique  d'un  point 
quelconque  A  de  la  sphèrct  sur  le 
plan  II,  le   point  de   rencontre  A' 

de  la  droite  OA  avec  le  plan  II,  et 
Fig".   148.  .       .  ,  .  .  ., 

projection    stéréographique    a  une 

ligne  tracée  sur  la  sphère,  le  lieu    des  projections  stéréogra- 

phiques  des  divers  points  de  cette  ligne.  Le  point  O  s'appelle 

le  point  de  vue,  et  le  plan  II,  le  plan  du  tableau. 
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•2  $8.  Nous  savons  que  la  sphère  -  et  le  plan  II  peuvent  être 
regardés  comme  inverses  par  rapport  au  point  O  ;  donc, 
toute  ligne  tracée  sur  la  sphère  et  sa  projection  stéréogra- 
phique  sont  des  figures  inverses.  Par  conséquent, 

i°  La  projection  stéréo  graphique  conserve  les  angles; 

2.0  La  projection  stéréographique  d'un  cercle  Y  de  la  sphère 
est  un  cercle  Y' . 

Pour  trouver  le  centre  de  ce  cercle  r',  considérons  la 
sphère  5  passant  par  r  et  orthogonale  à  2;  la  sphère  inverse  a* 
passe  par  r'  et  est  orthogonale  au  plan  II,  donc  son  centre  S7 
coïncide  avec  celui  de  r'.  Mais  ce  centre  S'  est  situé  sur  la 
droite  qui  joint  le  pôle  au  centre  S  de  la  sphère  5,  c'est-à-dire 
au  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  2  suivant  le 
cercle  r.  Donc 

'5°  Le  centre  de  la  projection  stéréo  graphique  d'un  cercle  de 
la  sphère  X  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  le  point  de  vue  au 
sommet  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  suivant  ce  cercle. 

SECTIONS    AXTIPAKALLELES    DIX    CÔXE    A    BASE    CIRCULAIRE 


239.  On  dit  qu'une  section  plane  d'un  cône  oblique  à  base 
circulaire  est  antiparallèle  à  la  base  quand  son  plan  est  paral- 
lèle au  plan  tangent  mené  par  le  sommet 
du  cône  à  la  sphère  passant  par  la  base 
«-1  le  sommet  du  cône.  Cette  section  est 
un  cercle,  car  on  peut  la  considérer 
comme  la  projection  stéréographique 
de  la  base,  en  prenant  pour  point  de  vue 
le  sommet  du  cône  et  pour  plan  du  ta- 
bleau le  plan  de  la  section. 

-±\o.  Réciproquement,  ni  deux  cercles 
non  parallèles  T,   Y'  (f\g.  1  \ij)  sont  situés 
sur  un  même  cône  de  sommet  O,  le  plan 
de   l'un  de  ces  cercles  est  parallèle   au     / 
plan  tangent  en  O  à  la  sphère  qui  passe  p-      x, 

par  O  et  par  l'autre  cercle. 

En  effet,  soit  II  un  plan  parallèle  au  plan  de  Y'  et  coupant  Y 
G.  et  N.  Géométrie.  14 
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en  deux  points  A  et  B  ;  la  section  r"  faite  dans  le  cône  par  ce 
plan  n  est  un  cercle,  puisqu'elle  est  homothétique  à  r7.  Les 
deux  cercles  r,  r"  ayant  deux  points  communs  sont  situés  sur 
une  même  sphère  a  [19:1,  II].  Il  en  résulte  que,  si  l'on  trans- 
forme la  figure  par  inversion,  en  prenant  pour  pôle  le  point  O 
et  pour  puissance  la  puissance  de  ce  point  par  rapport  à  la 
sphère  a,  l'inverse  de  r  est  r"  et  l'inverse  de  la  sphère  21  qui 
passe  par  r  et  par  O  est  le  plan  II  du  cercle  r".  Par  consé- 
quent, ce  plan  II  est  parallèle  au  plan  tangent  en  O  à  la 
sphère  2;  donc  le  plan  de  r'  l'est  aussi. 

Corollaire.  —  Dans  tout  cône  à  base  circulaire,  les  seules 
sections  circulaires  sont  celles  qui  sont  parallèles  ou  antiparal- 
lèles à  la  base.  Deux  sections,  l'une  parallèle,  l'autre  antipa- 
rallèlc  à  la  base,  sont  inverses  par  rapport  au  sommet  et,  par 
suite,  situées  sur  une  même  sphère. 

Remarque.  —  Si  le  cône  à  base  circulaire  est  droit,  les  sec- 
tions antiparallèles  se  confondent  avec  les  sections  parallèles  à 
la  base. 

i:xkri;i  v.  e  s 

1.  Mener  par  un  point  un  plan  tangent  à  deux  sphères. 

a.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  coupant  deux  sphères 
données  suivant  deux  cercles  dont  les  rayons  soient  proportionnels 
à  ceux  des  sphères. 

3.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  coupant  trois  sphères  don- 
nées suivant  trois  cercles  dont  les  rayons  soient  proportionnels  à 
ceux  des  sphères. 

\.  Mener  un  plan  tangent  à  deux  cônes  de  révolution  de  même 
sommet.  —  Il  suffit  de  mener  par  le  sommet  un  plan  tangent  à  deux 
sphères  respectivement  inscrites  aux  deux  cônes. 

Application,  —  Mener  par  un  point  un  plan  faisant  des  angles 
donnés  avec  deux  plans  donnés,  ou  avec  deux  droites  données,  ou 
avec  une  droite  et  un  plan  donnés. 

5.  Est-il  toujours  possible  de  transformer,  par  inversion,  un 
système  de  deux,  trois,  quatre  sphères  données  en  sphères  égales  ? 
—  Lieu  des  pôles  d'inversion  daus  les  trois  premiers  cas. 

6.  Etant  données  quatre  sphères,   lieu  des   points  tels  que  si  on 
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ail 


les  prend  pour  pôles  d'inversion,  les  centres  des  quatre  sphères 
inverses  soient  dans  un  même  plan. 

7.  On  dit  qu'une  section  plane  d'un  cylindre  oblique  à  base  cir- 
culaire est  antiparallèle  à  la  base,  quand  son  plan  est  symétrique 
à  celui  de  la  base  par  rapport  à  un  plan  de  section  droite. 

i°  Pour  qu'une  section  plane  d'un  cylindre  oblique  à  base  circu- 
laire soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  parallèle,  ou  anti- 
parallèle à  la  base. 

20  Deux  sections,  l'une  parallèle,  l'autre  antiparallèle  à  la  base, 
sont  situées  sur  une  même  sphère. 

8.  Si  un  cylindre  pénètre  dans  une  sphère  suivant  un  cercle,  il 
en  sort  suivant  un  autre  cercle. 

9.  Les  plans  des  seconds  cercles  d'intersection  d'un  cône  ou  d'un 
cylindre,  à  base  circulaire,  avec  les  sphères  passant  par  cette  base, 
sont  parallèles  entre  eux. 


CHAPITRE    VIII 
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24 1  •  Le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  de  tous 
les  points  d'un  cercle  d'une  sphère  est  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  de  la  sphère  sur  le  plan  du  cercle. 
Les  deux  points  où  cette  perpendicu- 
laire perce  la  sphère  s'appellent  les 
pôles  du  cercle  ;  chacun  d'eux  est  équi- 
distant  de  tous  les  points  du  cercle,  et 
ce  sont  les  seuls  points  de  la  sphère 
qui  jouissent  de  cette  propriété. 

Réciproquement,  si  on  met  Tune  des 
pointes    d'un   compas    en  un  point   P 
(fig.    i5o)    d'une  sphère,    la    ligne    décrite    par    l'autre 
pointe,  en  se  déplaçant  sur  la  surface  de  la  sphère,  est 
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un  cercle  de  pôle  P  ;  car  cette  ligne  est  l'intersection  de 
la  sphère  considérée  avec  la  sphère  qui  a  pour  centre  P 
et  pour  rayon  la  distance  des  pointes  du  compas,» que 
Ton  suppose,  bien  entendu,  moindre  que  le  diamètre  de 
la  sphère. 

3.4^.  Les  pôles  d'un  cercle  d'une  sphère  jouent  donc 
le  même  rôle  que  le  centre  d'un  cercle  en  géométrie 
plane.  Les  arcs  de  grand  cercle,  moindres  qu'une  demi- 
circonférence,  qui  joignent  un  pôle  aux  divers  points  du 
cercle  s'appellent  rayons  sphèrif/itcs  de  ce  cercle  ;  ils  sont 
égaux  entre  eux,  car  les  cordes  qui  les  sous-tendent 
sont  égales. 

La  somme  des  rayons  sphériques,  PA  et  QA,  qui  joi- 
gnent un  point  du  cercle  aux  deux  pôles  est  égale  à  une 
demi-circonférence.  D'ordinaire,  on  choisit  le  pôle  le 
plus  rapproché,  de  sorte  que  le  rayon  sphérique  corres- 
pondant est  moindre  qu'un  quadrant. 

Le  rayon  sphérique  d'un  grand  cercle  est  un  quadrant, 
quel  que  soit  celui  des  deux  pôles  que  l'on  considère  ; 
donc,  pour  tracer  un    grand  cercle,  il  faut  connaître  le 

rayon  de  la  sphère. 

:>-43.  Problème.  —  Trouver  le  rayon 
(Tune  sphère  solide.  —  D'un  point  P 
(fig.  i3o)  de  la  sphère,  comme  pôle, 
avec  une  ouverture  de  compas  arbi- 
traire /,  décrivons  sur  la  sphère  un 
j;;      lîu  cercle  T;  marquons  sur  ce  cercle  trois 

points  A,  B,  C  ;  relevons  avec  le  compas 
les  trois  distances  BC,  CA,  AB;  puis  construisons,  sur  une 
feuille  de  papier  (fig.  1 5 1  )  un  triangle  abc  ayant  pour  côtés 
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ces  trois  distances.  Ce  triangle  est  égal  au  triangle  ABC 
de  l'espace  ;  donc  le  rayon  ia  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  abc  est  égal  au  rayon  IA  du  cercle  T.  Soit  O 
le  centre  de  la  sphère;  dans  le  triangle  isocèle  OAP,  on 
connaît  la  base  AP  =1  et  la  hauteur  AI  issue  de  A  ;  donc 
on  peut  construire  ce  triangle.  Pour  cela,  menons  par  i 
la  perpendiculaire  à  ai  et  décrivons,  de  a  comme  centre 
avec  l  pour  rayon,  un  cercle,  qui  coupe  cette  perpendi- 
culaire en/?;  enfin,  menons  la  perpendiculaire  au  milieu 
de  ap9  et  soit  o  le  point  de  rencontre  de  cette  perpendi- 
culaire avec/?/  :  le  rayon  de  la  sphère  est  égal  à  op. 

Traçons  le  cercle  de  centre  o  et  de  rayon  op,  puis 
menons  le  rayon  od  perpendiculaire  à  op  ;  le  quadrant/;*/ 
est  égal  au  rayon  sphérique  d'un  grand  cercle,  et  la 
corde  pd  est  l'ouverture  de  compas  qu'il  faut  prendre 
pour  décrire  des  grands  cercles  sur  la  sphère. 

:>-44-  te  lieu  des  pôles  des  grands  cercles  passant  par 
un  point  donné  sur  la  sphère  est  évidemment  le  grand 
cercle  qui  a  pour  pôle  ce  point.  Donc  les  pôles  du 
grand  cercle  qui  passe  *par  deux  points  non  opposés  se 
trouvent  à  l'intersection  des  grands  cercles  ayant  pour 
pôles  ces  deux  points. 

245.  Deux  points  A  et  B  de  la  sphère,  non  opposés, 
sont  les  extrémités  de  deux  arcs  de  grand  cercle,  l'un 
plus  petit,  l'autre  plus  grand  qu'une  demi-circonférence. 
Nous  désignerons  toujours  par  AB  le  plus  petit  de  ces 
deux  arcs  et,  d'ordinaire,  nous  dirons  arc  au  lieu  de  arc 
de  grand  cercle  moindre  qu'une  demi-circonférence. 
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ANGLES  DE  DEUX  ARCS  DE  GRANDS  CERCLES. 

ANGLES  SPHÉRIQUES 

a46.  Soit  (fig.   i52)  0  le  centre  de  la  sphère.  L'angle 
de  deux  arcs  AB  et  ÀC  issus  d'un  point  A  est,  par  défi- 
nition, l'angle   des    demi-droites, 
AS  et  AT,  tangentes  en  A  aux  deux 
arcs  et  situées  respectivement  dans 
les    demi-plans    OAB,    OAC.    Or 
ces    tangentes    sont    perpendicu- 
laires au  rayon  OA  ;  donc  l'angle 
qu'elles  forment  est  précisément 
le  rectiligne  du  dièdre  BOAG.  Par 
conséquent, 
Si  V angle  de  deux  arcs  est  droit  y  les  plans  de  ces  deux 
arcs  sont  perpendiculaires. 

247.  La  figure  formée  par  les  demi-grands  cercles  ABA', 
ÀCA',  qui  portent  les  arcs  AB,  AC,  s'appelle  un  angle 
sphèrique  ;  les  points  A,  A'  sont  les  sommets,  les  demi- 
grands  cercles  ABA',  ACA'  sont  les  calés  de  cet  angle 
sphèrique.  Mais,  le  plus  souvent,  on  se  dispense  de  pro- 
longer les  arcs  AB  et  AC  jusqu'en  A'  ;  on  dit  que  ces  arcs 
sont  les  côtés  de  l'angle  sphèrique,  et  on  désigne  cet 
angle  par  BAC,  ou  simplement  par  A. 

248.  On  peut  comparer  directement  les  angles  sphé- 
riques  d'une  même  sphère,  et  répéter  pour  ces  angles  tout 
ce  que  nous  avons  dit  des  angles  plans  [G.  P.  21  à  38].  Mais 
il  est  plus  simple  de  faire  correspondre  à  tout  angle  sphè- 
rique BAC    l'angle    plan   DOH    obtenu    en    joignant   le 


FIGCRES   TRACÉES  SUR  LA   SPHÈRE  ai5 

centre  de  la  sphère  aux  milieux  des  de  mi- grands  cer- 
cles ABA',  ACA'.  Cet  angle  DOE,  qui  est  d'ailleurs  égal 
à  l'angle  SAT  formé  par  les  tangentes  en  A,  s'appelle  le 
rectiligne  de  V angle  sphèrique  BAC  ;  il  est  aussi  le  recti- 
ligne  du  dièdre  BAA'C. 

On  voit  immédiatement  que  deux  angles  sphériques 
égaux  ont  des  rectilignes  égaux,  et  réciproquement.  De 
plus,  si  un  angle  sphèrique  est  la  somme  de  deux  autres, 
son  rectiligne  est  la  somme  des  rectilignes  des  deux 
autres.  Donc, 

Si  on  prend  pour  unité  d'angle  sphèrique  celui  dont  le 
rectiligne  est  l'angle  plan  pris  pour  unité,  la  mesure  d'un 
angle  sphèrique  BAC  est  la  même  que  celle  de  son  recti- 
ligne DOE. 

Mais  ce  rectiligne  DOE  a  même  mesure  que  Tare  DE 
compris  entre  ses  cotés,  et  les  pôles  de  cet  arc  DE  sont 
précisément  les  sommets  A,  A'  de  l'angle  sphèrique, 
puisque  AI)  et  AE  sont  des  quadrants.  D'où  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Tout  angle  sphèrique  a  même  mesure 
que  l'arc  compris  entre  ses  côtés  et  décrit  de  ses  sommets 
comme  pâles. 

249.  Enfin,  si  l'on  prend  sur  le  grand  cercle  DE, 
dans  le  même  sens,  deux  arcs  DP,  EQ,  égaux  chacun  a 
un  quadrant,  le  point  P  est  l'un  des  pôles  de  AB,  le 
point  Q  est  l'un  des  pôles  de  AC,  et  l'arc  PQ  est  évi- 
demment égal  à  DE  ;  tandis  que,  si  Q'  est  le  second  pôle 
de  AC,  l'arc  PQ'  est  supplémentaire  de  DE.  Donc,  en 
remarquant  que  les  points  P  et  Q  sont  d'un  même  côté 
du  grand  cercle  bissecteur  de  l'angle  sphèrique  BAC,  tan- 
dis que  Pet  Q'sont  de  part  et  d'autre,  on  a  ce  théorème  : 
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Théorème.  —  Un  angle  sphérique  a  même  mesure 
que  le  supplément  de  l'are  joignant  les  pôles  rie  ses  côtés* 
ou  même  mesure  que  cet  arc,  selon  que  les  pôles  considérés 
sont y  ou  non y  de  part  et  d'autre  du  grand  cercle  bissecteur. 

23o.  Tout  angle  sphériquc  est  symétrique  par  rapport 
à  la  bissectrice  de  son  rectiligne  ;  donc,  si  on  le  fait  tour- 
ner de  i8o°  autour  de  cette  bissectrice,  il  revient  coïnci- 
der avec  lui-même,  ses  sommets  et  ses  cotés  prennent 
la  place  l'un  de  l'autre  :  c'est  ce  qu'on  exprime  quel- 
quefois en  disant  que  l'angle  BAC  (fig.  IJ2;  est  égal  à 
l'angle  CA'B. 

2ji.  On  dit  qu'un  angle  spbérique  est  aigu,  droit  ou 
obtus y  selon  que  son  rectiligne  est  aigu,  droit  ou  obtus. 
Par  analogie,  on  dit  quelquefois  qu'un  arc  est  aigu,  droit 
ou  obtus 9  selon  qu'il  est  inférieur,  égal  ou  supérieur  ii 
un  quadrant. 

Nous  prendrons,  d'ordinaire,  pour  unité  d'angle  plan 
l'angle  droit,  par  suite,  pour  unité  d'angle  spbérique 
l'angle  sphérique  droit,  et  pour  unité  d'arc  le  quadrant. 
Il  en  résulte  que,  si  a  est  la  mesure  d'un  angle  ou  d'un 
arc,  celle  de  son  supplément  est  2  —  a. 

2J2.  Deux  grands  cercles  forment  quatre  angles,  dont 
cbacun  est  égal  à  celui  qui  lui  est  opposé  par  le  sommet 
et  supplémentaire  des  deux  autres.  Si  l'un  de  ces  quatre 
angles  est  droit,  ils  sont  droits  tous  les  quatre,  et  alors 
les  deux  grands  cercles  sont  perpendiculaires  [cf.  2.46  j. 

253.  Théorème.  —  Pour  que  deu.v  grands  cercles 
soient  perpendiculaires,  il  faut  et  il  suffit  que  F  un  passe 
par  les  pôles  de  Vautre. 
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En  effet,  soient  P  un  pôle  de  Tun,  Q  un  pôle  de 
l'autre  ;  s'ils  sont  perpendiculaires,  PQ  est  égal  à  un 
quadrant,  donc  le  grand  cercle  de  pôle  P  passe  par  Q.  Et 
réciproquement. 

254.  Théorème.  —  Le  lieu  des  pôles  des  grands 
cercles  faisant  un  angle  donné  a  avec  un  grand  cercle 
donné  Y  se  compose  de  deux  cercles  opposés,  dont  les  pôles 
sont  ceux  de  Y  et  dont  les  rayons  sphèriques  ont  même 
mesure  que  a. 

En  effet,  soient  P  et  P'  les  pôles  de  F,  et  soit  Q  l'un 
des  pôles  d'un  grand  cercle  faisant  avec  Y  un  angle  égal 
à  a  ;  l'un  des  deux  arcs  PQ,  P'Q  a  même  mesure  que  a. 
—  Et  réciproquement. 


CERCLES    ORTHOGONAUX.    AXES    RADICAUX 


'2Ji.  Théorème.  —  Pour  qu'un  petit  cercle  Y  soit  orthogonal 
à  un  autre  cercle  V'  de  la  sphère,  il  faut    et  il  suffit  que  le 
sommet  S  du  cône  circonscrit  à  la  sphère 
suivant  le  petit  cercle  V  soit  dans  le  plan 
dcr'. 

En  effet,  soient  (iïg.  1 53  )  I  le  centre 
de  r  ;  A  un  point  commun  aux  deux 
cercles  r  et  r'  ;  AT  et  AT'  les  tangentes 
en  A  à  ces  deux  cercles.  Les  trois  droites 
AS,  AT,  AT'  sont  dans  le  plan  tangent  à 
la  sphère  en  A,  et  l'angle  SAPest  droit, 
en  vertu  du  théorème  des  trois  perpen- 
diculaires :  SI  perpendiculaire  au  plan 
de  r  et  IA  perpendiculaire  à  AT.  Donc, 
pour  que  1  angle  TAT'  des  deux  cercles  l\  I"  soit  droit,  il  faut 
et  il  suffît  que  la  droite  AT'  se  confonde  avec  AS,  c'est-à-dire 
que  le  point  S  soit  dans  le  plan  de  r'. 


Fig.  i.*>3. 


1 
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Corollaires.  —  I.  — Pour  qu'un  grand  cercle  soit  perpen- 
diculaire à  un  petit  cercle,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  passe  par  les 
pôles  de  ce  petit  cercle. 

IL  —  Pour  qu'un  petit  cercle  V  soit  orthogonal  à  deux  autres 
cercles  r|f  l\,  il  faut  et  il  suffît  que  le  sommet  du  cône  circons- 
crit à  la  sphère  suivant  T  soit  sur  l'intersection  A  des  plans 
de  r,  et  de  Yt,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  plan  de  T 
passe  par  la  droite  conjuguée  de  A. 

2 56.  On  appelle  a.ve  radical  de  deux  petits  cercles  le  grand 
cercle  dont  le  plan  passe  par  l'intersection  des  plans  des  deux 
petits  cercles,  ou  est  parallèle  à  ces  deux  plans,  s'ils  ne  se 
coupent  pas.  L'axe  radical  d'un  petit  cercle  et  d'un  grand 
cercle  est  ce  grand  cercle  lui-même. 

2>7.  Si  un  petit  cercle  r  est  orthogonal  à  deux  cercles  rt  et  l\> 
nous  avons  vu  que  le  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  sphère 
suivant  r  est  sur  l'intersection  des  plans  de  r,  et  de  rs,  c'est- 
à-dire  que  les  pôles  de  r  sont  sur  l'axe  radical  de  rt  et  de  r,. 
Donc 

Le  lieu  des  pôles  des  cercles  orthogonaux  à  deux  cercles 
donnés  est  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles. 

2.58.  Les  plans  passant  par  deux  droites  conjuguées,  A  et  A', 
coupent  la  sphère  suivant  deux  familles  de  cercles  orthogonaux. 
Les  cercles  de  la  première  famille,  c'est-à-dire  ceux  dont  les 
plans  passent  par  A,  ont  pour  axe  radical  le  grand  cercle  G  de 
cette  même  famille,  et  leurs  pôles  sont  situés  sur  le  grand 
cercle  G7  de  l'autre  famille;  et  réciproquement.  D'ailleurs, 
nous  savons  que  les  droites  A,  A'  sont  orthogonales  et  qu'une 
de  ces  deux  droites,  et  une  seule,  coupe  la  sphère.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  A  coupe  la  sphère  en  A  et  A';  G  passe 
par  A  et  A',  et  G'  est  perpendiculaire  au  milieu  de  Tare  AA'. 
Les  cercles  de  la  première  famille  coupent  leur  axe  radical  G 
en  A  et  A';  au  contraire,  ceux  de  la  seconde  ne  coupent  pas 
leur  axe  radical  G',  et  deux  d'entre  eux  se  réduisent  aux 
points  A  et  A',  car  les  plans  tangents  en  ces  deux  points  pas- 
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sent  par   lr.  Ces  deux  points  A   et  A'  s'appellent  les  points 
limites  de  la  seconde  famille. 

Réciproquement,  on  démontre,  comme  en  géométrie  plane, 
qu'il  n'y  a  pas,  sur  la  spbère,  d'autres  familles  de  cercles 
orthogonaux  que  celles  qui  viennent  d'être  définies. 

On  peut  d'ailleurs,  par  une  inversion,  en  prenant  pour  pôle 
d  inversion  un  point  de  la  sphère,  ramener  la  question  à  trouver 
dans  un  plan  deux  familles  de  cercles  orthogonaux. 


POLYGONES     S  P  II  E  R  I  Q  U  E  S 

259.  Ou  appelle  brisée  sphèrique  une  ligne  formée  d'arcs 
de  grands  cercles  ;  ces  arcs  sont  les  cotés,  leurs  extrémités 
sont  les  sommets,  et  les  angle»  sphériques  formés  chacun 
par  deux  cotés  consécutifs  sont  les  angles  de  la  brisée. 
Nous  supposerons,  d'ordinaire,  que  chaque  coté  est 
moindre  qu'une  demi-circonférence  et  que  deux  cotés 
consécutifs  quelconques  appartiennent  à  des  grands  cer- 
cles différents. 

On  dit  qu'une  brisée  sphèrique  est  convexe,  quand  le 
grand  cercle  qui  passe  par  deux  sommets  consécutifs 
quelconques  est  tel  que  tous  les  autres  sommets  sont 
dans  un  même  hémisphère  limité  par  ce  grand  cercle. 

On  appelle  polygone  sphèrique  une  brisée  sphèrique 
fermée.  On  emploie  aussi  le  mot  polygone  pour  désigner 
une  portion  de  sphère  limitée  par  une  brisée  fermée  dont 
les  côtés  ne  s'entre-croisent  pas  ;  si  cette  brisée  est  con- 
vexe, Tune  des  portions  de  sphère  qu'elle  limite  est 
moindre  qu'un  hémisphère  :  c'est  toujours  celle-là  que 
l'on  considère. 

On  appelle  triangle  sphèrique  un  polygone  sphèrique 
de  trois  cotés.  \j\\  triangle  sphèrique  est  toujours  con- 
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vexe,  si,  comme  nous  le  supposons,  chacun  de  ses  trois 
côtés  est  moindre  qu'une  demi-circonférence. 

260.  En  joignant  les  sommets  d'un  polygone  sphérique 
convexe  au  centre  de  la  sphère,  on  forme  un  angle  po- 
lyèdre convexe,  dont  les  dièdres  ont  même  mesure  que  les 
angles  du  polygone  et  dont  les  faces  ont  même  mesure 
que  les  côtés  du  polygone.  Donc  on  peut  déduire  les  pro- 
priétés des  polygones  sphériques  de  celles  des  angles 
polyèdres,  en  remplaçant  respectivement  les  mots  :  angle, 
polyèdre,  trièdre,  dièdre,  face,  par  les  mots  :  polygone 
sphérique,  triangle  sphérique,  angle,  côté,  comme  l'indique 
le  tableau  suivant  : 


ANGLES    POLYEDRES 

I.  Dans  lout  trièdre,  une  face 
quelconque  est  plus  petite  que 
la  somme  des  deux  autres  et 
plus  grande  que  leur  diffé- 
rence. 

II.  La  somme  des  faces  d'un 
angle  polyèdre  convexe  est 
moindre  que  quatre  droits. 

III.  La  somme  des  dièdres 
d'un  trièdre  est  plus  grande 
que  deux  droits. 

elc. 


POLYGONES    SPHÉRIQUES 

I.  Dans  tout  triangle  sphé- 
rique, un  côté  quelconque  est 
plus  petit  que  la  somme  des 
deux  autres  et  plus  grand  que 
leur  différence. 

II.  La  somme  des  côtés  d'un 
polygone  sphérique  convexe  est 
moindre  que  quatre  quadrants. 

III.  La  somme  des  angles 
d'un  triangle  sphérique  esl 
plus  grande  que  deux  droits. 

elc. 


•261.  Mais  il  est  bien  préférable  d'établir  directement  les  pro- 
priétés des  polygones  sphériques,  en  empruntant  seulement  à 
la  théorie  des  trièdres  la  proposition  l,  c'est-à-dire  en  sup- 
posant démontré  que,  dans  tout  triangle  sphérique,  un  côté 
quelconque  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

On  en  déduit  d'abord,  en  raisonnant  connue  au  n°  jy  de  la 
Géométrie  plane,  qu'wn  côté  quelconque  d'un  polygone  sphérique 
est  moindre  que  la  somme  de  tous  les  autres,  et  on  en  conclut 
(voir  Note  à  la  fin  du  volume)  que  le  plus  court  chemin,  sur 
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la  sphère,  d'un  point  A  à  un  autre  point  B  est  l'art*  AB.  Pour 
cette  raison,  l'arc  AB  s'appelle  \d  distance  sphérique  des  deux 
points  A  et  B. 

Ensuite,  pour  démontrer  que  le  périmètre  d'un  polygone 
sphérique  convexe  ABCDE  (fig.  i  j>4)  est 
moindre  que  quatre  quadrants,  on  pro- 
longe AB,  BC,  CD  jusqu'à  leurs  points 
de  rencontre  F,  G,  H,  avec  le  grand 
cercle  qui  porte  le  côté  AE  ;  on  a 


BC  +  CG  <  BF  +  FG, 

CD  +  DIKCG  +  GH, 

DE<DH  +  HE. 


Fig.  i54. 


D'où,   en   ajoutant  membre  à  membre  et  simplifiant, 

BC  +  CD  +  DE  <  BF  +  FE  ; 

par  conséquent,  le  périmètre  du  polygone  est  moindre  que  la 
somme  des  deux  demi-circonférences  ABF  et  FEA,  c'est-à-dire 
moindre  que  quatre  quadrants. 


TRIANGLES     ET     POLYGONES     POLAIRES 

zin.  Soient  P  l'un  des  pôles  d'un  grand  cercle  Y  et  A  un 
point  de  la  sphère  ;  si  A  est  dans  l'hémisphère  limité  par  r  qui 
contient  le  pôle  P,  l'arc    PA   est  moindre  qu'un    quadrant   et 

réciproquement. 

Cela  posé,  étant  donné  (fig.  ijj)  un  triangle 
ABC,  soit  A'  celui  des  pôles  du  grand  cercle 
BC  qui  est  dans  l'hémisphère  limité  par  ce 
grand  cercle  qui  contient  le  point  A,  de  sorte 
que  AA'  est  moindre  qu'un  quadrant  ;  soit  B' 
celui  des  pôles  de  CA  qui  est  dans  l'hémis- 
phère limité  par  CA  qui  contient  le  point  B  ; 
enfin,  soit  C'  celui  des  pôles  de  AB  qui  est 
dans  l'hémisphère  limité  par  AB  qui  contient  le  point  C.  Le 
triangle  A'B'C'  s'appelle  le  triangle  polaire  de  ABC. 

Réciproquement,  ABC   est  le  triangle  polaire  de  A'B'C.  En 


Fig.  i55. 
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effet,  puisque  AB,  A  G  ont  respectivement  pour  pôles  C,  B', 
les  arcs  AB7,  AC  sont  des  quadrants.  Donc  le  point  A  est 
un  pôle  du  grand  cercle  B'C,  et  il  est  dans  l'hémisphère 
limité  par  ce  grand  cercle  qui  contient  le  point  A'  puisque 
A  A7  est  moindre  qu'un  quadrant.  Et  de  môme  pour  B  cl  C. 

263.  Soient  A,  B,  G,  a,  ù,  c,  les  mesures  des  angles  et  des 
côtés  du  triangle  ABG  ;  et  soient  A',  B',  G',  a',  b\  c',  les  mesures 
des  angles  et  des  cotés  du  triangle  A'B'C',  en  prenant  pour 
unités  l'angle  droit  et  le  quadrant.  On  a  ['249] 

a'  =  a  —  A,  b'  =  a  —  B.  c'  =.  2  —  B, 

A'  =  2  —  r/,  B'  =  a  —  //.  C  =  2  —  c. 

*6'|.  11  en  résulte,   comme  au  n°  8'J,  qu'à  tout  théorème  sur 
les  triangles  sphériques  correspond  un  théorème  corrélatif. 
Ainsi,  nous  savons  que 

o  <  a'  +  //  +c'<  4 . 

En  remplaçant  a'  par  2  —  A,  b'  par  a  —  B,  c'  par  u  —  C. 

on  a 

B  +  C<A  +  a, 

a<A  +  B  +  C<6. 

Donc,  dans  tout  triangfe  sphérique,  la  somme  de  deux  angles 
quelconques  est  moindre  que  le  troisième  augmenté  de  deux 
droits,  et  la  somme  des  trois  angles  est  comprise  entre  deux- 
droits  et  six  droits. 

2Gj.  On  définit  le  polygone  polaire  d'un  polygone  sphérique 
convexe,  en  procédant  comme  au  n°  8a,  et  on  en  déduit  que  la. 
somme  dt*s  angles  d'un  polygone  sphérique  convexe  de  n  côtés 
est  comprise  entre  an  —  \  et  an  droits. 

Soit  S  cette  somme,  la  différence 

S  —  (a;/  —  4)  droits 

s'appelle    Y  excès  sphérique   du    polygone.   Pour  un  triangle, 
n  -=-=  3 ,  l'excès  sphérique  est  S  —  a  J. 
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TRIANGLES    OPPOSES 

266.  En  géométrie  sphérique,  on  n'a  pas  la  ressource  de 
retourner  la  sphère,  comme  on  retourne  un  plan.  On  y  supplée 
par  la  considération  des  figures  opposées. 

Deux  arcs  opposés  AB,  A'B'  (fig.  i56) 
sont  égaux,  car  les  angles  au  centre  cor- 
respondants sont  opposés  par  le  sommet. 
11  en  est  de  même  de  deux  angles  sphéri- 
ques  opposés  BAC,  B'A'C'. 

Donc  deux  triangles  opposés  ABC,  A'B'C 

Fîfr.  i56. 
ont   leurs    six    éléments    égaux  chacun   à 

chacun;  mais  la  disposition  des  éléments  n'est  pas  la  même. 
Imaginons  deux  observateurs  debout  sur  la  sphère  en  A  et  en  A', 
dans  les  prolongements  des  rayons  OA,  OA',  l'un  regardant 
le  côté  BG,  l'autre  regardant  le  côté  B'C'  ;  si  le  premier  voit 
le  point  B  à  sa  droite,  le  second  verra  le  point  B'  à  sa  gauche. 
Donc  il  est  impossible  de  faire  coïncider  les  deux  triangles 
de  façon  que  A'  se  confonde  avec  A,  B'  avec  B,  C7  avec  G  ;  si 
donc  les  angles  A,  B,  G,  sont  inégaux,  les  deux  triangles  ne 
sont  certainement  pas  superposables.  Mais  si  deux  de  ces 
angles  sont  égaux,  par  exemple,  B  =  G,  on  peut  faire  coïn- 
cider les  deux  triangles  en  les  portant  1  un  sur  l'autre  de  ma- 
nière que  B'C'  s'applique  sur  CB,  le  point  B'  sur  le  point  G, 
le  point  C'  sur  le  point  B  ;  et  alors,  comme  B'A'  coïncide  avec 
CA,  on  en  conclut  que 

AC  =  A'B'  =  AB. 

Donc,  si  deiuc  angles  d'un  triangle  sphérique  sont  vgau.r,  les 
côtés  opposés  le  sont  aussi. 

267.  Théorème*  —  Dans  tout  triangle  sphérique,  à  un  plus 
grand  angle  est  opposé  un  plus  grand  côté. 

Supposons  (fig.  i:>7)  que  l'angle  B  du  triangle  ABG  soit 
plus  grand  que  l'angle  G  ;  faisons  à  l'intérieur  de  l'angle  B,  un 
angle  CBD  égal  à  G,  et  soit  E  le  point  de  rencontre  de  BD 
avec  AG.    Dans   le   triangle   BGE,  les   angles   B   et  G   étant 
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égaux,  les    cotés   opposés   CE   et   BE  le    sont  aussi.   Or 
A  D  AB  <  AE  +  EB  ; 

donc  AB  <  AE  -+-  EG,  ou  AB  <  AC. 

•268.  ConoLLAiiu:.  —  Dans  tout  triangle 
sphériquc,  à   des  côtés  égaux  sont  opposés 
des  angles  égaux,  et  à  un  plus  grand  côté  est 
opposé  un  plus  grand  angle. 
On  voit  d'ailleurs  directement  (fig.  1  )(J)  que,  si  AB  =  AG, 
on  peut  faire  coïncider  le  triangle  ABC  avec  le  triangle  opposé 

A'B'C,  de  façon  que  AB  s'applique  sur  A'G'  et  AG  sur  A'B'  ;  on 

'%       /\        /\ 
en  conclut  que  B  =  G'  =  G. 


269.  On  dit  que  deux  triangles  sphériques  sont  symétriques 
quand  l'un  d'eux  est  égal  à  l'opposé  de  l'autre. 

cas    d'égalité   des   triangles 

'2^0.  Deux  triangles  sphériques  sont  égaux  ou  symétriques  : 

i°  Quand  ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun  ; 

20  Quand  ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun; 

3°  Quand  ils  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ; 

4°  Quand  ils  ont  les  trois  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  qui  sont  d'ailleurs  corrélatifs, 
il  n'y  a  qu'à  porter  les  deux  triangles  l'un  sur  l'autre,  si  la 
disposition  de  leurs  éléments  est  la  même  ;  sinon  on  porte  1  un 
d'eux  sur  l'opposé  de  l'autre. 

Dans  le  troisième  cas,  on  s'appuie  sur  le  lemme  suivant 
qu'on  démontre  comme  en  géométrie  plane  : 

Si  deux  triangles  sphériques  ont  deux  côtes  égaux  chacun  à 
chacun  et  les  angles  compris  inégaux ,  au  plus  grand  angle  est 
opposé  le  plus  grand  côté.  Et  réciproquement. 

Le  quatrième  cas  est  le  corrélatif  du  troisième  et  s'y  ramène 
par  la  considération  des  triangles  polaires. 
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PERPENDICULAIRES    ET    OBLIQUES 

'271.  Etant  donnés  sur  la  sphère  (fig.  i58)  un  cercle  Y  de 
pôles  P  et  P'  et  un  point  A  autre  que  P  et  P',  on  peut  mener 
par  A  un  grand  cercle  perpendiculaire 
à  r  et  un  seul,  savoir  le  grand  cercle  AP. 
Mais  ce  grand  cercle  coupe  T  en  deux 
points  :  l'un  B  situé  sur  la  demi-circon- 
férence PAP',  l'autre  C  situé  sur  la  demi- 
circonférence  opposée  ;  donc  on  peut 
mener  de  A  deux  arcs,  AB  et  AC,  nor- 
maux ou  perpendiculaires  à  r.  L'arc  que 
nous  désignons  par  AC  est  le  plus  petit 
des  deux  arcs  APC,  AP'C  ;  mais,  dans 
tous  les  cas,  il  est  plus  grand  que  AB. 

i°  Tout  arc  oblique  AD,  joignant  le  point  A  à  un  point  D 
de  r  autre  que  B  et  G,  est  plus  grand  que  AB  et  plus  petit 
que  AC.  Car  d'abord: 

AB  =  |AP—  PB|=|AP  —  PD|<AD. 


Ensuite,  si  AC  est  égal  à  APC,  on  a 

AC  =  AP  +  PC  =  AP  +  PD  >  AD; 

et,  si  AC  est  égal  à  AP'C,  on  a  de  même 

AC  =  AP'  +  P'C  =  AF  +  P'D  >  AD. 


a0  Deux  arcs  obliques  AD  et  AE  dont  les  pieds  s'écartent 
également  du  pied  de  l'un  des  arcs  normaux  sont  égaux.  En 
effet,  si  les  arcs  BD  et  BE  du  cercle  r  sont  égaux,  les  angles 
APD,  EPA  sont  égaux,  car  on  peut  les  faire  coïncider  par 
une  rotation  autour  du  diamètre  PP';  donc  les  triangles  APD, 
APE  sont  symétriques;  donc  AD=AE. 

3°  De  deux  arcs  obliques,  AD  et  AF,  dont  les  pieds  s'écartent 
inégalement  du  pied  B  du  plus  petit  arc  normal,  le  plus  grand 
est  celui  dont  le  pied  s'en  écarte  le  plus.  Car,  si  BF>BD,  les 

G.  et  N.  Géométrie.  i5 
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triangles  APF,  APD  ont  un  angle  inégal  :  APF>  APD,  compris 
entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  donc  AF>AD. 
Les  réciproques  sont  vraies  [G.  P.  19]. 

Le  plus  petit  arc  normal  AB  est  le  plus  court  chemin,  sur  la 
sphère,  du  point  A  à  un  point  du  cercle  r  et  s'appelle,  pour 
cette  raison,  la  distance  sphérique  du  point  A  au  cercle  T. 

272.  Corollaires.  —  I.  —  Deux  triangles  sphériques  rec- 
tangles sont  égaux  ou  symétriques  :  i°  quand  ils  ont  l'hypoténuse 
égale  et  un  angle  adjacent  à  l'hypoténuse  égal  ;  i°  quand  ils  ont 
l'hypoténuse  égale  et  un  côté  de  l'angle  droit  égal, 

II.  —  Le  lieu  des  points  de  la  sphère  équidistants  de  deux 
points  de  cette  sphère  est  le  grand  cercle  perpendiculaire  au 
milieu  de  l'arc  qui  joint  ces  deux  points, 

III.  —  Le  lieu  des  points  de  la  sphère  équidistants  de  deux 
grands  cercles  donnés  se  compose  des  deux  grands  cercles  bis- 
secteurs des  quatre  angles  formés  par  ces  deux  grands  cercles. 

2^3.  Remarque.  —  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle,  un 
côté  de  l'angle  droit  et  V angle  opposé  sont  toujours  de  même 
nature;  c'est-à-dire  qu'un  côté  de  l'angle  droit  est  plus  petit 
ou  plus  grand  qu'un  quadrant,  selon  que  l'angle  opposé  est  aigu 


ou  obtus.  En  effet,  soit  (fig.  109  et  160)  ABC  un  triangle  rec- 
tangle en  A,  et  soit  A'  le  point  opposé  à  A.  La  demi-circon- 
férence ABA'  passe  par  un  pôle  P  du  grand  cercle  AC,  et  ce 
pôle  est  sur  l'arc  BA'  ou  sur  l'arc  AB  selon  que  l'angle  ACB 
est  aigu  ou  obtus;  donc,  dans  le  premier  cas,  AB  est  plus  petit 
que  le  quadrant  AP,  et,  dans  le  second  cas,  il  est  plus  grand. 
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POSITIONS    RELATIVES   DE   DEUX   CERCLES 

274.  Lorsque  deux  cercles  de  la  sphère  se  coupent  (fig.  161),  le 
grand  cercle  qui  passe  par  les  pâles  P  et  P7  des  deux  cercles  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  l'arc 
qui  joint  les  points  d'intersection  M  et 
M'.  Car  P  et  P'  sont  équidistants  de  M 
etM'^a,  II]. 

Les  points  M  et  M'  sont  donc  hors 
du  grand  cercle  PP'  ;  par  conséquent, 
en  posant 

PP'  =  d,         PM  =  r,         P'M  =  r1,  Fî*  IÔ1" 

et  en  désignant  par  q  le  quadrant,  on  a,  dans  le  triangle  PMP', 

d<r  +  r'  (1) 

\         r  <  d  +  r1  {%) 

{%)  I         r'<d  +  r  (3) 

d    \-  r  +  r1  <  lq.  (4) 

27  5.  On  dit  que  deux  cercles  sont  tangents  quand  ils  n'ont 
qu'un  point  commun.  Ce  point,  qu'on  appelle  le  point  de  con- 
tact, est  situé  sur  le  grand  cercle  qui  passe  par  les  pôles,  sans 
quoi  on  démontrerait,  comme  au  n°g6de  la  Géométrie  plane, 
que  les  deux  cercles  auraient  un  second  point  commun. 

•176.  On  dit  qu'un  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  un  petit 
cercle,  selon  qu'il  est  sur  la  plus  petite  ou  sur  la  plus  grande 
des  deux  calottes  limitées  par  ce  petit  cercle. 

On  dit  qu'un  petit  cercle  est  intérieur  à  un  autre  quand  tous 
les  points  du  premier  sont  intérieurs  au  second. 

On  dit  que  deux  petits  cercles  sont  extérieurs  lorsque  tous 
les  points  du  premier  sont  extérieurs  au  second,  et  récipro- 
quement. 

377.  Soit  d  la  distance  sphérique  des  pôles  intérieurs  de  deux 
petits  cercles  r  et  r',  et  soient  r  et  r1  les  rayons  sphériques 
correspondants  qui  sont  moindres  qu'un  quadrant.  Les  deux 
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cercles  peuvent  avoir,  comme  on  géométrie  plane,  cinq  posi- 
tions relatives  : 

i°  S'ils  sont  e.rté rieurs  %  d>r-\-r'. 

2°  S'ils  sont  tangents  extérieurement,  */— r  +  r'. 

3°  S'ils  se  coupent,  \r — r'\  <d<r-\-r'. 

4°  S'ils  sont  tangents  intérieurement,  d=  \r — tJ\. 

>°  Si  l'un  est  intérieur  à  l'autre,  d<\r — r'I. 

278.  Les  réciproques  sont  vraies  [G.  P.  19].  En  particulier,  si 

|r  —  v'\<d<  r  +  r\ 

les  deux  petits  cercles  se  coupent,  pourvu  que  l'on  ait  pris  les 
pôles  intérieurs.  Mais  cette  restriction  est  souvent  gênante; 
nous  allons  démontrer  que,    dans  tous  les  cas,  pour  que  deux 

cercles  grands  ou  petits,  ret  r'(fig.  162), 
se  coupent,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
distance  sphérique  d  d'un  pôle  P  de  V  à 
^p«  un  pôle  P'  de  r',  et  les  rayons  sphé- 
riques  correspondants  r,  r1  vérifient  les 
quatre  relations  (a). 

Ces  conditions  sont  nécessaires  [27^]  ; 
reste  à  prouver  qu'elles  sont  suffisantes. 
Soient  Q  et  (V  les  seconds  pôles  de  r  et 
de  r';  A  le  point  de  rencontre  de  r  avec 
la  demi-circonférence  PP'Q;  B  le  point 
de  rencontre  de  r  avec  la  demi-circonférence  PQ'Q.  Les  con- 
ditions (1)  et  (2)  expriment  que  r'  est  plus  grand  que  la  diffé- 
rence entre  d  et  /•,  c'est-à-dire  plus  grand  que  P'A.  Les  condi- 
tions O)  et  ('i)  expriment  que  r'  est  à  la  fois  plus  petit  que  P'PB 
et  que  P'QB,  c'est-à-dire  moindre  que  P'B.  Donc  le  point  A 
est  sur  celle  des  deux  calottes  limitées  par  r'  qui  contient  P', 
et  le  point  B  est  sur  l'autre  calotte;  il  en  résulte  que  V  ren- 
contre r'  en  deux  points. 

c  o  x  s  t  11  u  c  TIOXS 

279.  On  construit,  comme  en  géométrie  plane,  le  grand  cercle 
perpendiculaire  au  milieu  d'un  arc,  le  grand  cercle  bissecteur 
d'un  angle,  etc. 
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280.  Problème.  — Etant  donnés  (fig.  i63),  sur  la  sphère,  un 
point  A  et  un  grand  cercle  Y,  mener  par  A  un  grand  cercle  y' 
faisant  avec  T  un  angle  donné. 

i°  Si  l'angle  donné  est  droit ,  les  pôles  du 
grand  cercle  cherché  r'  sont  à  l'intersection 
de  r  et  du  grand  cercle  de  pôle  A. 

20  Si  l'angle  donné  n'est  pas  droit,  on 
peut  le  supposer  aigu,  sans  quoi  on  le 
remplacerait  par  son  supplément.  Soit  a 
l'arc  qui  a  même  mesure  que  cet  angle  ; 
et  soient  P  et  P'  les  pôles  de  r  et  de  r'  qui  sont  dans  l'hémis- 
phère limité  par  r  qui  contient  le  point  A;  on  a 

AP'  =  <y,  PP'  =  a. 

Donc  le  point  P'  est  à  l'intersection  du  grand  cercle  de 
pôle  A  et  du  petit  cercle  décrit  de  P  comme  pôle  îivec  a  pour 
rayon. 

Discussion.  —  Pour  que  ces  deux  cercles  se  coupent,  il 
faut  et  il  suffit  que 

AP  +  a  +  q  <   î7, 
AP  <  «  +  y, 
«  <  AP  +  7, 
y  <AP  +  a. 

Les  trois  premières  conditions  sont  toujours  vérifiées, 
puisque  AP  et  a  sont  moindres  que  <y.  La  dernière  peut  s'écrire 

a>q  —  AP; 

elle  exprime  que  a  doit  être  plus  grand  que  la  distance  sphérique 
AB  du  point  A  au  grand  cercle  r.  Si  cette  condition  est  véri- 
fiée, il  v  a  deux  solutions. 

Si  a=AB,  les  deux  cercles  auxiliaires  sont  tangents,  et  il 
n'y  a  plus  qu'une  solution. 

281.  Problème. —  Construire  un  triangle  sphérique ,  connais- 
sant trois  des  six  éléments. 
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11  y  a  six  cas  à  considérer,  corrélatifs  deux  à  deux. 

i°  On  donne  un  côté  et  les  deux  angles  adjacents. 

a0  On  donne   un  angle  et  les  deux  côtés  qui  le  comprennent. 

3°  On  donne  les  trois  côtés. 

Pour  ces  trois  cas,  la  construction  est  la  même  qu'en  géo- 
métrie plane. 

4°  On  donne  les  trois  angles.  —  On  construit  le  triangle 
polaire,  dont  on  connaît  les  trois  côtés. 

5°  On  donne   deux  côtés  a,  b  et  l'angle  A  opposé  au  côté  a. 

La  construction  est  encore  la  même  qu'en  géométrie  plane. 

Menons  (fig.  i6'4)  deux  demi-grands  cercles  AXA',  AYA'  fai- 
sant un  angle  égal  à  l'angle  donné 
A;  prenons  sur  AXA'  un  arc  AC 
égal  à  b  et,  de  G  comme  pôle,  avec 
a  pour  rayon  sphérique,  décrivons 
un  cercle  ;  si  B,  ou  B',  est  un  point 
commun  à  ce  cercle  et  à  la  demi- 
circonférence  AYA',  le  triangle 
ABC,  ou  AB'C,  répond  à  la  ques- 
tion. 

«.       ,,,  Discussion.  —  Menons  Tare  CD 

rig.   164. 

normal    à    la    demi -circonférence 

AYA'.  Les  arcs  qui  joignent  le  point  C  aux  divers  points  de 

Tare  AI)  sont  compris  entre  CD  et  b>  et  ceux  qui  joignent  le 

point  C  aux  divers  points  de  Tare  A'D  sont  compris  entre  CD 

et  iq —  b.  Donc,  si  a  est  à  la  fois  compris  entre  CD  et  b  et 

entre  CD  et  iq — b,  il  va  deux  solutions  ;  si  a  satisfait  à  une 

seule   de  ces  deux   conditions,    c'est-à-dire    s'il   est  compris 

entre  b  et  iq  —  b,  il  n'y  a  qu'une  solution  ;  enfin,  si  a  n'est  ni 

compris  entre  CD  et  b9  ni  compris  entre  Cl)  et  %q  —  b,  il  n'y  a 

pas  de  solution. 

On  peut  présenter  la  discussion  sous  une  forme  plus  pré- 
cise. Nous  savons  [271]  que  CD  est  le  plus  petit  arc  allant 
de  C  à  la  demi-circonférence  AYA',  si  A  est  aigu;  c'est  le 
plus  grand,  si  A  est  obtus.  Cela  posé,  distinguons  trois  cas. 

i°  Si  a  est  compris  entre  b  et  aq  —  b,  le  problème  est  pos- 
sible f  quel  que  soit  A,  et  n'a  qu'une  solution. 
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Car  le  cercle  décrit  de  C  comme  pôle  avec  a  pour  rayon 
coupe  l'un  des  arcs  CA,  CA'  et  le  prolongement  de  l'autre  ;  il 
coupe  donc  le  demi-grand  cercle  A  Y  A'  en  un  seul  point  B. 

2°  Quand  a  n'est  pas  compris  entre  b  et  »q — b  et  que  a  et  A 
sont  d'espèces  différentes,  le  problème  est  impossible. 

En  effet,  si 

a  <  //  et  a  <  iq  —  b9 

on  a 

a  <  qy  A  >  90°,  a  <  CD. 

Dans  ce  cas,  le  rayon  a  étant  plus  petit  que  le  maximum  CD 
et  aussi  plus  petit  que  CA  et  CA',  le  cercle  de  centre  C  et  de 
rayon  a  ne  peut  couper  le  demi-grand  cercle  AYA'. 

Si 

a  >  b  el  a>  iq  —  b 

on  a 

a  >  q,  A  <  900,  a  >  CD  ; 

ce  qui  conduit  à  la  même  conclusion. 

Si  a  =  b,  ou  a  =  %q  —  b,  a  et  A  étant  d'espèces  différentes, 
même  impossibilité. 

3°  a  n'est  pas  compris  entre  b  et  aq  —  b,  a  et  A  sont  de  même 
espèce. 

a)  Si  a  <  b  et  a  <  iq  —  £,  a  est  aigu,  donc  A  Test  aussi. 
Dans  ce  cas,  CD  est  un  minimum  ;  par  conséquent, 

si  a  >  CD,  2  solutions  ; 

si  a  =  CD,  1  solution  ; 

si  a  <  CD,  pas  de  solution. 

$)  Si  a  >  b  et  a  >  aç  —  £,  a  est  obtus,  donc  A  l'est  aussi. 
Dans  ce  cas,  CD  est  un  maximum  ;  par  conséquent, 

si  a  <  CD,  2  solutions  ; 

si  a  =  CD,  1  solution  ; 

si  a  >  CD,  pas  de  solution. 

y)  Si  a  =  £,  ou  a  =  aqr  —  £,  il  y  a  une  solution,  et  une 
seule,  à  moins  que  b  ne  soit  égal  à  q.  Dans  ce  cas,  on  a  aussi 
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a  =  q\  par  conséquent  A  est  droit  et  le  problème  est  indéter- 
miné :  tous  les  triangles  birectangles  répondent  à  la  question. 

Cas  particulier.  —  Si  A  est  droit,  le  pied  D  de  Tare 
normal  CD  coïncide  avec  A  ou  A'  et  les  arcs  joignant  le  point 
G  aux  divers  points  de  A  Y  A'  sont  compris  entre  b  et  iq  —  b. 
Donc,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit 
que  a  soit  compris  entre  b  et  iq  —  bf  et,  dans  ce  cas,  il  n'y  a 
qu'une  solution.  Néanmoins,  si  a  =  b  =  q,  le  problème  est 
indéterminé  comme  on  Ta  vu  plus  haut. 

6°  On  donne  deux  angles  et  le  côté  opposé  à  Vun  deux. 
Ce  cas  est  le  corrélatif  du  précédent. 

282.  Problème.  — Mener  par  un  point  donné  A  (fig.  i65)  un 
grand  cercle  tangent  à  un  petit  cercle  donné  Y. 

Soient  P  le  pôle  intérieur  de  T,  r  le  rayon  sphérique  corres- 
pondant :  r  <  q  ;  et  soit  AB  un  grand 
cercle  passant  par  A  et  tangent  à  r  en 
B.  Si  Q  est  celui  des  pôles  de  AB  qui 
est  dans  l'hémisphère  limité  par  AB  qui 
contient  le  point  P,  on  a 

PQ  =  BQ  —  BP  =  q  —  r  ; 

d'autre  part,  AQ  =  q.  Donc  le  point  Q 
est  à  l'intersection  du  grand  cercle  de 

pôle  A  et  du  petit  cercle  décrit,  de  P  comme  pôle,  avec  q  —  r 

pour  rayon. 

Pour  que  ces  deux  cercles  se  coupent,  il  faut  et  il  suffit  ['278] 

que 

AP  +  q  +  (q  —  r)  <  4?, 
q  —  r  <  AP  +  q, 

q<AP  +(q-  r), 
AP  <  q  +  (q  —  r). 

Les  deux  premières  conditions  sont  toujours  vérifiées  ;  la 
troisième  revient  à  AP  >  r,  elle  exprime  que  le  point  A  doit 
être  extérieur  à  T\  La  dernière  peut  s'écrire 

iq  —  AP  >  r  ; 
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elle  exprime  que  le  point  A  doit  être  extérieur  au  cercle  \\ 
opposé  à  T.  Cette  condition  était  à  prévoir,  car  tout  grand 
cercle  tangent  à  r  est  aussi  tangent  à  F, . 

En  résumé,  si  le  point  A  est  à  la  fois  extérieur  à  r  et  à 
r,,  on  peut  mener  par  ce  point  deux  grands  cercles  tangents 
àr. 

Si  le  point  A  est  sur  r  ou  sur  r,,  on  ne  peut  mener  par  ce 
point  qu'un  grand  cercle  tangent  à  F;  enfin,  s'il  est  intérieur  à  F 
ou  à  r,,  on  ne  peut  en  mener  aucun. 

a83.  Problème.  —  Mener  un  grand  cercle  tangent  à  deux 
petits  cercles  donnés  Y  et  r'. 

Désignons  par  P  et  P'  les  pôles  intérieurs  de  r  et  de  F',  par 
r  et  r'  les  rayons  sphériques  correspondants  :  /•  <  q,  r1  <  qt 
et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  r  ^  r'. 

i°  Soit  (fig.  166),  AA'un  grand  cercle  tangent  extérieurement 
en  A  et  A' à  F  et  à  F7,  c'est-à-dire  tel  que  r  et  F'  soient  dans 
un  même  hémisphère  limité  par  ce 
grand  cercle.  Si  Q  est  celui  des 
pôles  de  ce  grand  cercle  qui  est 
dans  ce  même  hémisphère,  on  a 

PQ  =  AQ  —  AP   =  7  —  /•, 
P'Q  =  A'Q  —  A'P'  =  q  —  /'. 

Donc  le  point  Q  est  à  l'inter- 
section des  deux  cercles  décrits  de  P  et  de  P'  comme  pôles, 
avec  q  —  r  et  q  —  r1  pour  rayons. 

Pour  que  ces  deux  cercles  se  coupent,  il  faut  et  il  suffit  que 

PP'  +  </—'+  </—''<  4'/. 
</  —  r  <  PP'  +  {q  —  r'). 

q  —  r'<PP'  +  (q  —  r), 
PP'  <  (q  -  r)  +  (q  -  r'). 

La  première  condition  est  toujours  vérifiée  ;  il  en  est  de 
même  de  la  seconde,  puisque  /•  ^  /•'.  La  troisième  revient  à 


PP'  >  r  —  v'  ; 


1 
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elle  exprime  que  r'  ne  doit  être  ni  intérieur,  ni  tangent  inté- 
rieurement à  r.  La  dernière  peut  s'écrire 

iq  —  PP'  >  r  +  r'  ; 

elle  exprime  que  Iv  doit  être  extérieur  au  cercle  r4  opposé  à  r. 

En  résumé,  si  r  n'est  ni  intérieur,  ni  tangent  intérieurement 
à  r,  et  s'il  est  extérieur  à  r,,  on  peut  mener  deux  grands  cercles 
tangents  extérieurement  à  r  et  à  r'. 

Si  r'  est  tangent  intérieurement  à  r,  ou  tangent  extérieure- 
ment à  r,,  on  peut  encore  mener  un  grand  cercle  tangent  exté- 
rieurement à  r  et  à  r'. 

Dans  tous  les  autres  cas,  on  n'en  peut  mener  aucun. 

a0  Soit  (fig.  167)  BB'  un  grand  cercle  tangent  intérieurement 
en  B  et  B'  à  r  et  à  r',  c'est-à-dire  tel  que  T  et  r'  soient,  l'un  dans 

l'un  des  hémisphères  limités 

par  ce  grand  cercle,  l'autre 

dans  l'autre.  Si  R  est  celui 

r\  \        /  des  pôles  de  ce  grand  cercle 

qui   est    dans    l'hémisphère 
contenant  r',  on  a 

PR  =  BR  +  PB  =  q  +  r, 
P'R=  B'R  —  B'P'=  q  —  r. 

Y\g.  16;.  Donc  le  point  R  est  à  l'in- 

tersection des  deux  cercles 
décrits  de  P  et  P'  comme  pôles,  avec  q  -+-  r  et  q  —  r1  pour 
rayons. 

La  discussion  est  analogue  à  celle  du  cas  précédent.  Mais 
on  peut  s'en  dispenser,  en  remarquant  que  tout  grand  cercle 
tangent  intérieurement  à  r  et  à  r'  est  tangent  extérieurement  à 
T'  et  au  cercle  r,  opposé  à  r,  et  réciproquement.  Par  con- 
séquent, 

Si  Tf  n'est  ni  intérieur,  ni  tangent  intérieurement  à  rt  et  s'il 
est  extérieur  à  r,  on  peut  mener  deux  grands  cercles  tangents 
intérieurement  à  r  et  à  r;. 

Si  V  est  tangent  intérieurement  à  l'r  ou  tangent  extérieure- 
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ment  à  r,  on  peut  encore  mener  un  grand  cercle  tangent  inté- 
rieurement à  r  et  à  r. 

Dans  tous  les  autres  cas,  on  n'en  peut  mener  aucun. 

Conclusion.  —  Il  y  a  \  grands  cercles  tangents  à  r  et  à  r', 
si  r7  est  à  la  fois  extérieur  à  r  et  à  r,. 

11  y  en  a  3,  si  r'  est  extérieur  à  l'un  des  deux  cercles  r, 
T*!  et  tangent  extérieurement  à  l'autre. 

11  y  en  a  a,  si  Iv  est  tangent  aux  deux  cercles  r  et  r,,  ou  s'il 
coupe  l'un  et  qu'il  soit  extérieur  à  l'autre. 

Il  y  en  a  i  si  r'  est  tangent  intérieurement  à  l'un  des  deux 
cercles  r  et  rf,  ou  s'il  coupe  l'un  et  qu'il  soit  tangent  à 
l'autre. 

Il  n'y  en  a  aucun,  si  r'  coupe  les  deux  cercles  Y  et  rp  ou  s'il 
est  intérieur  à  l'un  de  ces  deux  cercles. 

ÉQUIVALENCE    DES   POLYGONES    SPHEHIQUES   ET   DES  FUSEAUX 

184.  On  appelle  fuseau  la  portion  de  surface  sphérique 
engendrée  par  un  demi-cercle  AMB  (fig.  168), 
en  tournant  dun  certain  angle  autour  du  dia- 
mètre AB  ;  cet  angle  s'appelle  Y  angle  du  fuseau. 
Tous  les  fuseaux  que  nous  considérerons  seront 
supposés  moindres  qu'un  hémisphère  et,  par 
suite,  leurs  angles  moindres  que  180°. 

On  dit  qu'un  fuseau  est  droit,  quand  son  angle 
est  droit  ;  tout  fuseau  droit  est  la  moitié  d  un 
hémisphère,  et  le  double  d'un  triangle  trirectanglc.         *  '£•  '*>*• 

285.  Théorème-  — Le  rapport  de  deux  fuseaux  d'une  même 
sphère  est  égal  au  rapport  de  leurs  angles. 

Car,  si  deux  fuseaux  sont  égaux,  leurs  angles  le  sont  aussi  ; 
et,  si  un  fuseau  est  la  somme  de  deux  autres,  son  angle  est  la 
somme  des  angles  des  deux  autres. 

286.  Théorème.  —  Deux  triangles  sphériques  opposés  ABC, 
A'B'C  (ûg.  169)  sont  équivalents. 

Soient  P,  P'  les   pôles  intérieurs  des   cercles  inscrits  à  ces 
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deux   triangles;   D,  E,  F,  D',  E',  F',  les  points    de    contact. 

Nous  savons  que  deux 
triangles  opposés  sont 
égaux,  quand  ils  sont  iso- 
cèles [16S]  ;  donc  les  six 
triangles  isocèles  PEF, 
AEF,  ...,  qui  composent 
le  triangle  ABC,  sont  res- 
pectivement égaux  aux  six 
triangles  qui  composent 
le  triangle  A'B'C.  Donc 
les  triangles  ABC,  A'B'C 
sont  équivalents. 

287.  Théorème- — Tout 
polygone  sphérique  convexe 
est  équivalent  à  un  fuseau 
ayant  pour  angle  la  moitié  de  l'excès  .sphérique  du  polygone. 
i°  Considérons  d'abord  un  triangle  sphérique  ABC  (fig.  170). 
Soient  A',  B',  C  les  points  opposés  à  A, 
B,  C.  Si  on  fait  la  somme  des  trois  fuseaux 
AB'AC'A,  BAB'CB,  CAC'BC,  qui  ont  res- 
pectivement pour  angles  les  angles  du 
triangle,  et  qu'on  en  retranche  l'hémisphère 
limité  par  BC  qui  contient  le  point  A,  il 
reste  ABC  +  A'B'C',  ou  aABC  ;  car  les 
triangles  opposés  ABC,  A'B'C  sont  équi-  !^'  l/0' 

valents.  Mais  un  hémisphère  équivaut  à  deux  fuseaux  droits  ; 
donc 

1  ABC  =  fuseau  A  +  fuseau  B  -\-  fuseau  C  —  2  fuseaux  droits. 

Donc,   en  désignant  par  D  l'angle  droit,    le  triangle  ABC 
équivaut  à  un  fuseau  ayant  pour  angle 

l    (A  +  B  +  C  —  2D), 

c'est-à-dire  la  moitié  de  l'excès  sphérique  du  triangle. 

•i°  Considérons  un  polygone  convexe  P  de  n  côtés  ;  décom- 
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posons-le  en  n  —  2  triangles  T|,  T,,  ...,  T„_s,  en  menant  les 
diagonales  issues  de  1  un  des  sommets.  Si  S,  est  la  somme  des 
angles  du  triangle  T,,  ce  triangle  équivaut  à  un  fuseau  avant 
pour  angle 

!   (Si  —  aD). 

Donc  le  polygone  total  P  équivaut  à  un  fuseau  ayant  pour 
angle 

-7  fS,  +  SS  +  ...+SII_Î-  -2(n—  *)D], 
c'est-à-dire  la  moitié  de  l'excès  sphérique  du  polygone, 

a88.  En  comparant  le  fuseau  F  équivalent  au  polygone  P  avec 
le  fuseau  droit  4>,  on  a  [285],  en  désignant  par  E  l'excès  sphé- 
rique du  polygone, 

I   E 
F  2  F  E 


ou 


<i>    "~       D  "u  1    ^  ~    1) 

—    q> 

1 

d'où,    en  remplaçant  F   par  P  et  7  <f>  par  le  triangle  tri  rec- 
tangle, que  nous  appellerons  H; 

/  p  E 

D'où  ce  théorème  : 

Théorème,  —  Si  l'on  prend  pour  unité  d'aire,  sur  la  sphère, 
le  triangle  trircctangle*  et  pour  unité  d'angle  l'angle  droit,  la 
mesure  de  l'aire  d'un  polygone  sphérique  est  égale  à  celle  de 
son  excès  sphérique. 

Dans  ce  système  d'unités,  un  fuseau  quelconque  a  pour 
mesure  le  double  du  nombre  qui  mesure  son  angle.  Car,  soit  A 
l'angle  d'un  fuseau  F,  on  a 

FA  FA 
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289.  Si  Ton  prend  pour  unité  d'aire  le  carré  qui  a  pour  côté 
l'unité  de  longueur,  le  fuseau  droit  <t>,  qui  est  le  quart  de  la 
sphère,   a  pour  mesure  wra,  r  étant  la  mesure  du  rayon  de  la 

sphère  ;  le  triangle  trirectangle  0  a  pour  mesure  —  *r8;  donc, 

en  désignant  par  f  la  mesure   du  fuseau  F  et  par/?  celle  du 
polygone  P,  on  a 

*  m  A. 

/=  rr«  X    jy  , 

1         2  ^      E 
p  =   -     Tir*  X     -ît  • 

En  appliquant  ces  formules,  il  faut  avoir  soin  de  remplacer, 

A       E 
dans  les  rapports  —  ,  *1 ,    les  angles  A  et  D,  E  et  D,  par 

les  nombres  qui  les  mesurent  en  fonction  de  la  même  unité. 

Par  exemple,  considérons,  sur  une  sphère  de  rayon  égal  à 
10  mètres,  un  triangle  sphérique  dont  tous  les  angles  soient 
égaux  à  8o°  ;  l'excès  sphérique  de  ce  triangle  est  égal  à 

(80°  x  3)—  i8o°  =  6o°. 


Donc,  en  appelant  S  Taire  du  triangle,  on  a 

1  .       60 

90 


S  =   -  tt  X  io1  X  —    mq  —  10 i™*,  li. 

•2  QO 


9.90.  Pour  traiter  d'une  manière  rigoureuse  la  mesure  cfes 
polygones  sphériques,  nous  suivrons  la  môme  méthode  qu'en 
Géométrie  plane. 

D'abord,  nous  conviendrons  de  dire  que  deux  polygones 
sphériques  sont  équivalents,  quand  on  peut  les  décomposer  en 
triangles  superposables  chacun  à  chacun,  et  seulement  dans  ce 
cas. 

Ensuite,  nous  dirons  qu'un  polygone  A  est  la  somme  de  plu- 
sieurs autres  polygones  B,  C,  D,  lorsqu'on  peut  décomposer  le 
polygone  A  et  l'ensemble  des  polygones  B,  G,  D  en  triangles 
superposables  chacun  à  chacun. 

Gela  posé,  si  un  polygone  sphérique  est  formé  par  la  réu- 
nion de  plusieurs  autres,  l'excès  sphérique  du  polygone  total 
est  la  somme  des  excès  sphériques  des  polygones  partiels.  Par 
conséquent, 
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i°  Deux  polygones  équivalents  ont  le  même  excès  sphérique  ; 

4°  Si  un  polygone  est  la  somme  de  deux  autres,  son  excès 
sphérique  est  la  somme  de  ceux  des  deux  autres. 

Il  en  résulte  que,  si,  par  un  moyen  quelconque,  on  a  réussi 
à  évaluer  le  rapport  de  deux  polygones  sphériques,  ce  rap- 
port est  nécessairement  égal  au  rapport  des  excès  sphériques 
des  deux  polygones.  Reste  à  prouver  que  deux  polygones 
quelconques  sont  comparables,  c'est-à-dire  qu'il  nous  faut  indi- 
quer un  procédé  géométrique  qui  permette  de  trouver,  dans 
tous  les  cas,  le  rapport  des  deux  polygones. 

Considérons  deux  triangles  opposés  ABC,  A'B'C,  et  pro- 
longeons Tare  DE  qui  joint  les  milieux  des  deux  côtés  AB,  AC 
d'une  longueur  EF  égale  à  DE  ;  nous  formons  ainsi  un  qua- 
drilatère BCFD  équivalent  au  triangle  ABC  et,  par  suite, 
ayant  même  excès  sphérique  que  ce  triangle. 

De  plus,  le  grand  cercle  DEF  est  équidistant  des  six  points 
A,  B,  C,  A',  B',  C,  par  suite,  équidistant  des  cercles  circons- 
crits aux  deux  triangles  AB'C,  A'BC.  Si  donc  on  prend,  sur 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  AB'C',  un  autre  point  A,  et 
qu'on  opère  sur  le  triangle  A,BC  comme  sur  le  triangle  ABC, 
on  obtiendra  un  quadrilatère  BCF1Dl  équivalent  à  BCFD  [on 
le  démontre  sans  peine  (*)  en  remarquant  que,  d'après  ce  qui 
précède,  les  quatre  points  D,  F,  Dt,  Fi  sont  sur  un  même 
grand  cercle].  Donc  les  deux  triangles  ABC,  AjBC  sont  eux- 
mémes  équivalents  (théorème  de  Lexell)  et,  par  suite,  ont  le 
même  excès  sphérique. 

Si  l'on  suppose  que  le  point  \t  coïncide  avec  C,  l'angle 
CBA,  devient  égal  à  i8o°  et,  par  conséquent,  le  triangle  A,BC 
se  réduit  à  un  fuseau  ayant  pour  angle  la  moitié  de  l'excès 
sphérique  du  triangle  ABC. 

Ainsi,  on  peut  toujours  transformer  un  triangle  en  un  fuseau 
équivalent  ayant  pour  angle  la  moitié  de  l'excès  sphérique  du 
triangle.  11  en  est  de  même  pour  un  polygone  quelconque,  car 
un  polygone  peut  toujours  être  décomposé  en  triangles. 

Donc,  enfin,  deux  polygones  quelconques  sont  comparables, 


C)  Voir  Géométrie  non  euclidienne  deL.  Gérard,  p.  io5,  Herinaitn,  Paris. 


*4«  GÉOMÉTRIE   DA.XS  L'ESPACE 

puisqu'on  peut  les  transformer  en  fuseaux  ;  et  [»85]  le  rapport 
des  deux  polygones  est  égal  au  rapport  de  leurs  excès  sphé- 
riques,  comme  nous  l'avions  prévu. 


RAPPORT   AN HARMONIQUE.    —    POLAIRES 

291 .  On  appelle  rapport  anharmonique  de  quatre  points  A,  B, 
G,  D  d'un  grand  cercle,  et  on  représente  par  (ABGD),  le  rap- 
port anharmonique  des  quatre  droites  qui  joignent  ces  quatre 
points  au  centre  de  la  sphère.  On  peut  donc  remplacer  l'un  de 
ces  quatre  points  par  le  point  opposé. 

Si  (ABGD)  =  — 1,  on  dit  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  I) 
forment  une  division  harmonique,  ou  que  A  et  B  sont  conju- 
gués harmoniques  par  rapport  à  G  et  D,  et  réciproquement. 

292.  On  appelle  rapport  anharmonique  d'un  faisceau  de  quatre 
grands  cercles  concourant  en  deux  points  opposés,  le  rapport 
anharmonique  des  plans  de  ces  quatre  grands  cercles  [98], 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  celui  des  points  dïntersection  de 
ces  quatre  grands  cercles  avec  un  autre  grand  cercle  quel- 
conque. 

293.  On  dit  que  deux  points  A  et  B  de  la  sphère  sont  con- 
jugués par  rapport  à  deux  grands  cercles  F  et  r',  quand  ils  sonl 
conjugués  par  rapport  aux  points  d'intersection  du  grand 
cercle  AB  avec  F  et  r'. 

On  démontre,  comme  au  n°  22G  de  la  Géométrie  plane, 
que  le  lieu  des  conjugués  d'un  point  par  rapport  à  deux  grands 
cercles  F,  F'  est  un  grand  cercle  passant  par  les  points  d'in- 
tersection de  F  et  de  F'.  On  peut  répéter  pour  ce  grand  cercle, 
qu'on  nomme  la  polaire  de  A  par  rapport  au  système  des 
deux  grands  cercles  r  et  F',  tout  ce  qu'on  a  dit,  en  Géométrie 
plane,  de  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  deux  droites.  En 
particulier,  dans  tout  quadrilatère  sphérique  complet,  chacune  des 
trois  diagonales  est  divisée  harmoniquement  par  les  deux  autres, 

294.  On  dit  que  deux  points  A  et  B  de  la  sphère  sont  con- 
jugués par  rapport  à  un  petit  cercle  F,  si  les  droites  qui  joignent 
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ces  deux  points  au  centre  de  la  sphère  percent  le  plan  du  petit 
cercle  en  deux  points  a,  b  conjugués  par  rapport  à  r.  Dans 
le  cas  où  le  grand  cercle  AB  coupe  le  petit  cercle  F,  les  points 
d'intersection  sont  conjugués  par  rapport  à  A  et  B. 

Le  lieu  des  conjugués  de  A  par  rapport  à  T  est  le  grand 
cercle  dont  le  plan  passe  par  la  polaire  de  a  par  rapport  à  I\ 
Ce  grand  cercle,  qui  joue,  sur  la  sphère,  exactement  le  même 
rôle  que  la  polaire  en  géométrie  plane,  s'appelle  la  polaire 
de  A  par  rapport  à  T. 

CENTRES  DE  SIMILITUDE  DE  DEUX  CERCLES  SUR  UNE  SPHERE 

290.  On  appelle  centres  de  similitude,  directe  ou  inverse,  de 
deux  cercles  rlt  r4  d'une  sphère  S  fig.  171)  les  points  d'inter- 


-=-^-^H 


Fig.  171. 

section  de  cette  sphère  avec  les  droites  qui  joignent  le  centre  0 
de  cette  sphère  aux  centres  dhomothétie,  directe  ou  inverse, 
des  sphères  S,,  S,  orthogonales  à  2  et  passant  respectivement 
par  rt  et  r,.  Il  y  a  donc  deux  centres  de  similitude  directe  et 
deux  centres  de  similitude  inverse. 

Soient  Pi,  P2  les  pôles  intérieurs  de  \\,  r4;  C,,  Ct  les  cen- 
tres des  sphères  £lf  Sjj  II  un  centre  dhomothétie  de  ces  deux 
sphères;  S  et  S'  les  centres  de  similitude  correspondants 
de  r,  et  rî?  c'est-à-dire  les  points  d'intersection  de  la 
droite  011  avec  la  sphère  S.  Nous  savons  que  les  deux  cer- 
cles  rt,  ra  peuvent  être  considérés  comme  inverses  par  rap- 

G.  et  N.  Géométrie.  i(» 


ifr  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE 

port  à  H  ;  deux  points  correspondants,  At  et  A2,  de  ces  deux 
(tardes  s'appellent  anti homologues.  La  droite  AfA*  passe 
par  H,  donc  le  grand  cercle  AtAs  passe  par  S  et  &.  Les  deux 
points  At,  A2  sont  aussi  antihomologues  sur  les  sphères  Sj,  2,; 

donc  les  angles  rectilignes  diA1A2,  C^AjAi  sont  égaux  et  de 
sens  contraires,  ou  supplémentaires  et  de  même  sens,  selon  que  H 
est  un  centre  d'homothétie  directe  ou  inverse.  Par  conséquent,  il 

en  est  de  même  des  angles  sphériques  P,A1A2,  P2A2AJ,  car  les 
droites  CiA^  C2A2  se  rencontrent  en  un  point  équidistant 
de  A4  et  de  A2,  donc  les  grands  cercles  PiAlt  P2A2  se  rencon- 
trent aussi  en  un  point  équidistant  de  At  et  de  A2  ;  par  suite, 
les  pôles  P,,  Pz  sont,  ou  non,  d'un  même  côté  du  grand 
cercle  S2AAtS',  selon  que  S  et  S7  sont  les  centres  de  simili- 
tude directe,  ou  inverse. 

On  en  déduit  sans  peine  que,  si  P  est  le  pôle  d'un  cercle  V 

passant  par  A!  et  A2,  les  angles  PAjPi,  PA2P2  sont  aussi 
égaux  et  de  sens  contraires ,  ou  supplémentaires  et  de  même 
sens  y  selon  que  S  et  S'  sont  les  centres  de  similitude 
directe,  ou  inverse.  Donc  le  cercle  r  fait  avec  J^  et  r,  des 
angles  égaux  ou  supplémentaires  ;  on  dit  qu'il  est  isogonal 
à  rt  et  à  Tj. 
Pour  éviter   toute   ambiguïté,    nous  conviendrons   de  dire 

que  PAjP,  est  l'angle  de  Ti  avec  r,  et  PA2P2  l'angle  de  rs 
avec  r,  P  étant  le  pôle  intérieur  de  r.  Donc 

i°  Tous  les  cercles  dont  le  plan  passe  par  le  centre  d'homo- 
thétie directe  de  S,  et  S2  font  des  angles  égaux,  avec  Tt  et  Vr  Et 
réciproquement  ;  car,  si  les  angles  sphériques  P  A  J*u  PA2P2  sont 
égaux  et  de  sens  contraires,  il  est  de  même  des  angles  PjAjA^ 
PâA^At  ;  donc  les  grands  cercles  PiA,,  P2A2  se  rencontrent  en  un 
point  équidistant  de  Aj  et  de  A2;  donc  les  droites  CiAt,  C2A2  se 
rencontrent  aussi  en  un  point  équidistant  de  A4  et  de  A2  et,  par 
suite,  At  et  A2  sont  deux  points  antihomologues  des  sphères  2, 
et  2,  ['2*9]' 

20  Tous  les  cercles  dont  le  plan  passe  par  le  centre  d  homo- 
thétie  inverse  de  ^  et  2*  font  avec  Ti  et  Y±  des*  angles  supplé- 
mentaires; et  réciproquement. 
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Les  cereies  de  la  première  série  ont  pour  centres  radicaux  les 
centres  de  similitude  directe  de  Yv  et  1%  ;  ceux  de  la  seconde  ont 
pour  centres  radicaux  les  centres  de  similitude  inverse. 

Remarque.  —  Si  les  deux  cercles  Tit  Yt  sont  tangents,  leur 
point  de  contact  est  un  centre  de  similitude  directe,  ou  inverse, 
selon  qu'ils  sont  tangents  intérieurement,  on  extérieurement. 

296.  Soient  r\,  r2,  r3  trois  cercles  de  la  sphère  -  ;  les- 
centres  d'homothétie  des  sphères  orthogonales  à  2  et  passant 
par  F,,  r2,  T3  sont,  trois  par  trois,  sur  quatre  droite».  Done  les- 
centres  de  similitude  des  trots  cercles  rIt  I\,  r3  sont,  six  par 
six,  sur  quatre  grands  cercles,  qu'on  appelle  axes  de  simili- 
tude; celui  qui  contient  les  six  centres  de  similitude  directe  est 
Y  axe  de  similitude  directe;  les  trois  autres  s'appellent  des 
axes  de  similitude  inverse  et  contiennent  chacun  un  couple  de 
centre»  de  similitude  directe  et  deux  couples  de  centres  de 
similitude  inverse. 

Il  y  a  quatre  familles  de  cercles  isogonaux  aux  trois  cer- 
cles r,,  r2,  P3;  les  cercles  de  chacune  de  ces' familles  ont  pour 
axe  radical  l'un  des  quatre  axes  de  similitude. 

On  construit  les  cercles  tangents  à  Ylf  Ytt  F3  par  la  même 
méthode  qu'en  Géométrie  plane  (*)  [G.  P.  2j5], 

EXERCICES 

1.  Il  existe  huit  cercles  tangents  aux  trois  graads  cercles  qui 
portent  les  trois  côtés  d'un  triangle  sphériqo*  ABC  ;  Fuir  est  inscrit 
à  ce  triangle,  les  sept  autres  sont  inscrits  aux  triangles  associés 
BCA',  CAB',....  (A',  B\  C  éMant  le»  points  opposas  à  A,B,C). 

Évaluer,  en  fonction  des  côtés  dw  triangle,  les  segments  déter- 
minés sur  les  côtés  du  triangle  par  les- point»  de  contact  de  ces  hait 
cercles  [G.  P.  0,3]. 

Trouver  les  propriétés  corrélatives  concernant  les  cercles  cir* 
conscrits  aux  huit  triangles  ABC,  A'BC, 


(*)  Nous  avions  attribué  cotte  méthode  ù  M.  Foucbé  ;  mais  elle  se  troove 
déjà  dans   le    Traité  des  propriété»  projectiles  des  figures   de   Poncelct 
tome  I,  p.  i3o.  —  D'ailleurs,  on  arrive  plus  directement  ù  cette  construc- 
tion en  remarquant  que  le  plan  de  tout  cercle  tangent  ù  F  ,  T  .  Y    doit 
être  tangent  ù  deux  cônes  passant  F  un  par  r    et  T     l'autre  pnr  f\  et  p  . 
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—  Par  exemple,  les  tangentes  en  B,  ou  en  C,  au  cercle  circons- 
crit à  ABC  font  avec  le  côté  BC  des  angles  égaux  à 

I  (2rf  +  A  -  B  -  C). 

—  Les  tangentes  en  B,  ou  en  C,  aux  cercles  circonscrits  aux 
deux  triangles  ABC,  A'BC  font  entre  elles  un  angle  égal  à  A,  etc. 

Application.  —  Etant  donnés  deux  points  B  et  C  sur  un  petit 
cercle,  trouver  sur  ce  petit  cercle  un  troisième  point  A  tel  que 
l'angle  BAC  soit  égal  à  un  angle  donné. 

2.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  sphérique  concourent  en  deux 
points  opposés  [O.P.  p.  78,  ex.  1],  ainsi  que  les  trois  grands  cercles 
bissecteurs  et  les  trois  grands  cercles  médians  [p.  72,  ex.  2,  6°],  qui 
joignent  chaque  sommet  au  milieu  du  côté  opposé.  —  Théorèmes 
corrélatifs. 

3.  Inscrire  à  un  fuseau  donné  un  cercle  de  rayon  donné.  Discussion. 

4.  Construire  un  cercle  de  rayon  donné  tangent  à  deux  cercles 
donnés.  Discussion. 

5.  Construire  un  grand  cercle  tangent  à  un  petit  cercle  donné  et 
faisant  un  angle  donné  avec  un  grand  cercle  donné.  Discussion. 

6.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  : 

i°  Deux  côtés  et  la  hauteur  correspondant  à  l'un  d'eux  : 

20  Un  angle,  un  côté  adjacent  et  la  somme  ou  la  différence  des 
deux  autres  côtés  : 

3°  Un  angle,  un  côté  adjacent  et  la  somme  ou  la  différence  des 
deux  autres  angles  : 

4°  Un  angle  et  les  rayons  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  exinscrit 
situé  dans  cet  angle  ; 

5°  Un  côté,  un  angle  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  ou  du  cercle 
exinscrit  situé  dans  cet  angle  [ex.  1]  ; 

6°  Un  côté  cl  les  rayons  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  exinscrit 
tangent  à  ce  côté  [ex.  1]  ; 

70  Un  angle,  un  côté  et  le  périmètre  [ex.  1]; 

8°  Deux  angles  et  le  périmètre  [ex.  1]  ; 

90  Un  angle,  le  périmètre  et  une  hauteur. 

7.  Les  pôles  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  sonj,  respective- 
ment intérieurs  à  ce  triangle  et  au  triangle  opposé,  ou  extérieurs  à 
ces  deux  triangles,  selon  que  le  plus  grand  angle  du  triangle  est 
inférieur,  ou  supérieur  à  la  somme  des  deux  autres. 

8.  Si  la  base  BC  d'un  triangle  ABC  reste  fixe  et  que  le  sommet  À 
décrive  un  petit  cercle  passant  par  B  et  C,  la  différence 

(B  +  t)  -  'k 
reste  constante.  Et  réciproquement. 
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—  On  considère  les  triangles  isocèles  obtenus  en  joignant  les 
trois  sommets  au  pôle  intérieur  du  cercle  circonscrit. 

En  déduire  que  le  lieu  des  sommets  des  triangles  de  même  base 
et  de  même  aire  est  un  petit  cercle  passant  par  les  points  opposés 
aux  extrémités  de  la  base.  (Théorème  de  Lexcll  ;  voir  p.  239  une 
autre  démonstration.) 

9.  Soient,  sur  une  sphère  orientée,  deux  arcs  OA,  OB  issus  d'un 

même  point  ;  convenons  de  représenter  par  (AOB)  l'angle  compris 
entre  o°  et  36o°  dont  il  faut  faire  tourner  OA,  dans  le  sens  direct, 
pour  l'amener  sur  OB.  Cela  posé, 

i°  O  étant  un  des  pôles  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC, 
on  a,  dans  tous  les  cas, 

(ABC)  +  2  (CAO)  =  (BCA)  +  (CAB), 

en  sous-entendant  les  multiples  de  36o°. 

20  Pour  que  quatre  points  A,B,C,D  de  la  sphère  soient  sur  un 
mêincccrcle,  il  faut  et  il  sufiit  qu'on  ail,  en  sous-entendant  tou- 
jours les  multiples  de  36o°  : 

(ABC)  +  (CDA)  =  (BCD)  +  (f)ABj. 

—  En  particulier,  si  le  quadrilatère  ABCD  est  convexe,  pour 
qu'il  soit  incriptible,  il  faut  et  il  sufiit  que  la  somme  de  deux  angles 
opposés  soit  égale  à  celle  des  deux  autres  ;  mais  ce  dernier  énoncé 
n?  peut  guère  être  utile,  car,  le  plus  souvent,  on  ne  sait  pas  si  le 
quadrilatère  en  question  est  convexe  ou  non. 

Application.  —  Si  les  cinq  quadrilatères  sphériques  ABCD. 
ABCD',  ABA'B',  BCB'C,  CDC'D'  sont  inscriptiblcs,  le  quadrila- 
tère ADA'D'  lest  aussi. 

Voir  Bulletin  des  se.  math,  et  ph.  élém.,  3e  année,  p.  3io. 

10.  Si  les  angles  opposés  d'un  quadrilatère  sphérique  convexe 
sont  égaux,  les  côtés  opposés  le  sont  aussi  et  les  diagonales  se 
coupent  en  parties  égales. —  On  prolonge  les  côtés  opposés  jusqu'à 
leurs  points  de  rencontre,  etc.  —  Réciproques. 

11.  Si  les  quatre  angles  d'un  quadrilatère  sphérique  sont  égaux, 
les  diagonales  sont  égales  et  les  quatre  cordes  forment  un  rectangle 
plan. 

12.  Dans  un  losange  sphérique,  les  diagonales  se  coupent  en 
parties  égales,  à  angle  droit  et  sont  les  bissectrices  des  angles  du 
losange. 

i3.  Dans  un  carré  sphérique  'quadrilatère  ayant  ses  quatre  angles 
égaux  et  ses  quatre  côtés  égaux,  les  diagonales  se  coupent  en  leur 
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milieu,  à  angle  droit,  «ont  égaies  et  «ont  les  bissectrices  des  angles 
du  carré. 

14.  Transformer  «nr  polygone  sphériqwe  en  un  triangle,  on  en  un 
fuseau,  ou  en  un  carré  sphérique  équivalent  [ex.  8,  th.  de  Lexell]. 

i5.  Diviser  un  triangle  sphérique  dans  un  rapport  donné  par  un 
grand  cercle  passant  par  un  point  donné  sur  l'un  des  côtés  [ex..  8 
et  14]. 

16.  Calculer  les  ongles  d'un  tTÎanglc  sphérique  sachant  qu'ils 
•sont  proportionnels  aux  nombres  a,  h,  c  et  que  1  aire  de  ce  triangle 
est  la  n°  partie  de  celle  du  triangle  trireciangle.  —  Discussion. 

17.  Trouver  Tangie  dos  méridiens  die  Paris  et  de  1  Londres  sachant 
que  l'aire  du  fuseau  qu'ils  comprennent  est  de  34  3ni  myria mètres 
carrés. 

18.  Si  on  prend  pour  unité  d'aire  le  triangle  trirectangle  et  pour 
unité  d'arc  le  quadrant,  l'aire  d'un  polygone  sphérique  a  pour 
mesure  l'excès  du  nombre  4  *ur  le  nombre  qui  mesure  le  périmètre 
du  polygone  polaire. 

19.  Etant  donnés  trois  points  A,  6,  C  sur  un  même  grand  cercle, 
trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  sphériques 
menées  par  A  aux  cercles  passant  par  B  et  C. 

20.  Tracer,  «*rr  une  sphère,  un  cercle  passant  par  deux  points 
donnés  et  langent  à  un  cercle  donné  [G.P.an]. 

ai.  Tracer,  sur  une  sphère,  un  cercle  passant  par  un  point 
donné  et  tangent  à  deux  cercles  donnés  [296]. 

22.  Les  plans  de  tons  les  cercles  d'une  sphère  qui  coupent  un 
cercle  donné  sur  cette  sphère  en  deux  points  diamétralement 
opposés  passent  par  un  point  fixe. 

Applications.  —  i°  Lieu  des  pôles  des  cercles  qui  coupent  deux 
cercles  donnés  en  des  points  diamétralement  opposés. 

20  Tracer  un  cercle  coupant  trois  cercles  donnés  en  des  points 
diamétralement  opposés. 

3°  Tracer  un  cercle  tangent  à  deux  cercles  donné*  et  ronpant  un 
roMième  cercle  donné  en  des  pointe  diamétralement  opposés. 

23.  Etant  données,  sur  une  sphère,  deux  figures  égales,  on  peut 
amener  l'une  des  ligures  sur  l'autre  eu  la  faisant  tourner  autour 
d'un  diamètre  de  la  sphère  [G.  P.  137]. 


LIVRE  VIII 
COURBES  USUELLES 

CHAPITRE  PREMIER 
ELLIPSE 

297.  On  appelle  sllipsc  une  courbe  plane  telle  que  la 
somme  des  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points 
fixes,  situés  dans  son  plan,  soit  constante. 

Les  deux  points  fixes  sont  nommés  les  foyers  de  l'ellipse, 
les  distances  d'un  point  de  la  courbe  aux  foyers  se  nomment 
les  rayons  vecteurs  de  ce  .point.  En  appelant  F  et  F'  les 
•foyers  d'une  ellipse  et  20  la  somme  constante  des  rayons 
vecteurs,  on  aura,  pour  chaque  point  de  l'ellipse, 

MF  +  MF'  =  a«. 

298.  Construction  d'une  ellipse.  —  i°  D'un  trait  -con- 
tinu. —  Imaginons  (fig.  172)  un  fil  de  longueur  donnée 
égale  à  na  et  dont  les  extrémités  sont 
fixées  aux  deux  points  F  et   F'.;  la 
pointe  M  d'un  crayon  se  déplace  en 
maintenant  le  fil  tendu.  Cette  pointe 
tracera   sur   le    papier   une    ellipse 
ayant  pour  foyers  F  et  F';  c'est  le 
procédé   employé  par  les  jardiniers  lfS'    '*' 
iponr  tracer  des  ellipses  qu'ils  nomment  des  ovales.  En 
réalité,  les  extrémités  du  fil  étant  fixées  sur  le  papier  (ou 
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sur  le  sol)  à  l'aide  de  deux  pointes  (ou  de  deux  piquets) 
le  tracé  doit  être  fait  en  deux  fois. 

Si  Ton  veut  faire  le  tracé  en  une  seule  fois,  il  faut 
entourer  les  deux  pointes  d'un  fil  sans  fin  de  longueur 
égale  a  ia  -f-  2c. 


2°  Construction  par  points.  —  A  partir  du  milieu  O 
de  FF'  (fig.  i^3)  portons  sur  cette  droite,  dans  les  deux 

sens,  OA  =  A'O  =  a.  Soit  P  un 
point  quelconque  de  AA'  ;  on  a 
A'P-t-PA=2<z. 

On  peut  donc  supposer  l'un  des 
rayons  vecteurs  égal  a  PA,  l'autre 
égal  à  PA';  d'après  cela,  de  F 
comme  centre  avec  PA  comme 
rayon  et  de  F'  comme  centre  avec 
PA'  pour  rayon,  traçons  deux  cercles  ;  ces  cercles  se 
couperont  en  deux  points  M,  M'  symétriques  par  rapport 
à  AA',  pourvu  que  l'on  ait 


AT  —  PA  |<  FF  <  AT  +  PA. 

On  doit  donc  supposer  FF'<AA'  ou  c<a,  en  posant 
FF'  =  2c;  la  seconde  condition  peut  s'écrire  :  FF'>20P 
ou  OP<OF,  en  supposant,  ce  qui  est  permis,  P  entre  O  et  A. 

Si  Ton  supposait  c  =  a,  c'est-à-dire  A  confondu  avec  F 
et  A7  avec  F',  les  cercles  auxiliaires  seraient  toujours  tan- 
gents entre  eux  et,  au  lieu  d'une  courbe,  on  obtiendrait  le 
segment  A' A,  que  l'on  peut  appeler  une  ellipse  infiniment 
aplatie. 

On  peut  permuter  les  rayons,  c'est-à-dire  décrire,  de  F 
comme  centre,  un  cercle  de  rayon  PA  et,  de  F  comme 
centre,  un  cercle  de  rayon  A'P  ;  on  aura  deux  nouveaux 


ELLIPSE  249 

cercles,  qui  se  couperont  en  deux  points  M",  M"'  symé- 
triques par  rapport  à  AA',  et  symétriques  des  points  M 
et  M'  respectivement,  par  rapport  a  la  perpendiculaire  au 
milieu  de  AA'.  Les  quatre  points  obtenus  M,  M',  M",  M"' 
forment  un  rectangle,  ayant  pour  centre  le  point  O. 

En  supposant  que  P  décrive  le  segment  OF,  on  obtien- 
dra, en  joignant  par  un  trait  continu  les  points  obtenus, 
une  courbe  fermée  passant  par  les  points  B,  B'  que  Ton 
obtient  quand  le  point  P  est  en  0,  c'est-à-dire  quand  les 
rayons  vecteurs  sont  .tous  deux  égaux  à  a,  et  par  les 
points  A,  A'  qui  correspondent  au  cas  où  le  point  P  vient 
en  F,  et  alors  les  deux  cercles  auxiliaires  correspondants 
sont  tangents  soit  en  A,  soit  en  A'. 

299.  La  courbe  obtenue  a  deux  axes  de  symétrie  AA',  BB' 
et  le  point  de  concours  de  ces  deux  axes  est  son  centre. 
On  pose 

BB'  =  ib 

et  le  triangle  rectangle  OFB,  dans  lequel  BF  =  a,  OB  =by 
OF  =====  c,  donne  la  relation 

6*  +  c*  =  a* 
ou 

c*  =  a*  —  //'. 


Le   rapport  —  se   nomme  Y  excentricité,  on  le  désigne 
par  la  lettre  e,  et  Ton  voit  que,  dans  toute  ellipse,  e<  1. 
On  a  donc 


=  t/«*  —  />*,  b  =  tfa*  —  c2  =  «y/ 


1  —  e-,         c=  ae< 


Si  e  =  o  ou  b  =  a,  les  foyers  F  et  F'  se  confondent  et 
l'ellipse  dégénère  en  cercle. 

On  voit  que  a>b;  pour  cette  raison,  AA'  =  2a  se  nomme 
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le  grand  axe  et  JBB'  =  ai,  le  /?etâ  «are  de  l'ellipse  ;  enfin 
ac  «e  nomme  la  distance  focale. 

On  nomme  cercles  directeurs  les  cercles  décrits  des 
foyers  comme  centres  avec  aa  pour  rayon,  cercle  prin- 
cipal le  cercle  décrit  sur  AA/  comme  diamètre. 

Nous  représenterons  par  (F)  le  cercle  directeur  de 
centre  F  et  par  ^F')  celui  qui  a  povr  centre  'F'. 

3oo.  Problème.  —  Trouver  les  points  d'intersection  d'une 
droite  et  d'une  ellipse,  dont  on  connaît  les  foyers  et  le  grand 
axe. 

Soit  (fig.  i  j4)  X'X  la  droite  donnée.;  il  s'agit  de  trouver 

les  points  de  cette  droite 
dont  la  somme  des  dis- 
tances à  F  et  F'  soit 
égale  à  ia*  Soit  M  un 
point  de  X'  X  tel  que 

F'M  +  MF  =  aa. 

Si  Ton  prolonge  F'M 

d'une     longueur     M  G 

égale   à  MF ,    on    aura 

F'M  -f-  MF  =  ia  ;  d'où  il  résulte  que  le  cercle  de 


Fig.  174. 


F'G  : 

centre  M  et  de  rayon  MF  sera  tangent  intérieurement  au 
cercle  directeur  (F7).  Mais  tout  cercle  ayant  son  centre  sur 
X'X  et  passant  par  F  passe  aussi  par  le  point  cp  symétrique 
de  F  par  rapport  à  X'  X  ;  et  réciproquement,  tout  cer-cle 
passant  par  les  deux  points  F  et  cp  a  son  centre  sur  X'X. 
D'autre  part,  soit  G  le  point  de  contact  d'un  cercle  pas- 
sant par  les  deux  points  F  et  ©  et  tangent  intérieurement 
au  cercle  (F')  ;  son  centre  M  sera  à  l'intersection  de  X'  X 
avec  F'G,  entre  F'  et  G  et  l'on  aura 

F'G  =  F'M  +  MG=  F'M  +  MF  ; 
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•le  point  M  sera  donc  un  «point  de  l'ellipse.  On  en  conclut 
que  la  droite  X  X  rencontre  l'ellipse  en  autant  de  points 
que  Ton  pourra  mener  de  cercles  .passant  par  F  et  cp  et 
tangents  au  cercle  (F'). 

Le  point  F  est  à  l'intérieur  du  cercle  (F')  ;  le  problème 
ne  sera  donc  possible  que  si  tp  est  aussi  à  l'intérieur  de  (F') 
et,  dans  ce  cas,  il  y  a  deux  points  d'intersection  ;  si  ©  est 
sur  le  cercle  directeur  (F'*  ,  il  n'y  a  plus  qu'un  seul  point 
d  ^intersection ,  la  droite  est  alors  tangente  à  l'ellipse, 
comme  cola  .résulte  du  théorème  suivant.  Enfin,  lorsque  cp 
est  à  l'extérieur  du  cercle  directeur  (F'),  la  droite  ne  coupe 
pas  l'ellipse. 

Remarque.  —  Une  droite  quelconque  tracée  dans  le 
plan  d'une  ellipse  peut  donc«couper  cette  courbe  en  deux 
points  au  plus.  L'ellipse  est  une  courbe  convexe. 

3oi .  Conditions  pour  qu'un  point  soit  intérieur  ou  exté- 
rieur à  une  ellipse  donnée. 

Une  ellipse  partage  le  plan  dans  lequel  elle  est  tracée 
en  deux  régions;  celle  de  ces  régions  qui  comprend  le 


**ig.   175.  Fig.  17G. 

«entre  de  l'ellipse  est  dite  intérieure  k  l'ellipse  ;   l'autre 
région  erft  la  région  extérieure. 

Cela  iposé,  soit  (fig.  i~5)   M  un  .point  k  l'intérieur  de 
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l'ellipse  de  foyers  F,  F7  et  de  grand  axe  2<z.  Le  rayon  vec- 
teur MF7  coupe  l'ellipse  en  X  et  Ton  a 

MF  +  MF'  <  NF  +  NM  +  MF, 

ou 

MF  +  MF'  <  NF  +  NF', 

c'est-à-dire 

MF  +  MF'<  211. 

Considérons  en  second  lieu  un  point  M'  (fig.  176)  situé 
à  l'extérieur  de  la  môme  ellipse  ;  M'F'  coupe  l'ellipse  en  X' 
et  l'on  a 

M'F  +  M'F'  >  N'F  +  N'F', 

ou 

M'F  +  M'F'  >  2  a . 

Ainsi  la  somme  des  rayons  vecteurs  d'un  point  du  plan 
de  l'ellipse  donnée  est  inférieure,  égale  ou  supérieure  à  aa 
suivant  que  ce  point  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse,  sur  cette 
ellipse  ou  à  l'extérieur. 

Les  réciproques  sont  vraies  :  si  la  somme  des  rayons 
vecteurs  de  M  est  moindre  que  2«,  M  est  à  l'intérieur;  si 
elle  est  égale  à  na>  M  est  sur  l'ellipse  ;  si  elle  est  supé- 
rieure à  20,  M  est  extérieur. 

Il  en  résulte  encore  que  l'ellipse  considérée  est  le  lieu 
géométrique  des  points  du  plan  dont  la  somme  des  dis- 
tances aux  deux  foyers  est  égale  à  'ia. 

3o2.  Tangente  à  V ellipse.  —  Soient  (fig.  1 77)  M  et  M' deux 
points  d'une  ellipse  ayant  pour  foyers  F,  F'  et  dont  la  lon- 
gueur du  grand  axe  égale  ia.  Si  Ton  prolonge  F' M  d'une 
longueur  MG  =  MF  et  F'M'  dune  longueur  M'G'  =  M'F 
on  a  F'G  =  F'G'  =  ia  et   le  cercle  (F')  est  tangent  au 
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cercle    ayant   pour    centre  M  et   pour  rayon   MF,  ainsi 
qu'au  cercle  ayant  pour  centre  M' et  pour  rayon  M'F. 
Or  ces  deux  derniers  cercles  sont  précisément  les  deux 


Fig.  177. 


cercles  tangents  au  premier  et  menés  par  F  et  son  symé- 
trique o  par  rapport  à  la  droite  MM';  il  en  résulte  que  la 
droite  F  9  passe  par  le  point  de  concours  II  des  tangentes 
GH,  G'H,  point  qui  n'est  autre  que  le  centre  radical  des 
trois  cercles.  Cela  posé,  si  MT  est  la  perpendiculaire  à 
FG  issue  de  M,  les  angles  TMM'  et  GFH  sont  égaux, 
comme  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires.  Supposons  que 
le  point  M7,  en  cheminant  sur  l'ellipse,  vienne  se  confondre 
avec  M  ;  l'angle  GF'G'  tendra  évidemment  vers  zéro  et  il 
en  sera  de  même  de  sa  moitié  GF'H,  ce  qui  exige  que  le 
segment  de  tangente  GH  tende  vers  zéro,  et  alors  l'angle 
GFH  tendra  aussi  vers  zéro  et,  enfin,  son  égal  TMM'  aura 
aussi  pour  limite  zéro.  En  d'autres  termes,  quand  le  point 
M'  tend  vers  le  point  M,  la  sécante  MM'  tend  à  prendre 
une  position  limite  qui  est  celle  de  la  droite  TMT'.  (On 
arriverait  à  la  môme  conclusion  si  le  point  M"  s'approchait 
indéfiniment  du  point  M  ;  on  verrait  que  l'angle  T'MM" 
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tend  vera  zéro,  M7  et  M/'  étant  suppeaés  de  part  et  d'autre 
de  M  sur  l'arc  d'ellipse  M'MM".) 

L'ellipse  a  donc  une  tangente  en  chacun  de  ae»poînt»M  ; 

cette  tangente  est  la  bissectrice  extérieure,  en  M,  du 
triangle  MFP,  puisque  o'est  la  bissectrice  de  l'angle  FMG. 
On  énonce  en  abrégé  ce  résultat  sous  cette  forme  : 

La  tangente  en  un  point  d'une  ellipse  fait  des  angles 
égaux  [et  de  sens  contraires)  avec  les  rayons  vecteurs  de 
ce  point y  qu'on  nomme  le  point  de  contact  de  la  tangente. 

La  normale  en  M  est  la  bissectrice  MX  de  l'angle  FMF\ 

3o3.  Théorème,  —  i°  Le  lieu  des  symétriques  d'un 
foyer  par  rapport  aux  tangentes  à  une  ellipse  est  le  cercle 
directeur  relatif  à  Vautre  foyer; 

2°  Le  lieu  des  projections  d'un  quelconque  des  deux 
foyers  sur  ces  tangentes*  est  le  cercle  principal. 

En  effet,  soit  M  (fig.  178)  un  point  d'une  ellipse  ayant 

pour  foyers  F,  F'.  Si  nous  prolon- 
geons F'M  d'une  longueur  MG=  MF, 
F' G  sera  égal  à  2a  ;  nous  avons  vu 
que  la  tangente  en  M  est  la  droite  MT 
perpendiculaire  au  milieu  de  FG; 
donc  G  est  le  symétrique  de  F  par 
rapport  à  MT  ;  ce  qui  prouve  que  le  symétrique  du  foyer  F 
par  rapport  à  une  tangente  quelconque  est  un  point  du 
cercle  directeur  ayant  pour  centre  le  second  foyer  F'. 

Réciproquement,  soit  G  un  point  quelconque  de  oe 
cercle  directeur;  on  a 

FF  =  ic,  F'G  =  a«  ; 

donc  F'F  <  F'G,  ce  qui  prouve  que  F'  et  G  sont  de  part  et 
d'autre  de  la  perpendiculaire  T'T  au  milieu  de  FG  ;  par 
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suite,  TT  rencontre  F'G  en  un  point  M  situé  entre  F7  et  G. 

et  Ton  a 

MF'  +  MF  =  MF'  +  MG  =  %a. 

Le  point  M  est  donc  sur  l'ellipse  ;  la  tangente  en  M  est 
la  droite  MT  et  le  point  G  est  le  symétrique  de  F  par 
rapport  à  cette  tangente.  Le  lieu  des  symétriques  de  F  est 
donc  bien  le  cercle  (F7). 

Ensuite,  soit  H  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  F  sur  MT  ;  H  est  le  milieu  de  FG  ;  on  a  donc 

OH  =  i-  F'G  =  a 

et  Ton  voit  que  le  lieu  de  II  est  le  cercle  principal  de 
l'ellipse. 

Remarque.  —  Les  demi-droites  F'G  et  OU  sont  paral- 
lèles et  de  même  sens  ;  le  point  F  est  le  centre  d'homo- 
thétie  directe  du  cercle  directeur  (F7)  et  du  cercle  prin-. 
cipal.  Cette  remarque  nous  servira  plus  loin. 

Corollaire.  — La  droite  MG  est  la  distance  du  point  M 
au  cercle  directeur  (F')  ;  on  voit  ainsi  que  l'ellipse  est  le 
lieu  des  points  équidistants  de  ce  cercle  et  du  point  F. 

Donc,  le  lieu  des  points  équidistants  d'un  cercle  et  d'un 
point  intérieur  à  ce  cercle  est  une  ellipse  ayant  pour  foyers 
ce  peint  et  le  centre  du  cercle,  et  pour  longueur  du  grand 
axe  le  rayon  du  cercle  donné,  qui  n'est  autre  chose  qu'un 
des  cercles  directeurs  de  cette  ellipse. 

3o4-  Problème.  —  Construire  par  tangentes  une  ellipse  de 
foyers  et  de  grand  axe  donnés. 

Traçons  (fig.  179)  le  cercle  directeur  (¥')  et  le  cercle  prin- 
cipal. Soient  FH  et  F'H'  deux  demi-droites  parallèles  et  de 
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même  sens,  H  et  H'  les  points  où  elles  rencontrent  le  cercle 


Fig.  179. 

principal  :  HH'  est  une  tangente,  dont  le  point  de  contact  est 
à  l'intersection  de  H  H'  et  de  F'G.  On  aura  par  ce  procédé 
autant  de  tangentes,  avec  leurs  points  de  contact,  qu'on  voudra. 

On  remarquera  que  les  tangentes 
aux  extrémités  de  chaque  axe  sont 
perpendiculaires  à  cet  axe  ;  on 
nomme,  pour  cette  raison,  sommets 
les  extrémités  de  chaque  axe.  L'el- 
lipse a  quatre  sommets. 

Si  l'on  ne  tient  pas  à  construire 
les  points  de  contact,  il  suffit  de 
mener  (fig.  180),  par  plusieurs 
points  du  cercle  principal,  les  per- 
pendiculaires aux  droites  qui  joi- 
gnent ces  points  à  l'un  des  foyers. 
En  d'autres  termes,  si  le  sommet  d'un  angle  droit  décrit  le 
cercle  principal  et  que  l'un  des  côtés  de  cet  angle  passe  cons- 
tamment par  l'un  des  foyers,  l'autre  côté  enveloppe  l'ellipse. 

3o5.  Problèm;:.   —  Mener  à  une  ellipse   une  tangente 
par  un  point  donné. 


l4'ig.   180. 
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i°  Le  point  donné  est  sur  l'ellipse.  —  On  joint  le 
point  donné  M  (fig.  179)  à  l'un  des  fojjers,  F',  par 
exemple  ;  et  Ton  mène  OH  parallèle  a  la  demi-droite  F'M, 
et  de  mt-me  sens,  jusqu'au  point  de  rencontre  H  avec 
le  cercle  principal  ;  la  droite  MH  est  la  tangente  deman- 
dée. 

On  peut  aussi  prolonger  F'M  jusqu'en  G  sur  le  cercle 
directeur  'F']  et  joindre  au  point  M  le  point  H,  inter- 
section de  la  demi-droite  '  FG  avec  le  cercle  prin- 
cipal. 

•>.°  Le  point  donné  n'est  pas  sur  V  ellipse.  —  Supposons 
le  problème  résolu  et  soit  PM 
fig.  181)  une  tangente  à  l'ellipse 
donnée.  Le  point  G,  symétrique 

du  lover  F  par  rapport  à  cette      /        s       \\  ï\     \     >p 
tangente,  est  sur  le  cercle  direc- 
teur   F/N  ;  il  est  aussi  sur  le  cer- 
cle  décrit  de  P  comme  centre 
avec  PF  pour  rayon.  Je  disque, 

*  là"  0 

réciproquement,  à  tout  point  G  lgr* 

commun  à  ces  deux  cercles  correspond  une  tangente  issue 
de  P.  En  effet,  remarquons  d'abord  que  F/F=2c  et 
V'G  =  *2a;  donc  F'F<F'G,  ce  qui  prouve  que  F7  et  G 
sont  de  part  et  d'autre  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  P  sur  FG,  laquelle  passe  par  le  milieu  de  FG;  d'où  il 
résulte  que  cette  perpendiculaire  rencontre  F'G  en  un 
point  M  situé  entre  F'  et  G,  et,  par  conséquent,  tel 
que  F'M  +  MG  =  jm  ;  donc  MF'-f-  MF=  ia.  Le  point  M 
est  donc  un  point  de  l'ellipse  donnée  et  PM  étant  la 
bissectrice  de  l'angle  FMG  est  la  tangente  en  M.  Le  pro- 
blème a  autant  de  solutions  que  les  deux  cercles  tracés 
ont  de  points  communs. 


<î.  vl  N.  (ïi,mut'»trifa. 
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Discussion. —  i°Les  conditions  pour  que  les  deux  cercles 
se  coupent  en  deux  points  distincts,  sont  : 

ia  <  PF  +  PF', 
PF<PF'+  ia. 
PF'<PF  +  in. 

La  première  condition  exprime  que  le  point  P  doit 
être  extérieur  à  l'ellipse  donnée.  Je  dis  que  cette  condi- 
tion nécessaire  est  suffisante.  En  effet,  supposons-la  véri- 
fiée et  soit,  pour  fixer  les  idées  :  PF^PF';  la  seconde 
inégalité  est  alors  vérifiée  ;  quant  à  la  troisième,  si  le 
point  P  n'est  pas  sur  Taxe  focal,  le  triangle  PFF'  donne 

PF'  <  PF  +  ac  <  PF  +  *a  ; 

et  si  le  point  P  est  sur  Taxe  focal,  étant  extérieur  a  l'el- 
lipse, il  n'est  pas  entre  F  et  F',  on  a  donc 

PF'  — PF  =  ac; 

d'où 

PF'=PF  +  ac<PF  +  ia, 

et,  par  conséquent,  l'inégalité  est  encore  vérifiée. 

2°  Le  point  F  étant  à  l'intérieur  du  cercle  directeur  de 
centre  F',  si  les  deux  cercles  sont  tangents,  ils  sont 
tangents  intérieurement  et,  dans  ce  cas,  on  a  : 

PF'  =  ni  —  PF, 

ou  PF'  +  l*F  ==  a<*  ;  le  point  P  est  alors  sur  l'ellipse  et 
les  deux  tangentes  se  confondent. 

En  rèsumèy  on  peut  mener  à  une  ellipse  deux  tangentes 
distinctes  par  un  point  extérieur  ;  on  peut  en  mener  une 
seule  par  un  point  pris  sur  l'ellipse  et  le  point  de  con- 
tact se  confond  alors  avec  le  point  donné  ;  enfin,  on  n'en 
peut  mener  aucune  par  un  point  intérieur. 
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3o6.  Problème.  —  Mener  à  une  ellipse,  donnée  par  ses 
foyers  et  son  grand  a.re,  une  tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

Le  symétrique  d'un  foyer,  par  rapport  à  une  tangente 
parallèle  a  la  direction  donnée,  est  à  l'intersection  du 
cercle  directeur  ayant  pour  centre  l'autre  foyer  et  de  la 
perpendiculaire  à  la  direction  donnée  menée  par  le  pre- 
mier foyer. 

Soit  X'X  (fig.  182)  la  direction  donnée  ;  le  foyer  F  est  à 
l'intérieur  du  cercle  directeur  x' 

(F')  ;  donc  la  perpendiculaire 
GG'  menée  par  F  à  X'X  coupe 
le  cercle  directeur  en  deux 
points  distincts  G,  G' '.  On  voit 
comme  plus  haut  que  la  per- 
pendiculaire élevée  au  milieu 
de  FG  est  tangente  à  l'ellipse 
au  point  M  où  elle  rencontre 
F'G  ;  de  même,  la  perpendicu- 
laire élevée  au  milieu  de  FG' 
est  tangente  en  M',  point  où  elle 
rencontre F'G'. Le  problème  a  donc  toujours  deux  solutions. 

Les  triangjes  F'GG',  MFG,  M'FG'  étant  isocèles,  les 
angles  MFG  et  M'G'F  sont  égaux,  ainsi  que  MGF  et  M'FG'; 
la  figure  MFM'F'est  un  parallélogramme  et,  par  suite,  les 
points  M,  M'  sont  diamétralement  opposés.  Donc  : 

Les  points  de  contact  de  deux  tangentes  parallèles  d'une 
ellipse 9  sont  des  points  diamétralement  opposés. 


307.  Théorème  de  Poncelet. 


v 


Les  tangentes  à  une 


ellipse  issues  d'un  point  extérieur  font  des  angles  égaux 
avec  les  rayons  vecteurs  de  ce  point. 
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Soient  (h*  g.  i83)  PM,  PM'  les  tangentes  menées  de  P  à 
une  ellipse  de  foyers  F,  F'  et  de  grand  axe  ->m.  Soient  G  le 

symétrique  de  F  par  rapport  à 
PM,  G'  le  symétrique  de  F'  par 
rapport  à  PM'.  Le  point  G  est 
sur  le  prolongement  de  F'M  et 
G' sur  le  prolongement  de  FM'. 
Traçons  les  droites  qui  joignent 
le  point  P  aux  points  F, G, F', G7; 
les  triangles  PFG'  et  PGF'  sont  égaux  comme  ayant  les 

trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  donc  F'PG  =  FPG', 

d'où  Ton   tire    t^^FTG'  et,  par   suite,  PM  étant   la 

bissectrice  de  rTG  et  PM'  celle  de  FPG',  on  a 


Fig.   i83. 


s-    \ 


FPM  =  M'PF'. 

On  peut  donc  dire  que  les  droites  PF,  PF'  et  les  droites 
PM,PM'  forment  deux  couples  antiparallèles. 

Remarquons  encore  que,  si  PM  est  une  tangente  et  si 

Ton  mène  PM'  telle  que  M'PF'-=FPM,  PM'   sera  aussi 
tangente  à  la  même  ellipse. 


Corollaires.  —  I.  —  Les  angles  PGF'  et  PFG'  sont 

égaux;  mais  PGM  =  PFM  ;  donc  FP  est  la  bissectrice  de 
l'angle  M'FM.  Par  conséquent, 

Les  tangentes  issues  d'un  point  sont  vues  d'un  foyer  sous 
des  angles  égaux. 

IL  —  Supposons  que  l'angle  M'PM  soit  droit,  il  en  est 
alors  de   même  de  l'angle  F'PG  et,  par  suite, 


vvr-  j_  |>o2  — F'(i2; 
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d'où  : 


PK2  +  PF,-=4«Î. 


B 


Et  réciproquement.  Donc  : 

Le  lieu  des  points  d'où  Von  voit  une  ellipse  sous  un 
angle  droit  est  un  cercle  concentrique  à  V ellipse.  On  le 
nomme  le  cercle  orthoptique. 

LessommetsC,C',D,D'(fig.  184) 
du  rectangle  formé  par  les  tan- 
gentes menées  à  l'ellipse  par  les 
quatre  sommets,  appartiennent  au 
cercle  orthoptique,  qui  est  ainsi 
déterminé.    Son  rayon   est  égal  a 

\]a*  +  b*. 


'a' 

0             A 

K^ 

^ 

r' 


Fi*.   18'f. 


III.  —  La  portion  d'une  tangente  mobile  comprise  entre 
deux  tangentes  fixes  est  vue  d'un   foyer  sous  un  angle 

p  constant. 

En  effet,  FX  (fig.  i85) 
étant     la    bissectrice     de 

r^etFX'celledeTFM', 
on  a  : 


Kfa.   iHV 


NFN'  =  —  M  FM'. 


On  verra  de  même  que  RFIV  est   la  moitié  de  l'angle 
rentrant  MFM',  ou,  ce  qui  revient  au  même  : 


RFF?=  180» MFM'. 


3o8.  Théorème,  —  Le  produit  des  distances  des  deux 
foyers  à  une  tangente  quelconque  de  l'ellipse  est  constant 
et  égal  à  b2. 

C1 
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En  effet,  si   nous  considérons  (fig.  186)   une  tangente 

quelconque  et  la  tangente  parallèle,  ces  deux  droites  et  les 

perpendiculaires  qui   leur  sont   menées    par   les  foyers 

p.  forment  un  rectangle  PP'Q'Q  ayant 

pour  centre  le   centre  de  l'ellipse  ; 

1A    donc 

QF  =  FF 

et,  par  suite, 

FPxF'P'  =  FPxQF. 

Mais  les  points  P  et  Q  appartiennent  au  cercle  princi- 
pal; donc 

FPxQF  =  A'FxFA, 

et,  par  suite, 

FP  X  F'P'  =  A'F  x  FA  =  («  +  c)  [a  -  c)  —  a*  —  c2, 

ou 

FPx  F'P'—bK 

4 

3(>9-  Théorème.  —  La  projection  de 
la  normale  sur  le  rayon  vecteur  est  cons- 
tante. 

En  effet,  soit  (fig.  187)  MN  la  portion 
de  normale   comprise  entre  son   point 
d'incidence  M  et  le  point  N  où  elle  rencontre  le  grand  axe. 
Soient  MQ  =  MQ'  les  projections  de  MN  sur  MF  et  MF7,  on  a 


Fig.   187. 


MQ=MX  X 
MQ'=MNx 


d'où 


MQ'-=MN'-. 


FP 
F'P' 


b2 


Mais  [G.  P.  190J 


MFx  MF' 


>2 


MF. MF'  =  MN*  +  F'N.NF  : 
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de  plus 


d'où 


et  enfin 


ce  qui  donne 


d'où 


F'N 
W 


XF 

MF 


a 


MF.MF  =  MX1  +  ^—  .  MF. MF', 


Zl  —  \fïT  \fïî"       f        . 


MX*  =  MF.MF'. 


*?  =  -£, 


a 


i  ' 


a 


MQ  = 


se  nomme  le  paramètre. 


b* 


a 


Si  l'on  suppose  (fig.  188)  le  rayon  vecteur  MF  perpendiculaire 


Fig.  188. 


Fig.   189. 


au  grand  axe,  la  projection  de  la  normale  sur  MF  sera  précisé- 
ment  MF  ;  donc  le  paramètre  —  est  alors  égal  à  MF. 


EQUATION     DE     L'ELLIPSE 


3 10.  Soient  (fig.  189)  X'X  et  Y' Y  les  deux  axes  de  symétrie 
de  l'ellipse,  le  premier  étant  l'axe  focal. 
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Posons  OP  =  xy  PM  ==  y,  x  étant  positif  dans  le  sens  OX  et 
y  dans  le  sensOY  (OP  s'appelle  Y  abscisse  et  PM  Y  ordonnée  du 
point  M). 

On  a  : 

MF"'2  —  MF2  =PFa  —  PF2  =  \  ex  ; 

d'où 

a  ex 


MF'  —  MF  = 


a 


et,  par  suite, 


MF  =  « — ,  MF'  =  «  +  — . 

a  a 


D'autre  part, 


MF2  =  PM2  +  PF2  =  j*  +  (c  —  x)*  : 


donc 


Développant  et  simplifiant,  il  vient,  en   se  rappelant  que 
a*  —  cf  =  b*  : 


.r*  r» 


«*     ^      b* 


Corollaire.  —  On  a 


ou 


y*  =  IL   („i  _  ^   =    i!_  („    _  X)  („   +  x), 


PM"  =  -V  .  A'P.PA  =  —r.  PN2 
/»*  ri* 


a*  a 

Donc 

PM  =  — .   PN. 
a 

PN  étant  l'ordonnée  du  cercle  principal. 
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On  verrait  de  même  (fig.  190)  que 

QM  =  -~.  QR, 

Q  et  R  étant  les  points  de  rencontre  de  BB'  et  du  cercle 


Fig.   190. 


Fig.   191. 


décrit  sur  BB'  comme  diamètre  (cercle  secondaire)  avec  la 
parallèle  à  A' A  issue  du  point  M. 

De  là  une  nouvelle  construction  par  points  de  l'ellipse  : 
Ayant  tracé  (fig.  191)  les  deux  cercles  de  diamètres  A  A'  et 
BB',  on  mène  un  rayon  ON  du  premier  cercle,  et  on  projette 
le  point  R  où  ce  rayon  rencontre  le  second  cercle,  sur  l'ordon- 
née NP  ;  le  lieu  de  M  est  l'ellipse  ayant  pour  axes  A  A'  et  BB\ 


î  1 1 .  Théorème-  —  Si  les  extrémités  d'une  droite  de  longueur 
constante  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires,  tout  point 
de  cette  droite  décrit  une  ellipse  ai/ant  pour  axes  de  symé- 
trie ces  deux  droites  fixes,  et  pour  demi-longueurs  d'axes  les 
distances  du  point  décrivant  aux  extrémités  de  la  droite. 

En  effet,  supposons  (fig.  19a  et  19J)  MR  =  a,  MQ  =  £,  les 
points  Q  et  R  étant  assujettis  à  glisser  sur  X'X  et  sur  Y' Y.  Si 
l'on  mène  OM'  parallèle  à  RM,  M'  étant  le  point  de  rencontre 
de  cette  parallèle  avec  la  perpendiculaire  MP  à  X'X,  on  a 


MP 


QP 
OP 


QM 

RM 


a 


Mais    M'  décrit  un    cercle  de   ravon  a%  donc  M   décrit  une 
ellipse  d'axes  ia,  '±b. 
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Cette  propriété  donne  un  nouveau  moyen  pratique  pour 

Y 


Fig.  193. 


construire  autant  de  points  qu'on  veut  d'une  ellipse  ayant  des 
axes  donnés  d'avance. 

Il  est  facile  de  généraliser  la  proposition  précédente.  Sup- 
posons (fig.    iyi)   qu'un  triangle    ABM  de   forme   invariable 


Fi*-  19*- 

se  déplace  dans  son  plan  de  façon  que  deux  de  ses  sommets 
décrivent  des  droites  fixes  x\r,  y'y  ;  le  troisième  sommet  M 
décrira  une  ellipse.  ' 

En  effet,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  OAB  a  un  dia- 
mètre invariable,  puisque  le  côté  AB  et  l'angle  opposé  AOB 
sont  constants.  Considérons  ce  cercle  comme  lié  invariablement 


ELLIPSE 


267 


au  triangle  ABM.  Les  droites  OX,  OY  qui  joignent  le  point  O 
aux  extrémités  Q  et  R  du  diamètre  passant  par  M  sont  rectan- 
gulaires et  fixes,  car  les  arcs  ÀQ  et  BR  sont  invariables  ;  les 
longueurs  MQ,  MR  sont  aussi  invariables,  donc  le  point  M 
décrit  une  ellipse  dont  MR  et  MQ  sont  les  demi-longueurs 
d'axes,  X'X  et  Y' Y  étant  d'ailleurs  les  axes  de  symétrie.  La 
démonstration  s  applique  au  cas  où  M  serait  sur  la  droite  AB. 

ELLIPSE   CONSIDÉRÉE   COMME    PROJECTION    D'UN     CERCLE 

3 12.  Xous  avons  vu  plus  haut  qu'il  y  a  une  correspondance 
très  simple  entre  les  points  dune  ellipse  et  les  points  du 
cercle  principal  ;  que  si,  de  chaque  point  M  de  l'ellipse  (fig.  19^), 
on  abaisse  la  perpendiculaire  MP  sur  le  grand  axe,  M'  étant  le 


point  d'intersection  du  cercle  principal  et  de  la  demi-droite  PM, 

on  a 

» 

MP  =  —  M'P. 
a 

D'après  cela,  si  l'on  fait  tourner  le  cercle  principal  autour 
de  A  A'  (fig.  196),  de  façon  que  le  point  C,  correspondant  à  B, 
vienne  prendre  une  position  c  telle  que  c  se  projette  en  B,  M' 
viendra  enm  dont  la  projection  sera  précisément  M  ;  car,  si  l'on 
nomme  pour  un  instant  Mt  la  projection  de  m  sur  le  plan  de 
l'ellipse,  on  a,  les  triangles  cOB  et  /«PM  étant  semblables  : 


PM 


i   


Pw 


PB 
Oc 


a 


donc  PM4  =  PM. 
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L'ellipse  donnée  est  donc  la  projection  orthogonale  sur  son 
plan,  d'un  cercle  égal  au  cercle  principal  et  obtenu  en  faisant 
tourner  celui-ci  autour  de  AA'  d'un  angle  convenable  (*).  De 
là  résulte  ce  théorème  important: 

La  projection  orthogonale  d'un  cercle  sur  un  plan  quelconque 
est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  la  projection  du  diamètre 
du  cercle  qui  est  parallèle  au  plan  de  projection,  le  petit  axe 
étant  la  projection  du  diamètre  du  cercle  qui  est  perpendiculaire 
au  premier. 

Démonstration  géométrique  (**).  —  On  peut  supposer  que  le 
plan  de  projection  passe  par  le  centre  du  cercle,  puisque  les 
projections  orthogonales  d'une  même  figure  sur  des  plans 
parallèles  sont  égales. 


Soient  (fig.  197)  A  A'  le  diamètre  du  cercle  qui  est  dans  le 
plan  de  projection,  bb'  le  diamètre  perpendiculaire,  BB'  la  pro- 
jection de   ce  dernier.  Prenons,  sur  AA',  PO  =:  OF  =  B^. 


(*;  C'est-à-dire  d'un  angle  6  tel  que  ros  fj  =  — 


a 


(**)  Cette  démonstration  est  due  ù  M.  Courcellks,  ancien  professeur 
de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Suint-Louis. 
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Soient  »i,  m'  deux  points  diamétralement  opposés  du  cercle, 
M  et  M'  leurs  projections  ;  soient  enfin  FD  la  perpendiculaire 
abaissée  de  F  sur  mm'  et  P  la  projection  de  M  sur  A  A'.  Consi- 
dérons les  deux  triangles  rectangles  semblables  wMP  et  £B0  ; 
ils  donnent  : 

M  mi         Pwi 

D'autre  part,  les  triangles  rectangles  ODF   et    0P/«  sont 
aussi  semblables  et  donnent  : 

P/w         DF 


Ont  ~~    OF 

ou,  ce  qui  revient  au  même  : 

P/«  DF 


(V 


Oh   ~    Bb  ' 


La  comparaison  des  proportions  (1)  et  (-2)  donne  I)F=  M/m  ; 
les  deux  triangles  rectangles  DF/w  et  M/// F  sont  donc  égaux 
connue  ayant  l'hypoténuse  commune  et  un  côté  de  l'angle 
droit  égal,  et,  par   suite, 

M  F  =  Dm . 

En  considérant  les  deux  triangles  DF/w'  et  M'/w'F,  on  voit 
de  même  que 

M'F  =  ml). 

ou 

MF'  =  mD. 

Donc 

MF  +  MF'  =  m'ifi  =  2  0. 

Le  lieu  du  point  M,  c'est-à-dire  la  projection  du  cercle,  est 
donc  l'ellipse  qui  a  pour  grand  axe  AA'  et  pour  foyers  F,  F'. 

Ji3.  Cela  posé,  toute  droite  A  tracée  dans  le  plan  du  cercle 
se  projette  suivant  une  droite  I)  (fig.  198)  ;  au  lieu  de  regarder 
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la  droite  D  comme  projection  de  A,  on  peut  la  regarder  comme 
la  transformée  du  rabattement  D,  de  A  autour  de  AA';  et 
inversement,  étant  donnée  la  droite  D,   on  peut  trouver  la 


Fig.  198. 

transformée  D{  :  il  suffit  de  trouver  les  transformés  de  deux 
points.  Si  la  droite  D,  rencontre  Taxe  A  A'  en  G,  le  point  G  ne 
changera  pas  et  il  suffira  de  transformer  un  autre  point. 
Soient  OB  =  b  et  OBi  =  a  ;  prenons  sur  CDt  le  point  Et  situé 
à  la  distance  a  du  grand  axe  ;  son  transformé  E  sera  à  la 
distance  b  du  même  axe  ;  on  l'obtiendra  donc  à  laide  de  la 
parallèle  au  grand  axe,  menée  par  B.  La  droite  GE  est  la  trans- 
formée de  CEr 

On  peut  encore  opérer  ainsi  : 

Traçons  la  droite  qui  joint  Bj  à  un  point  quelconque  Pt 
de  D|  et  soit  R  le  point  de  rencontre  avec  le  grand  axe  :  BfR  se 
transforme  en  BU  ;  le  point  P,  transformé  de  P4,  s'obtient 
donc  en  prenant  l'intersection  de  BR  avec  la  perpendicu- 
laire PiP  au  grand  axe.  Cette  construction  servira  surtout  si  le 
point  G  est  hors  des  limites  du  dessin. 

En  faisant  les  constructions  en  sens  inverse,  on  passera 
d'une  droite  appartenant  au  plan  de  l'ellipse  à  sa  transformée 
relative  au  plan  du  cercle.  A  une  tangente  au  cercle  corres- 
pond une  tangente  à  l'ellipse  ;  une  sécante  au  cercle  se  trans- 
forme en  une  sécante  à  l'ellipse,  les  points  d  intersection  se 
correspondant  sur  des  perpendiculaires  au  grand  axe. 


3 14.  Applications.  —  i°  Mener  par  un  point  donné  une  tan- 
gente à  une  ellipse  dont  on  donne  les  deux  axes. 
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Soit  (fig.  199)  M  le  point  donné,  construisons  son  transformé 
M,  et  menons  par  ce  point  les  tangentes  au  cercle  principal 


M, 


Sv     1      /  ^ 

/J  y 

s^U^T/ 

B 

V 

M  R 


fifiT-  M)9- 


Fig.  200. 


M,T,,  M|Uj;  il  suffira  de  construire  les  transformées  MT,  MU. 

a°  Mener  à  V ellipse  donnée  une  tangente  parallèle  à  une  rfi- 
rection  donnée. 

Soit  BR  (fig.  200)  la  direction  donnée  ;  on  mène  au  cercle 
principal  des  tangentes  parallèles  à  la  direction  BjR,  d'où  l'on 
déduit  aisément  les  tangentes  demandées. 

3°  Intersection  d'une  droite  et  d'une  ellipse  donnée  par  ses  axes. 

On  détermine  l'intersection  de  la  transformée  de  la  droite 
avec  le  cercle  principal  et  l'on  revient  à  la  première  figure. 


Fig.  201 . 

Des  points  obtenus  M„  M',  (fig.  aoi)  on  déduit  immédia- 
tement les  points  cherchés  M,  M'. 


AIRE    DE    L  ELLIPSE 

3i5.  Si  l'on  considère  une  aire  A  et  sa  transformée  Ai,  on  a 

A  =  A    '. 

*  a 
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En  effet,  supposons  d'abord  (iig.  aoa)  que  A  soit  un  triangle 
MPQ  dont  la  base  PQ  soit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  ;  son 
transformé    sera    un  triangle    M|PQ  de  même   base   et  dont 

la  hauteur  MjH  est  égale  à 


.« 


'-r~  M  H  ;  donc 


A  =  A,-. 


a 


0  Ensuite  ,      considérons 

lïir.  ao3.  ify-  2()*)  un  triangle   MPR 

dont  aucun  côté  n'est  paral- 
lèle à  AA';  on  peut  toujours  supposer  que  l'un  des  sommets,  P 
par  exemple,  est  sur  AA'.  Alors,  en  appelant  Q  le  point  de  ren- 
contre du  côté  opposé  MR  avec  A  A',  on  a 

MI'R  =  MPQ—  PQR: 


or 


MPQ  =  — M.PQ, 
a       ' 


1»QR=  —  FQH,; 


donc  on  a  encore 


MPR  =  —  M.pR.. 

a  ' 


La  proposition  s  étend  à  un  polygone  quelconque,  que  l'on 
peut  toujours  supposer  décomposé  en  triangles,  et,  par  suite, 
à  une  aire  limitée  par  une  courbe  plane  fermée. 

En  particulier,  l'aire  du  cercle  principal  étant  égale  à  -«*, 

celle  de  l'ellipse  sera  égale  à  tm*.  - —  ou  tmù. 

a 

\\6.  Application  a  la  tiikoiuk  des  diamètres.  —  Le  lieu  des 
milieux  des  cordes  d'un  cercle  qui  sont  parallèles  à  une  direc- 
tion donnée  est  le  diamètre  perpendiculaire  à  cette  direction. 
Deux  diamètres  rectangulaires  d'un  cercle  sont  conjugués, 
c'est-à-dire  que  chacun  d'eux  divise  en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à  l'autre.  Donc,  si  l'on  projette  la  ligure  sur 
un  plan,  on  voit  que  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une 
ellipse  qui  sont  parallèles  à  une  direction  donnée  est  un  dia- 
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mètre  de  cette  ellipse,  qu'on  appelle  le  diamètre  conjugué  à  la 
direction  donnée. 

Il  y  a  dans  l'ellipse  une  infinité  de 
systèmes  de  diamètres  conjugués  qui 
sont  les  projections  de  tous  les  couples 
de  diamètres  rectangulaires  du  cercle 
principal. 

^17.  Théorèmes  d'Apollonius. — 
Soient  (fig.  204)  ON  et  ON'  deux  rayons  Fj_  a0, 

rectangulaires   du  cercle   principal,    et 

OM,  OM'  leurs  transformés  dans  l'ellipse.  Les  deux  triangles 
rectangles  OPN  et  N'P'O  sont  égaux,  de  sorte  que 


OP  =  P'N\ 


PN  =  OP'. 


On  a  ainsi  : 


a 


OP'  =  —  -j-  PM, 
b 


P'M'  =  +  —OP. 
a 


Ce  sont  les  formules  de  Chasles. 
En  second  lieu  : 


OM5  =  OP*  +  PM"  =  OP2+  -^-  PN2, 


a1 


OM'2  =  OP'2  +  P'M'2  =  PN2+  -^-  OP2  ; 
'  a1 


d'où 


OM2  +  OM'2  =  (OP2  +  PNa)  (  1  +  -^L  j—  a>  +  b*. 

Donc,  dans  toute  ellipse,  la  somme  des  carres  des  longueurs 
de  deux  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  longueurs  des  axes. 

Le  parallélogramme  construit  sur  OM  et  OM'  est  le  trans- 
formé du  carré  construit  sur  ON  et  ON';  Taire  de  ce  parallé- 
logramme est  donc  constante  et  égale  à 


«2X 


ou 


a 


ab . 


G.   et  N.  Géométrie. 
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Donc  le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conju- 
gués d'une  ellipse  a  une  aire  constante;  il  est  équivalent  au 
rectangle  construit  sur  les  axes. 

Dans  chacun  de  ces  théorèmes,  dus  à  Apollonius,  la  seconde 
partie  de  l'énoncé  est  évidente,  puisque  les  axes  forment  deux 
diamètres  conjugués  rectangulaires  ;  on  peut  remarquer  que 
c'est  le  seul  système  de  diamètres  conjugués  rectangulaires, 
puisque  la  projection  d'un  angle  droit  ne  peut  être  elle-même 
un  angle  droit  que  si  le  plan  de  projection  est  parallèle  à  l'un 
des  côtés  de  l'angle  droit. 

3i8.  Si  l'on  considère  une  ellipse  et  un  cercle  se  projetant 
suivant  cette  ellipse,  un  rectangle  inscrit  au  cercle  se  projette 
suivant  un  parallélogramme  inscrit  à  l'ellipse  et,  réciproque- 
ment, à.-tout  parallélogramme  inscrit  à  l'ellipse  correspond  un 
rectangle  inscrit  au  cercle.  Il  en  résulte  que  les  côtés  du  paral- 
lélogramme ont  des  directions  conjuguées  dans  l'ellipse,  c'est- 
à-dire  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués,  et  que  le 
centre  du  parallélogramme  coïncide  avec  celui  de  l'ellipse. 
Parmi  tous  les  rectangles  inscrits  au  cercle,  celui  qui  a  la 
plus  grande  surface  est  le  carré,  que  l'on  peut  considérer 
comme  un  rectangle  inscrit  dont  les  diagonales  sont  rectangu- 
laires. Il  en  résulte  que,  si  l'on  inscrit  à  une  ellipse  un  quel- 
conque des  parallélogrammes  dont  les  diagonales  sont  deux 
diamètres  conjugués,  tous  ces  parallélogrammes  auront  une 
même  aire,  égale  à  iab>  et  qui  sera  plus  grande  que  l'aire  de 
tout  autre  parallélogramme  inscrit. 

A  un  parallélogramme  circonscrit  à  une  ellipse  correspond 
un  losange  circonscrit  au  cercle;  les  diagonales  de  ce  losange 
sont  rectangulaires.  Donc  les  diagonales  d'un  parallélo- 
gramme circonscrit  à  une  ellipse  sont  deux  diamètres  conju- 
gués, et,  en  outre,  le  parallélogramme  ayant  pour  sommets 
les  points  de  contact  du  premier  a  ses  côtés  parallèles  aux 
diagonales  du  parallélogramme  circonscrit.  Tous  les  parallé- 
logrammes circonscrits  à  une  ellipse  et  dont  les  côtés  ont  des 
directions  conjuguées  ont  la  même  aire,  égaie  à  4<z£,  et  cette 
aire  est  plus  petite  que  celle  de  tout  autre  parallélogramme 
circonscrit  à  la  même  ellipse. 
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EXERCICES 

1.  Construire  une  ellipse,  connaissant:  un  foyer,  une  extrémité 
du  petit  axe,  un  point  de  l'ellipse  ou  une  tangente. 

1.  Une  droite  AB  de  longueur  constante  se  déplace  de  telle  sorte 
que  l'extrémité  A  parcoure  un  cercle  Y  de  rayon  égal  &  AB,  et 
l'extrémité  B,  une  droite  passant  par  le  centre  de  F  ;  le  lieu  décrit 
par  un  point  de  AB  est  une  ellipse  [3n].  —  Car  le  symétrique 
de  B  par  rapport  à  A  décrit  une  droite. 

3.  Il  y  a  une  infinité  de  triangles  circonscrits  à  une  ellipse  et  ins- 
crits à  l'un  des  cercles  directeurs. 

4-  Soient  P,P'  les  projections  des  foyers  F, F'  d'une  ellipse  sur  la 
tangente  en  un  point  M  ;  les  droites  PF\  P'F  se  coupent  au  milieu 
de  la  normale  en  M. 

5.  Soient  C  et  C  les  points  où  une  tangente  a  une  ellipse  ren- 
contre les  tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe  AA'  ;  soient  D 
et  D'  les  points  où  elle  rencontre  les  tangentes  aux  extrémités  du 
petit  axe  BB'. 

i°  Le  produit  AC  x  A'C  est  constant,  ainsi  que  BD  x  B'D'. 

a0  Le  cercle  de  diamètre  CC  passe  par  les  deux  foyers. 

3°  Le  cercle  de  diamètre  DD'  est  orthogonal  à  tous  les  cercles 
passant  par  les  deux  foyers.  En  d'autres  termes,  le  cercle  passant 
par  les  deux  foyers  et  par  D  (ou  par  D')  est  tangent  à  DD'. 

Voir  Bul.  des  se.  math,  et ph.  élém.,  4°  année,  p.  140. 

Application.  —  Construire  une  ellipse,  connaissant  une  tangente 
et  les  extrémités  d'un  axe. 

6.  M  et  M'  étant  deux  points  d'une  ellipse,  on  détermine  sur  MM' 
le  point  P  tel   que   FP  -|-  PF'    soit    minimum.    En  menant   la  tan- 

<ïC^,        MFP  +  MF'P 
gente  MT  en  M.  on  a  :  TMM'  = ^ . 


CHAPITRE  II 
HYPERBOLE 


3ig.  On  appelle  hyperbole  une  courbe  plane  telle  que 
la  différence  des  distances  de  chacun  de  ses  points  à 
deux  points  fixes  situés  dans  son  plan  soit  constante. 
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Les  points  fixes  sont  appelés  foyers.  On  voit  immédia- 
tement que  l'hyperbole  se  compose  de  deux  branches  dis- 
tinctes, situées  chacune  dans  Tune  des  deux  régions  du 
plan  déterminées  par  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu 
de  la  droite  qui  joint  les  deux  foyers. 

3 20.  Construction  d'une  hyperbole  d'un  trait  continu. 
—  Imaginons  qu'une   règle  F'D   (fig.  2o5)   de   longueur 

plus  grande  que  la  distance 
FF7  soit  assujettie  à  tourner 
autour  de  F7  ;  à  l'autre  extré- 
mité est  fixé  un  fil  de  longueur 
constante  qui  s'appuie  en 
partie  sur  la  règle,  en  passant 
dans  un   anneau  mobile  qui 

Fig.  ao5.  * 

embrasse  cette  règle;  1  autre 
extrémité  du  fil  est  fixée  au  second  foyer  F  ;  la  longueur 
de  la  règle  surpasse  de  ia  la  longueur  totale  du  fil.  Si 
l'anneau  curseur  M  glisse  le  long  de  la  règle  de  façon 
que  les  deux  brins  MF  et  MD  du  fil  soient  constamment 
tendus,  une  pointe  de  crayon  suivant  l'anneau  tracera  sur 
le  papier  un  arc  d'hyperbole  ayant  pour  foyers  F  et  F'; 
car,  pour  chaque  position  de  l'anneau,  on  a  : 

MF'  —  MF  =  (FM  +  MD)  —  (MF  +  MD)  =  ia. 

La  construction  réussit,  quelle  que  soit  la  longueur  de 
la  règle  ;  on  obtient  donc  un  arc  dont  les  extrémités 
peuvent  être,  du  moins  théoriquement,  a  une  distance 
aussi  grande  qu'on  veut  de  F'.  En  renversant  la  disposi- 
tion précédente,  on  obtiendra  un  autre  arc  symétrique 
du  premier  par  rapport  à  la  perpendiculaire  élevée  au 
milieu  de  FF'.  On  voit  bien  ainsi  que  l'hyperbole  se  com- 
pose de  deux  arcs  illimités. 
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Construction  par  points.  —  On  procède  comme  pour 
l'ellipse  ;  à  partir  du  milieu  O  de  FF'  (fig.  206),  prenons 
de  part  et  d'autre  sur  cette 
droite  A'O  =  O  A  =  a .  Soit 
P  un  point  situé  sur  F'F, 
mais  extérieur  au  segment 
A'A  ;  on  a 

PA'  —  PA  =  ia  ; 

on  décrira  des  arcs  de  cer- 
cles du  point  F  comme 
centre  avec  PA  pour  rayon  et  du  point  F'  comme  centre 
avec  PA'  pour  rayon,  ce  qui  donnera  deux  points  M,  M'' 
appartenant  a  l'hyperbole  cherchée.  En  échangeant  les 
centres  des  cercles  auxiliaires  et  conservant  les  mêmes 
rayons,  on  aura  deux  autres  points  M",  M'".  Les  quatre 
points  ainsi  obtenus  sont  les  sommets  d'un  rectangle  dont 
deux  côtés  sont  parallèles  à  A'A  et  les  deux  autres  perpen- 
diculaires, pourvu  que  les  cercles  auxiliaires  se  coupent, 
c'est-à-dire  pourvu  que 

A'A  <  F'F  <  A'P  +  AP, 


ou 


a  <  c  <  OP. 


On  doit  donc  supposer  c>a  et  prendre  le  point  P  sur 
la  demi-droite  FX.  La  construction  réussit  quelque  loin 
que  le  point  P  soit  du  point  O  ;  ce  qui  montre  de  nou- 
veau qu'on  obtiendra  deux  arcs  illimités. 

On  voit  que  l'hyperbole  a  deux  axes  de  symétrie,  X'X 
et  Y'Y,  dont  le  point  commun  O  est  le  centre  de  cette 
courbe.  X'X  se  nomme  Taxe  focal  ou  Taxe  transverse; 
ia  est  la  longueur  de  cet  axe. 
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Si  Ton  supposait  c  =  a,  les  cercles  auxiliaires  seraient 
toujours  tangents  et  la  courbe  dégénérerait  en  deux 
demi-droites  FX,F'X',  qui  constituent  ce  qu'on  peut  ap- 
peler une  hyperbole  infiniment  aplatie. 

On  nomme  cercle  principal  le  cercle  décrit  sur  AA' 
comme  diamètre,  et  cercles  directeurs  (F)  et  (F')  les 
cercles  de  rayon  un  et  ayant  pour  centres  F  et  F'. 

i'i  i .  Problème.  —  Trouver  les  points  d'intersection  d'une 

droite  et  d'une  hyperbole  dont 
on  donne  les  foyers  et  l'axe 
focal. 

Soit  (fig.  207)  M  un  point 
commun  à  la  droite  X'X  et  à 
l'hyperbole  ayant  pour  foyers 
F,  F',  et  dont  Taxe  focal  a  pour 
longueur  ia  ;  si  Ton  prend  sur 
MF'  une  longueur  MG  —  MF,  on  aura,  si  MF'  est  supé- 
rieur a  MF  : 

F'G  =  F'M  —  FM  =  ia. 

Si  M7  est  un  point  commun  tel  que  M'F'  soit  plus  petit 
que  M'F,  on  aura 

F'G' =  M'F  —  M'F'  =  aa. 


Fig.  ao;. 


Donc,  dans  tous  les  cas,  le  point  G  ou  G'  sera  sur  le 
cercle  directeur  (F').  Soit  s  le  symétrique  de  F  par  rap- 
port à  X'X  ;  en  raisonnant  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse, 
on  verra  que  le  problème  revient  à  construire  un  cercle 
passant  par  les  deux  points  F  et  9  et  tangent  au  cercle  (F'). 
Le  point  F  étant  extérieur  à  ce  cercle  directeur,  le 
problème  a  deux  solutions  si  cp  est  aussi  extérieur  ;  il  n'en 
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a  qu'une  si  v  est  sur  le  cercle  directeur  et  il  n'en  a  aucune 
s'il  est  intérieur. 

Mais  il  peut  arriver  que  la  droite  Fcp  soit  tangente  au 
cercle  directeur  (F'j.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  plus  qu'un 
cercle  tangent  au  cercle  (F')  ;  on  peut  voir  que  le  second 
a  dégénéré  en  une  droite,  ce  qui  exige  que  son  centre  ait 
disparu  à  l'infini.  Si  le  point  z>  est  le  point  de  contact 
de  F»  avec  (F'),  les  deux  centres  disparaissent  à  l'infini 
dans  la  direction  perpendiculaire  à  F«.  Le  problème  peut 
donc  présenter  cinq  cas  : 

i°  La  droite  coupe  l'hyperbole  en  deux  points  distincts. 

20  Ces  deux  points  se  confondent  si  le  point  ç  vient  se 
placer  sur  (F'),  mais  la  droite  F»  n'étant  pas  tangente  à  ce 
cercle. 

3°  La  droite  F©  devient  tangente  au  cercle  (F7)  en  un 
point  autre  que  ©  :  un  des  points  d'intersection  disparait  à 
l'infini,  l'autre  point  d'intersection  restant  à  distance  finie. 

4°  Si  F»  devient  tangente  en  »  au  cercle  (F') ,  les  deux 
points  d'intersection  disparaissent  a  l'infini  ;  ce  cas  ne 
peut  arriver  que  si  la  droite  X'X  passe  par  le  centre  et  est 
perpendiculaire  à  l'une  des  tangentes  au  cercle  (F')  menées 
par  F.  On  dit  alors  que  la  droite  X'X  est  asymptote  et 
l'on  voit  que  l'hyperbole  a  deux  asymptotes. 

5°  Le  point  »  est  intérieur  au  cercle  (F')  ;  dans  ce  cas  la 
droite  X'X  ne  coupe  pas  l'hyperbole. 

En  résumé,  une  droite  peut  couper  une  hyperbole  au 
plus  en  deux  points  distincts.  L'hyperbole  est  une  courbe 
convexe. 

322.  Problème.  —  Reconnaître  si  un  point  est  intérieur 
ou  extérieur  à  une  hyperbole  donnée. 

Une  hyperbole  partage  le  plan    dans   lequel   elle    est 
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tracée  en  trois  régions  :  Tune  de  ces  régions,  celle  qui 
comprend  le  centre,  se  nomme  la  région  extérieure,  les 
deux  autres  régions  constituent  Y  intérieur  de  l'hyperbole. 
Soit  (fig.  208)  M  un  point  intérieur  que  nous  sup- 
poserons, pour  fixer  les  idées,  dans  la  région  qui  contient 


Fig".  a  08. 


Fig.  «09. 


le  foyer  F.  La  droite  MF'  rencontre  la  branche  la  plus 
voisine  du  foyer  F  en  un  point  N  situé  entre  M  et  F'  ;  on  a  : 


d'où 


c'est-à-dire 


MF'  =  MN  +  NF', 
MF<MN  +  NF; 

MF'  — MF>NF  — NF, 
MF'—  MF>  ia. 


Considérons  en  second  lieu  (fig.  209)  un  point  M'  situé 
à  l'extérieur,  et  supposons  M'F'  ^  M'F  ;  la  droite  M'F 
rencontre  la  branche  voisine  du  foyer  F  en  un  point  N'  situé 
entre  M'  et  F;  on  a  : 

M'F'<  MX'  +  NT', 
M'F  =  M'X'  +  N'F  ; 

d'où*  en  retranchant  membre  à  membre, 

M'F'  —  M'F  <  NT'  —  NT, 


ou 


M'F  —  M'F  <  ia. 
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Cette  inégalité  serait  évidente  si  Ton  avait 

M'F'  =  M'F. 

Les  réciproques  sont  vraies.  Ainsi  un  point  est  exté- 
rieur à  l'hyperbole,  sur  la  courbe  ou  intérieur,  suivant  que 
la  différence  des  rayons  vecteurs  de  ce  point  est  inférieure, 
égale  ou  supérieure  a  ia.  L'hyperbole  donnée  est  donc  le 
lieu  des  points  dont  la  différence  des  rayons  vecteurs 
relatifs  aux  deux  foyers  est  égale  à  ia. 

3a3.  Tangente  à  F  hyperbole.  —  Soient  (fig.  210)  M, 
M'  deux  points  appartenant  à  une  même  branche  d'hyper- 


Fig.  210. 

bole  dont  les  fovers  sont  en  F  et  F'  et  dont  Taxe  transverse 
a  pour  longueur  ia. 

Supposons  F'M>FM,  F'M'>FM';  alors,  si  nous  pre- 
nons, sur  MF',  MG  =  MF  et,  sur  M'F',  M'G'=M'F,  on 
aura 

F'(;  =  F'G'  =  iat 

et  nous  voyons  que  le  cercle  ayant  pour  centre  M  et 
pour  rayon  MF  et  le  cercle  ayant  pour  centre  M'  et  pour 
rayon    M'F   sont    tangents  en   G  et  G'  au  cercle   direc- 
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teur  (F')  ;  Je  sorte  que,  »  étant  le  second  point  commun 
aux  deux  premiers  cercles,  la  droite  F»  passera  par  le 
point  I  commun  aux  deux  tangentes  (il,  CI  et,  en 
faisant  le  même  raisonnement  que  pour  l'ellipse ,  on 
verra  que  si  M' tend  vers  M,  la  droite  MM'  aura  pour  limite 
la  perpendiculaire  MX  à  FG,  c'est-à-dire  la  bissectrice  de 
l'angle  FMG  ou,  si  Ton  préfère,  la  bissectrice  intérieure 
de  l'angle  FMF'.  Ainsi,  en  chaque  point  d une  hyperbole,  il 
y  a  une  tangente,  qui  est  la  bissectrice  intérieure  de  V angle 
des  rayons  vecteurs  issus  de  ce  point. 

On  donne  souvent  à  cette  proposition  un  autre  énoncé  : 
La  tangente  en  chaque  point  d'une  hyperbole  fait  des 
angles  égaux  [et  de  sens  contraires)  avec  les  rayons  vec- 
teurs de  ce  point. 

La  normale  en  M  est  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle 
FMF. 


3^4-  Théorèmes.  —  i°  Le  lieu  des  symétriques  d'un 
foyer  par  rapport  aux  tangentes  dune  hyperbole  est  le 
cercle  directeur  relatif  à  Vautre  foyer; 

'2°   Le  lien  des  projections  d'un  quelconque  des   deux 

foyers  sur  les  tangentes 
m  est  le  cercle  principal. 

Mêmes  démonstra- 
tions que  pour  l'el- 
lipse ;  toutefois  pour 
que  ces  théorèmes 
soient  exacts,  il  faut 
regarder  les  asymp- 
totes comme  des  tan- 
gentes singulières ,  ainsi  que  nous  allons  l'expliquer. 
Traçons  (fig.  211;  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F' 
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et  menons  de  F  les  tangentes  FD,  FD'  à  ce  cercle.  Ima- 
ginons qu'un  point  parcoure  le  cercle  directeur  et  soit  © 
l'une  de  ses  positions.  La  droite  F'»  et  la  perpendiculaire 
au  milieu  de  F©  ne  sont  parallèles  que  si  ©  coïncide  avec 
D  ou  D'.  Par  raison  de  symétrie,  nous  supposerons  que  © 

décrive  la  demi-circonférence  IIDE.  La  droite   F' s  ren- 

« 

contre  la  perpendiculaire  MT  au  milieu  de  F©  en  M  ;  si  © 
est  entre  H  et  D,  on  a 

le  point  M  est  sur  la  branche  voisine  du  foyer  F,  et  MT 
est  la  tangente  en  M.  Quand  ©  est  en  H,  M  est  en  A,  la 
tangente  en  A  est  perpendiculaire  a  Taxe  focal  et,  pour 
cette  raison,  le  point  A  est  un  sommet.  Si  ©  s'approche 
indéfiniment  de  D,  le  point  M  disparait  à  l'infini. 

Comme  nous  l'avons  déjà  vu,  les  points  de  rencontre  de 
l'hyperbole  et  de  la  perpendiculaire  au  milieu  de  FD  ont 
disparu  à  l'infini  ;  cette 
droite  est  une  asymp- 
tote. Le  point  T  se  meut 
sur  le  cercle  principal 
et  tend  (fig.  212)  vers  le 
point  L,  milieu  de  FD. 

La  distance  TR  de  T 
à  OL  tend  vers  zéro  ; 
or  OL  rencontre  F»  en 
un  point  S  situé  entre  O 
et  L;  l'angle  LST  est  aigu;  il  en  résulte  que  MP<  TR  ; 
donc,  quand  le  point  ©  s'approche  indéfiniment  de  D,  le 
point  M  s'éloigne  indéfiniment  et  MP  tend  vers  zéro. 

Lorsque  ©  dépasse  le  point  D ,  le  point  M  passe  sur 
l'autre  branche,   et  la  tangente  devient  de  nouveau  per- 


Fig-.  212. 
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pendiculairc  h  l'axe  focal,  quand  s  est  en  E  (fig.  an). 
Les  quatre  arcs  de  l'hyperbole  qui  partent  des  deux  som- 
mets A,  A'  étant  symétriques  par  rnpport  aux  axes*  on 
voit  que  les  deux  asymptotes  peuvent  être  considérées 
comme  des  tangentes  singulières  dont  les  points  de  con- 
tnct  sont  à  l'infini.  De  cette  façon,  les  cercles  directeurs  et 
le  cercle  principal  tout  entiers  forment  les  lieux  consi- 
dérés. 

Remadqi'ks.  —  I.  —  Cequiprécèdenousdonne  le  moyen 
de  construire  une  hyperbole  pur  tangentes  (fig.  ttili)  avec 


Fig.  i,î. 

les  points  de  contact  correspondants.  La  propriété  des 
asymptotes  que  nous  avons  établie  permet  de  préciser  le 
tracé  de  la  courbe. 

II.  —  Si  l'on  considère  (fig.  ai4)  le  cercle  directeur 
(F')  et  un  point  M  de  la  branche  voisine  de  l'autre  foyer, 
l'égalité 


montre  que  cette  branche  est  le  lieu  des  points  également 
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distants  de  F  et  du  cercle  directeur  considéré.  Mais  la 
propriété  ne  s'applique  pas 
à  Vautre  branche.  En  effet, 
si  nous  prolongeons  M'F' 
jusqu'en  <p',  M'  F  est  bien 
égale  à  MV,  mais  MV 
n'est  pas  la  distance  de  M; 
au  cercle  directeur.  On 
doit  donc  énoncer  ce  théo- 
rème : 

Chaque  branche  d'une  hyperbole  est  le  lieu  des  points 
èquidistants  du  foyer  voisin  et  du  cercle  directeur  relatif 
à  Vautre  foyer. 

3a5.   Tracé   des    asymptotes.  —   FD  (fig.  ai 5)    étant 
comme  plus  haut  Tune  des  tangentes  menées  du  foyer  F 


Fig.  214. 
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Fig.  ai 5. 


Fig.  216. 


au  cercle   directeur  (F7),  si   l'on  pose   FD  =  ai,   on   a 


1  \  i-»»2 


c'est-k-dire 


FF'  =  F'ir +  FD% 


c2  =  «2  +  b*. 


Mais  les  triangles  rectangles  OAC  et  OLF,  dans  les 
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quels  0À=  OL  =  a,  sont  égaux  et,  par  suite,  on  a 

OC  =  OF=c,  AC  =  FLz=6. 

On  peut  donc  construire  les  asymptotes  de  la  façon 
suivante  : 

On  construit  (fig.  216)  un  cercle  sur  FF'  comme  dia- 
mètre et  par  A  on  mène  la  corde  CC7  perpendiculaire  à 
FF7.  Les  asymptotes  sont  les  droites  OC,  OC  ;  ce  sont 
les  diagonales  du  rectangle  CC'C'jCj,  dont  les  côtés  ont 
pour  longueurs  2a  et  2i. 

3a6.  La  longueur  2b  s'appelle  Taxe  imaginaire  ou  Taxe 
non  transverse;  B  et  B7  ne  sont  pas  des  points  de  la  courbe. 

On  dit  que  l'hyperbole  est  èquilatère  si  a  =  b;  dans  ce  cas, 
les  asymptotes  sont  rectangulaires,  et  réciproquement. 

y» 

Le  rapport  —  est  Y  excentricité  c  ;  on  a,  pour  une  hyper- 
bole, 

h  =  a  y/**" 


1. 


Si  l'hyperbole  est  èquilatère,  on  a  : 

327.  Pboblème. — Mener  par  un  point  donné  une  tangente 
à  une  hyperbole  dont  on  connaît  les  foyers  et  Vaxe  focal. 

i°  Le  point  donné  M  est  sur  /7*i/- 
perbole.  On  procède  comme  pour 
l'ellipse.  Si  Ton  mène  (fig.  217)  le 
rayon  OU  du  cercle  principal  qui 
est  parallèle  à  F7M  et  de  même 
sens,  MH  sera  la  tangente  en  M. 
20  Le  point  donné  n'est  pas  sur 
la  courbe. 
Soit  (fig.  218)  PM  une  tangente  issue  de  P;  le  symé- 


Fig.  217. 
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Fi  g.   218. 


trique  de  F  par  rapport  a  cette  tangente  est  un  point  du 
cercle  directeur  (F7)  ;  il  est  donc  a  l'intersection  de  ce  cer- 
cle et  du  cercle  décrit  de  P  comme 
centre  avec  PF  comme  rayon. 
Réciproquement,  à  tout  point  G 
commun  à  ces  deux  cercles  cor- 
respond une  tangente  proprement 
dite  ou  une  asymptote,  passant 
par  P;  ce  dernier  cas  se  présen- 
tera si  le  point  G  se  confond  avec  * 
le  point  de  contact  du  cercle  directeur  et  de  l'une  des 
tangentes  à  ce  cercle  menées  par  F,  c'est-a-dirc,  en  défi- 
nitive, si  le  point  donné  P  est  sur  Tune  ou  l'autre  des 
asymptotes.  Si  l'on  accepte  les  asymptotes  comme  des 
solutions  du  problème,  il  y  aura  autant  de  solutions  que 
de  points  d'intersection  des  deux  cercles  considérés.  Les 
conditions  pour  que  les  cercles  se  coupent  en  deux  points, 

sont  : 

PF'<  PF  +  aa, 
PF<PF'  +  *a, 
2a  <  PF'  +  PF. 

On  peut  évidemment  supposer  PF;  ^  PF  ;  dans  ce  cas, 
la  seconde  inégalité  est  vérifiée  ;  la  première  exprime  que 
le  point  P  doit  être  extérieur  à  l'hyperbole.  Si  P  n'est  pas 
sur  l'axe  focal,  le  triangle  PFF'  donne 

PF'  +  PF>  FF'; 


donc,  a  fortiori. 


PF'  +  PF  >  ia. 


Si  P  est  sur  l'axe  focal,  étant  à  l'extérieur  de  l'hyper- 
bole, il  sera  entre  A  et  A'  et,  par  conséquent,  comme 
PF-J-PF^PA-hPÀ',  la  troisième  inégalité  sera  vérifiée. 
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La  seule  condition,  nécessaire  et  suffisante,  pour  qu'un 
puisse  mener  par  le  point  P  deux  tangentes  i\  une  hyper- 
bole, est  que  le  point  P  soit  extérieur. 

Remarquons  enfin  que,  le  point  F  étant  extérieur  au 
cercle  directeur  (F') ,  si  les  cercles  considérés  sont  tan- 
gents,   ils  seront   tangents   extérieurement,   et   dans   ce 

cas 

PF'  =  PF  +  2«, 

ou  PF' — PF  =  aa;  le  point  P  est  alors  sur  l'hyperbole. 
Donc,  en  résumé  :  par  un  point  intérieur,  on  ne  peut 
mener  aucune  tangente  a  l'hyperbole;  par  un  point  donné 
sur  la  courbe,  on  en  peut  mener  une  seule,  dont  le  point 
de  contact  est  le  point  donné  et  enfin,  par  un  point  exté- 
rieur, on  en  peut  mener  deux  ;  mais  Tune  d'elles  peut 
être  une  asymptote,  et  les  deux  se  réduisent  aux  asymp- 
totes quand  le  point  donné  est  le  centre. 

328.  PnoBLÈME.  —  Mener  à  une  hyperbole  dont  on  con- 
naît les  foyers  et  Vaxe  focal,  une  tangente  parallèle  à  une 

droite  donnée. 

Soient  (fig.  9. 1 9)  FD  et  FD'  les 
tangentes  menées  de  F  au  cercle 
directeur  (F7)  ;  le  symétrique 
de  F  par  rapport  a  une  tangente 
étant  sur  le  cercle  (F'),  il  est  né- 
cessaire que  la  perpendiculaire 
menée  par  F  à  la  direction  don- 
née tombe  à  l'intérieur  de  l'angle 
H*.  219.  ^  n 

DFD'  et,  par  conséquent,  que  la 
direction  donnée  R'F'll  soit  à  l'intérieur  de  l'angle  DF'D"; 
ce  qui  revient  à  dire  que,  si  Ton  mène  une  parallèle  à  la 
direction  donnée  par  le  centre  de  l'hyperbole,  cette  droite 
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doit  se  trouver  dans  les  angles  des  asymptotes  qui  ne 
comprennent  pas  la  courbe  ;  il  y  a  alors  deux  solutions. 
Si  la  direction  donnée  est  celle  d'une  asymptote,  les  deux 
solutions  se  confondent  en  une  seule,  et  Ton  obtient 
l'asymptote  elle-même. 

Les  points  de  contact  de  deux  tangentes  parallèles  sont 
diamétralement  opposés. 

Remarque.  —  Quand  on  cherche  l'intersection  d'une 
droite  et  d'une  hyperbole,  si  l'on  ne  peut  mener  à  la 
courbe  aucune  tangente  parallèle  à  cette  droite,  celle-ci 
coupe  l'hyperbole  en  deux  points  situés  un  sur  chaque 
branche.  Si,  au  contraire,  on  peut  mener  deux  tangentes 
parallèles  à  la  droite  donnée,  celle-ci  ne  coupe  l'hyperbole 
que  si  elle  n'est  pas  entre  les  deux  tangentes,  et  dans  ce 
cas  elle  ne  rencontre  qu'une  seule  branche;  c'est  facile  à 
vériCer. 

329.  Théorème  de  JPoncelet.  —  Les  tangentes  à  une 
hyperbole,  issues  d'un  point  extérieur*,  font  des  angles 
égaux  avec  les  rayons  vecteurs  de  ce  point. 

Corollaires.  —  I.  — Les  tangentes  issues  d'un  point  sont 
vues  d'un  foyer  sous  des  angles  égaux, 

II.  —  Le  lieu  des  points  d'où  Von  voit  une  hyperbole 
sous  un  angle  droit,  est  un  cercle  concentrique  à  V hyper- 
bole, dont  le  rayon  a  pour  valeur  \/a2  —  b*  ;  ce  cercle, 
qu'on  appelle  le  cercle  orthoptique,  se  réduit  au  centre 
quand  l'hyperbole  estéquilatère  ;  il  n'existe  que  si  a  >  b , 
c'est-à-dire  si  l'angle  aigu  d'une  asymptote  avec  l'axe  focal 
est  inférieur  à  45°. 

G.  et  N. Géométrie.  19 
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Les  démonstrations  sont  analogues  à  celles  des  mêmes 
théorèmes  dans  l'ellipse. 

On  appelle  hyperboles  conjuguées  deux  hyperboles  ayant 
les  mêmes  axes  de  symétrie,  mais  telles  que,  si  aa  et  rib  sont  les 
longueurs  des  axes,  ia  soit  l'axe  focal  de  lune  et  ib  l'axe  focal 
de  l'autre.  Les  distances  focales  sont  égales,  mais  les  deux  axes 
focaux  font  un  angle  droit.  Le  cercle  orthoptique  de  la  pre- 
mière ayant  pour  rayon  \jal  —  b2,  celui  de  la  seconde  a  pour 
rayon  \' bl  —  a*  ;  un  seul  de  ces  deux  cercles  existe   donc. 

Remarquons  enfin  que  les  deux  hyperboles  ont  les  mêmes 
asymptotes. 

III.  —  La  portion  d'une  tangente  mobile  comprise  entre 
deux  tangentes  fixes  est  vue  d'un  foyer  sous  un  angle  cons- 
tant. 

330.  Théorème,  —  Le  produit  des  distances  des  deux 
foyers  à  une  tangente  quelconque  d'une  hyperbole,  est 
constant  et  égal  à  —  i2. 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse.  On  obtient  —  &*, 
parce  que  les  segments  des  perpendiculaires  comptés  à 
partir  des  foyers  ont  des  sens  contraires. 

33 1.  Théorème*  —  La  projection  de  la  normale  sur  les 
rayons  vecteurs  est  constante. 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse. 

332.  Équation   de  l'hyperbole.  —  En  posant  (fig.   220) 
t)P  —  x,  PM  =  y,  on  a 

F'M  — FM=  ia, 


F'M  —  FM  =4cr; 
d'où 

F'M  +  FM  =  —  x. 

a 
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Donc 


F'Mz=«+— , 
a 


FM  =—  a  + 


ex 
a 


0 

En  continuant  comme  pour  l'ellipse,  on  obtient  l'équation 
d'où  l'on  tire 


— 2        b2 
PM2=-VA'P.AP. 
a1 


333.  Si  deux  ellipses,  deux  hyperboles,  ou  encore  une 
ellipse  et  une  hyperbole,  ont  les  mômes  foyers,  on  dit  qu'elles 
sont  homo focales. 


Fi  g.    T20. 


Fi  g.  221. 


Par  chaque  point  du  plan,  passent  une  ellipse  et  une  hyper- 
bole ayant  pour  foyers  deux  points  donnés.  Ces  courbes  ont 
quatre  points  communs,  et  se  coupent  à  angle  droit  en  chacun 
d'eux. 

En  effet,  soient  (fig.  2*21)  F  et  F'  les  foyers  donnés,  et  M  un 
point  quelconque  du  plan  ;  on  peut  construire  l'ellipse  qui  a 
pour  foyers  F  et  F7  et  pour  grand  axe  la  somme  MF  -+-  MF'; 
cette  ellipse  passe  par  M  et  par  les  points  M',  M",  M'"  symé- 
triques de  M  par  rapport  à  FF',  par  rapport  à  la  perpendicu- 
laire au  milieu  de  FF'  et  par  rapport  au  milieu  de  FF'.  De  même, 
on  peut  construire  l'hyperbole  ayant  pour  foyers  F,  F'  et  dont 
Taxe  focal  a  pour  longueur  la  différence  |MF'  —  MF|  ;    cette 
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hyperbole  passe  aussi  par  les  points  M,  M',  M",  M'".  Les  tan- 
gentes à  ces  deux  courbes  en  M  sont  les  bissectrices  des  angles 
formés  par  les  rayons  vecteurs  MF,  MF7;  donc  ces  courbes 
se  coupent  à  angle  droit  en  M  et  aussi  aux  trois  autres  points 
communs. 


EXKRCICEB 


i .  Construire  une  hyperbole,  connaissant  : 

i°  L'excentricité,  un  sommet  et  une  asymptote.  —  On  détermine 
la  longueur  h  du  demi-axe  imaginaire: 

a0  Les  deux  foyers  et  la  direction  d'une  asymptote; 

3°  Un  foyer,  une  asymptote  et  une  tangente  ; 

4°  La  longueur  de  l'axe  focal  (ou  la  distance  focale),  un  foyer  et 
une  asymptote  ; 

5°  La  longueur  de  l'axe  focal  (ou  la  distance  focale)  et  les  deux 
asymptotes. 

a.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  : 
i°  Le  centre,  une  tangente  avec  le  point  de  contact,  et  la  longueur 
de   l'axe  focal; 

a0  Le  centre,  deux  tangentes  et  la  longueur  de  l'axe  focal; 
3°  Les  extrémités  de  l'axe  focal  et  un  point  ou  une  tangente  ; 

3.  Lieu  des  centres  de.*  cercles  tangents  à  deux  cercles  donnés. 

4.  Pour  trouver  la  tangente  en 
un  point  M  (fig.  aaa)  à  une  ellipse 
ou  à  une  hyperbole,  ou  plus  géné- 
ralement à  une   courbe  telle  que 

r/MF  +  /,MF'=const, 

a  et  h  étant  des  coefficients  don- 
nés, on  considère  deux  points 
inliniment  voisins  de  la  courbe,  M 
et  M'  ;  on  prend  FN  =  FM'  et 
FT  =:  F'M'  ;  on  a 

Fig.  2aa.  «.MX  —  h.  MP  =  o. 

ML  étant  une  longueur  fixe,  on  mène  LR  parallèle  à  NM'  et,  par 
le  point  R  de  rencontre  avec  MM',  RQ  parallèle  à  M'P  ;  on  a 


ML 
MQ 


MN 
MP 


a 
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en  outre,  les  angles  en  L  et  Q  tendent  vers  go*.    En   déduire   la 
direction  limite  de  MR. 

5.  Soient  F  et  F'  les  foyers  ;  O  le  contre  d'une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole  ;  T  et  N,  les  points  do  rencontre  de  la  tangente  et  de  la 
normale  en  M  avec  l'axe  focal  ;  T'  et  N\  les  points  de  rencontre 
de  cette  tangente  et  de  cette  normale  avec  l'axe  non  focal.  Prouver 
que  les  cinq   points  M,F,F\N\T'  sont  sur  un  même  cercle  et  que 


,2 


O.N  X  OT  =  N'O  X  OT'  =  OFz  =  c2. 

6.  Lieu  des  points  de  .contact  des  tangentes  menées,  par  un  point 
donné  sur  un  axe,  aux  ellipses  et  aux  hyperboles  homofocales.  — Un 
cercle  [ex.  5]. 

7.  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont  les  côtés  sont  res- 
pectivement tangents  à  deux  ellipses,  ou  à  deux  hyperboles  homo- 
focales. —  On  démontre  que  la  somme  des  carrés  des  distances  du 
sommet  de  l'angle  aux  deux  foyers  est  constante,  en  considérant  les 
symétriques  de  l'un  des  foyers  par  rapport  aux  côtés  de  l'angle. 


CHAPITRE  III 
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334.  On  appelle  parabole  une  courbe  plane  dont 
chaque  point  est  à  égale  distance  d'un  point  fixe  appelé 
foyer  et  d'une  droite  fixe  appelée 

DIRECTRICE. 

335.  Construction  d'une  para- 
bole :  i°  d^un  trait  continu.  —  Le 
long  de  la  directrice  donnée  appli- 
quons (fig.  aa3)  une  règle  BC  ; 
prenons  un  fil  dont  la  longueur 
soit  égale  à  celle  d'une  seconde 
règle,  que  nous  ferons  glisser  à 
angle  droit  sur  la  première  (au  lieu  d'une  seconde  règle 
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on  peut  prendre  une  équerre).  L'une  des  extrémités  du 
fil  est  fixée  au  fover  F,  l'autre  est  fixée  a  l'extrémité  G 
de  la  règle  mobile;  la  pointe  M  d'un  crayon  tend  le  fil. 
On  a,  d'après  cela,  MF  =  MP;  par  suite,  le  point  M 
décrit  un  arc  de  parabole  AM.  On  pourra  de  même  tra- 
cer l'arc  AM'  symétrique  du  premier  par  rapport  à  la 
droite  AF,  perpendiculaire  a  la  directrice. 

Le  point  M  pouvant  s'éloigner  du  point  F  à  une  distance 
égale  à  la  longueur  de  la  règle  PG,  on  voit  que  la  para- 
bole se  compose  de  deux  arcs  illimités  partant  du  point  A. 

2°  Construction  par  points.  — 
Prenons  (fig.  a»4)>sur  la  perpen- 
diculaire FB  à  la  directrice  BC, 
un  point  arbitraire  P,  par  lequel 
nous  mènerons  la  parallèle  a  la 
directrice  ;  du  point  F  comme  cen- 
tre, avec  BP  pour  rayon,  traçons 
un  cercle  qui  coupe  cette  parallèle 
en  M  et  M'.  Ces  deux  points,  symé- 
triques par  rapport  à  BP,  appar- 
tiennent  a   la   parabole  ayant  le 

point  F  pour  foyer  et  BC  pour  directrice.  Pour  que  ces 

points  existent,  il  faut  supposer 

FP<BP. 

On  en  conclut  que  le  point  auxiliaire  P  doit  se  trouver 
sur  la  demi-droite  AX.  Quand  P  est  en  A,  les  deux  points 
M  et  M'  se  confondent  avec  ce  point  A. 

En  joignant  les  points  obtenus  par  un  trait  continu, 
on  obtient  deux  arcs  AM,  AM'  symétriques  par  rapport 
à  AX.  Le  point  P  pouvant  s'éloigner  indéfiniment  de  B, 
le  rayon  FM  peut  grandir  indéfiniment. 
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On  voit  encore  ainsi  que  la  parabole  se  compose  de  deux 
arcs  illimités  issus  du  point  A  et  symé- 
triques  par  rapport  à  la  perpendiculaire  a 
la  directrice  issue  du  foyer  et  qu'on  nomme 
Y  axe  de  la  parabole.  Le  point  A  se  nomme 
le  sommet.  La  distance  du  fover  à  la  direc- 
tricc  est  le  paramètre.  On  pose 


BF=: 


d'où 


BA  =  AF  =  £-  . 


ilg.    22D. 


Le  rayon  vecteur  FM  (fig.  2a5)  perpendiculaire  à  Taxe 
a  pour  longueur  py  puisqu'il  est  égal  a  BF. 


336.  Problème. —  Trouver  les  points  d?  intersection  a"  une 
droite  et  dîune  parabole  dont  on  connaît  le  foyer  et  la 

directrice. 

Soit  (fig.  226)  M  un  point 
commun  à  la  droite  X'X  et  à 
la  parabole  ayant  pour  direc- 
trice la  droite  DD'.  Le  cercle 
ayant  pour  centre  M  et  passant 
par  le  foyer  F  est  tangent  en  G 
à  la  directrice.  Ce  cercle  passe 
par  le  point  o  symétrique  de  F 
par  rapport  h  X'X.  Récipro- 
quement, le  centre  M  de  tout 
cercle  passant  par  F  et  <p  et 
tangent  a  la  directrice  est  un  point  commun  a  X'X  et  a 
la  parabole  considérée;  car,  si  Ton  appelle  G  le  point  de 
contact  de  ce  cercle  avec  la  directrice,  on  a  bien  MG  =  MF, 
et  MG  est  perpendiculaire  a  la  directrice. 

La  droite  F©  coupe  la  directrice  en  I;  si  Ton  suppose 


Fig.  226. 
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F  et  cp  du  même  côté  par  rapport  à  la  directrice,  il  suffit  de 
prendre  de  part  et  d'autre  de  I  : 

GI  =  lG'=zV/IKx  I? 

et  de  mener  GM  et  G'M'  parallèles   à  Taxe  et    rencon- 
trant X'X  en  M  et  M',  qui  sont  les  points  cherchés. 

Si  F o  devient  parallèle  à  la  directrice,  I  s'éloigne  indé- 
finiment, le  point  Ci,  par  exemple,  tend  vers  le  milieu  de  la 
projection  de  F©  sur  la  directrice  et  G'  s'éloigne  indéfini- 
ment. Le  point  M  tend  vers  une  position  limite,  à  dis- 
tance finie,  et  M'  s'éloigne  indéfiniment  dans  la  direction 
de  Taxe. 

En  résumé,  si  X'X  n'est  pas  parallèle  à  Taxe,  elle  coupe 
la  parabole  en  deux  points  distincts,  si  s  est  du  même 
côté  que  F  par  rapport  à  la  directrice  ;  les  deux  points 
se  confondent  en  un  seul,  si  le  point  »  est  sur  la  directrice. 
Toute  parallèle  à  Taxe  rencontre  la  parabole  en  un  seul 
point  à  distance  finie.  Enfin,  si  le  point  »  et  le  foyer  F 
sont  de  part  et  d'autre  de  la  directrice,  la  droite  X'X  ne 
rencontre  pas  la  parabole. 

Une  droite  quelconque  d'un  plan  peut  donc  rencontrer 
une  parabole  tracée  dans  ce  plan  en  deux  points  au  plus. 
La  parabole  est  une  courbe  convexe. 

33j.  Condition  pour  qu  un  point  soit  intérieur  ou  exté- 
rieur à  une  parabole. 

Une  parabole  partage  le  plan  dans  lequel  elle  est  tra- 
cée en  deux  régions;  celle  qui  comprend  le  foyer  se 
nomme  la  région  intérieure ,  l'autre  la  région  esté- 
rieure. 

Soit  (fig.  2'*-)  M  un  point  appartenant  à  la  région 
intérieure  dune  parabole  de  foyer  F  et  de  directrice  DD'; 
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la  parallèle  à  Taxe  menée  par  ce  point  rencontre  la  para- 
bole en  N  et  la  directrice  en  P. 

On  a  : 

MF  <  MN  +  NF, 

NF  =  NP  ; 

d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

MF  <  MP. 

En  second  lieu,  soit  (fig.  228)  M'  un  point  appartenant 


Fig.  aa;. 


Fig-.  aa8, 


à  la  région  extérieure  ;  la  parallèle  à  Taxe  menée  par  M' 
rencontre  la  parabole  en  N'  et  la  directrice  en  P\  On  a  : 


M'F  >  N'F  —  M'X\ 

N'F  =  P'N'; 


d'où,  en  ajoutant, 


M'F  >  P'M'. 


On  a  supposé  M'  du  même  coté  que  le  foyer  par  rap- 
port à  la  directrice  ;  si  ce  point  était  sur  la  directrice  ou 
de  l'autre  côté,  il  serait  évidemment  plus  près  de  la  direc- 
trice que  du  foyer. 
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D'après  cela,  un  point  est  intérieur  a  la  parabole,  sur  la 
parabole,  ou  extérieur  suivant  que  sa  distance  au  foyer  est 
inférieure,  égale  ou  supérieure  à  sa  distance  à  la  directrice. 

La  parabole  est  donc  le  lieu  des  points  également  dis- 
tants de  son  fover  et  de  sa  directrice. 


Fig.  2*9. 


338.  Tangente  à  la  parabole.  —  Soient  (fig.  9.29)  M,  M' 

deux  points  de  la  parabole   ayant  pour  foyer  F  et  pour 

directrice  DD'.  Ces  points  sont  les 
centres  des  cercles  tangents  à  la 
directrice  et  menés  par  le  foyer  F 
et  le  point  o  symétrique  de  F  par 
rapport  à  MM7.  Soit  TT7  la  perpendi- 
culaire à  la  droite  FG  allant  du  foyer 
au  point  de  contact  de  la  directrice 
et  du  cercle  de  centre  M.  Si  M' tend 
vers  M,  en  restant  sur  la  parabole, 
le  segment  MM'  tendant  vers  zéro, 
il  en  est  de  même  a  fortiori  de  sa 

projection  GG'  sur  la  directrice  ;  le  point  de  rencontre  I 

de  F»  et  de  la  directrice 

est  le  milieu  de  GG'  ;  par 

suite,  GI  tend  vers   zéro. 

L'angle  GFI  tend  donc  vers 

zéro  et  il  en  est  de  même 

de  l'angle    TMM'  qui   lui 

est  égal.  En  d'autres  ter- 
mes, la  droite  TT'  est  la 

limite  de   la   sécante  MM' 

quand  la  corde   MM'  tend 

vers  zéro.  La  droite  TT',  qui  est  la  bissectrice  de  l'angle 

FMG,  est  donc  tangente  en  M  à  la  parabole. 


V         6 

D 

M                        U 

v, 

V         / 

T         B 

A 

0' 

\        F           F 

N        •* 

Fig.  2I0. 
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Ainsi  la  parabole  admet  une  tangente  en  chacun  de  ses 
points  et  cette  tangente  fait  des  angles  égaux  avec  Taxe 
et  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact.  D'une 
manière  plus  précise,  la  tangente  en  un  point  M  (fig.  »3o) 
rencontre  Taxe  en  un  point  T  tel  que  TF  =  FM. 

339.  Le  minimum  de  TF  est  égal  a  -*--;  il  correspond 
au  cas  où  M  vient  en  A,  et  où  la  tangente  est  perpendi- 
culaire à  Taxe.  Le  point  A  se  nomme  le  sommet. 

Si,  par  le  point  M,  on  mène  la  demi-droite  MU  paral- 
lèle a  la  demi-droite  AF  et  de  même  sens  et  la  demi- 
droite  opposée  MV,  la  tangente  en  M  est  la  bissectrice 
de  l'angle  YMF,  et  la  normale  MX  est  la  bissectrice  de 
l'angle  UMF. 

340.  Théorème.  —  i°  Le  lieu  des  symétriques  du 
foyer  par  rapport  aux  tangentes  à  une  parabole  est  la 
directrice  ; 

20  Le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  les  tangentes 
est  la  tangente  au  sommet. 

En  effet,  si  G  (fig.  a3o)  est  la  projection  de  M  sur  la 
directrice,  le  triangle  FMG  est  isocèle,  la  tangente  est 
la  médiane  MIL  Or  G  est  sur  la  directrice  et  II  sur  la 
parallèle  menée  par  A  a  la  directrice,  c'est-à-dire  sur  la 
tangente  au  sommet. 

Réciproquement,  si  G  est  un  point  quelconque  de  la 
directrice,  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  G  rencontre  la 
parabole  en  M,  on  a  MF  =  MG,  et  si  II  est  le  point  de 
rencontre  de  FG  avec  la  tangente  au  sommet,  II  est 
le  milieu  de  FG,  la  médiane  Mil  est  en  même  temps 
hauteur  et  bissectrice,  donc  Mil  est  la  tangente  en  M, 
H  la  projection  du  foyer  sur  la  tangente,  et  G  le  symé- 
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trique  du  foyer  par  rapport  à  cette  tangente.  La  proposi- 
tion est  donc  entièrement  établie. 

34i.  Construction  d1  une  parabole  par  tangentes .  —  Si 
un  angle  droit  (fig.  a3i  et  »3a)  se  déplace  de  façon  qu'un 


Fig.  a3i. 


Fig.  a3a. 


côté  passe  par  un  point  fixe  F  et  que  le  sommet  décrive 
une  droite  fixe  CC,  l'autre  côté  restera  constamment 
tangent  à  la  parabole  ayant  pour  foyer  F  et  pour  som- 
met la  projection  A  de  F  sur  CC  ;  on  aura  le  point  de 
contact  M  sur  la  tangente  HM,  en  prolongeant  FH  d'une 
longueur  égale  I1G  et  en  menant  par  G  la  perpendi- 
culaire à  CC,  c'est-à-dire  la  parallèle  à  AF. 

34».  Théorème,  —  Dans  une  parabole,  la  sous- 
normale  est  constante  et  égale  au  paramètre. 

Soit  (fig.  23o)  R  la  projection  du  point  M  de  la  para- 
bole sur  l'axe  ;  le  segment  RX  s'appelle  la  sous-normale 
de  M  ;  TR  est  la  sous-tangente.  La  figure  GMXF  est  un 
parallélogramme;  donc  FN  =  GM  =  BR,  et  par  suite, 

R>T  =  BF=/>. 
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La  sous-normale  est  égale  à  la  projection  de  la 
normale  sur  MU,  et  comme  MN  est  la  bissectrice  de 
l'angle  FMU,  elle  est  aussi  égale  à  la  projection  de  la 
normale  sur  MF;  donc,  comme  pour  l'ellipse  et  l'hyper- 
bole, la  projection  de  la  normale  sur  le  rayon  vecteur  est 
constante  et  égale  au  paramètre. 

On  peut  encore  remarquer  que  FN  =  GM  =  MF  =  TF  ; 
le  foyer  est  donc  le  milieu  du  segment  TX.  En  outre,  la 
figure  GMFT  est  un  parallélogramme,  puisque  les  cotés 
opposés  GM  et  TF  sont  égaux  et  parallèles.  Il  en  résulte 
que  H  est  le  milieu  de  MT.  Ainsi,  le  lieu  du  milieu  de  la 
tangente  MT  est  la  tangente  au  sommet. 

Le  sommet  A  est  le  milieu  de  la  sous-tangente. 

3  4  3.  Equation  de  la  pauauole.  —  Le  triangle  TMX  (fig.  a3o) 
donne  : 

RM*  =  TR.RX  =  2AR.RX, 


ou 


RM2  =  20.AR. 


Si  l'on  pose 


on  a  donc 


RM  =  y,        ARzzj, 


y*  =  ipx. 


344-  PnoBLÈMK.  —  Mener  par  un  point  une  tangente 
à  une  parabole. 

i°  Le  point  M  (fig.  233}  est  donné  sur  la  parabole.  On 
peut  abaisser  de  M  la  perpendiculaire  sur  FG,  G  étant 
la  projection  de  M  sur  la  directrice.  On  peut  aussi  déter- 
miner sur  Taxe  les  segments  TF  et  FX  égaux  à  FM. 
Alors  MT  sera  la  tangente  et  MN  la  normale  en  M.  Cette 
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dernière  construction  n'est  pas  convenable  si  M  est  trop 
près  du  sommet. 

2°  Le  point  donné  ri1  est  pas  sur  la  parabole. 


Fig.  a33, 


Fig.  a34. 


Soit  (fig.  234)  PM  une  tangente  issue  de  P  ;  le  symé- 
trique G  de  F  par  rapport  à  PM  est  sur  la  directrice, 
donc  PF  =  PG.  Le  point  G  est  donc  a  l'intersec- 
tion de  la  directrice  et  du  cercle  décrit  de  P  comme 
centre  avec  PF  pour  rayon.  Réciproquement,  a  tout 
point  G  commun  à  la  directrice  et  à  ce  cercle  corres- 
pond une  tangente,  qui  est  la  perpendiculaire  a  FG  menée 
par  P. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la 
distance  de  P  a  la  directrice  soit  moindre  que  PF;  ce 
qui  exige  que  le  point  P  soit  extérieur  à  la  parabole. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  la  condition  est 
évidemment  suffisante. 

Donc,  par  un  point  extérieur,  on  peut  mener  deux 
tangentes  h  une  parabole  ;  par  un  point  pris  sur  la 
courbe,  on  n'en  peut  mener  qu'une  seule,  dont  le  point 
de  contact  se  confond  avec  le  point  donné.  Enfin,  par  un 
point  intérieur,  on  n'en  peut  mener  aucune. 
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345.  Problème.  —  Mener  à  une  parabole  une  tangente 
parallèle  à  une  droite  donnée  X'X  (fig.  235). 

Le  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  la  tangente 
cherchée  étant  sur  la  directrice,  on  l'obtient  en  prenant 
Tintersection  G  de  cette  directrice  avec  la  perpendiculaire 
abaissée  du  foyer  sur  la  direction  donnée.  Le  point  G 
existe  toujours,  pourvu  que  la  droite  donnée  X'X  ne  soit 
pas  parallèle  à  Taxe.  La  tangente  cherchée  est  la  perpen- 
diculaire au  milieu  de  FG  ;  le  point  de  contact  s'obtient 
en  menant  GM  parallèle  à  Taxe. 

On  peut  donc  mener  à  une  parabole  une  seule  tan- 
gente parallèle  à  une  direction  donnée,  non  parallèle  a 
Taxe. 


Fig.  *3G. 

346.  Théorème  de  JPoncelet,  —  Les  tangentes  à  une 
parabole,  issues  d'un  point  extérieur  9  font  des  angles  égaux 
avec  la  droite  qui  joint  ce  point  au  foyer  et  avec  l'axe. 

Soient  (fig.  ^36)  PM,  PM'  les  tangentes  issues  de  P. 
Menons  PX  parallèle  à  Taxe.  Les  angles  MPX  et  FGG' 
sont  égaux  comme  ayant  leurs  côtés  respectivement  per- 
pendiculaires   et   les  angles  FPM'  et  FGG'  sont  égaux 

comme  avant  même  mesure.  Donc  MPX  =  FPM'. 
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Corollaires.  —  I.  —  Les  angles  PFM  et  PGM  sont 
égaux,  ainsi  que  PFM'  et  PG'M';  mais,  le  triangle  PGG' 
étant  isocèle,  on  en  conclut  que  les  angles  PGM  et  PG'M' 
sont  égaux.  Donc  les  angles  PFM  et  PFM'  le  sont  aussi. 
Ainsi  : 

Les  tangentes  issues  d'un  point  sont  vues  du  foyer 
sous  des  angles  égaux. 

II.  —  Si  l'angle  MPM'  est  droit,  il  en  est  de  même  de 
l'angle  GFG',  et  alors  le  point  P  est  sur  la  directrice,  et 
réciproquement.  Donc  : 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
une  parabole  est  la  directrice. 

III.  —  Les  portions  d'une  tangente  mobile  comprises 
entre  deux  tangentes  fixes,  sont  vues  du  foyer  sons  un 
angle  constant. 

IV.  —  Les  angles  PMF  et  MPX  étant  égaux,  il  en 
est  de  même  des  angles  PMF  et  FPM'  ;  les  deux  trian- 
gles PFM  et  M'FP  sont  donc  équiangles;  on  en  conclut  : 

PF2  =  FM. FM'. 


PARABOLE    CONSIDÉRÉE    COMME    LIMITE    d'uNE    ELLIPSE 

OU    D*UXE    HYPERBOLE 

34j.  Considérons,  par  exemple  (hg.  23j),  une  ellipse 
ayant  pour  foyers  F  et  F'  et  pour  sommets  de  Taxe  focal  A 
et  A'.  Si  Ton  prend  BA  =  AF  on  a  F/B=  ia\  donc  tous 
les  cercles  directeurs  de  centre  F'  passeront  par  B,  si  Ton 
suppose  A  et  F  fixes  et  F'  variable.  Or,  si  a  augmente  indé- 
finiment, un  arc  SBS'  du  cercle  directeur  de  centre  F' 
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tend  à  se  confondre  avec  une  portion  de  la  tangente  DD' 
en  B.  Si  Ton  considère  l'ellipse  comme  le  lieu  des  points 
équidistants  de  F  et  du  cercle  directeur  (F'),  les  points 
de  cette  ellipse  situés  à  des  distances  de  F  moindres 
qu'une  longueur  donnée  d'avance  auront  pour  limites  des 
points  également  distants  de  F  et  de  la  droite  DD', 
c'est-à-dire  des  points  d'un  arc  de  parabole  ayant  F 
pour  foyer  et  DD'  pour  directrice. 


4,— H 


F'     A' 


Fig.  a3;. 


Fig.  a38. 


Pour  donner  une  démonstration  rigoureuse,  soit  (fig.  238)  M 
un  point  de  l'ellipse  ayant  pour  foyers  F,  F'. 
Posons 


AF  =  a  —  cz= 


On  a 


PM2  =  il  AP.PA'  =  il  AP  (AA'  —  AP) 


ou 


PM2  =  -^—  AP—  — -  AP*. 


a 


a1 


G.  et  N.  Géométrie. 
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■    Or 


b*          {a — c)  (a  +  c\ 

a                      a                     ' 

b*          p           p* 

par  suite. 


lim.  —  pf         lim.  — T-  =  o. 

a  r  a* 


Donc,  en   supposant  que  AP  reste  inférieur  à   une  longueur 
donnée  d'avance, 

liniTM-  =  ip.AV  =  FM'2f 

» 
M'  étant  un  point  de  la  parabole  ayant  pour  foyer  F  et  pour 

directrice  DD'. 

On  voit  ainsi  que  les  points  de  l'arc  d'ellipse  NANj  compris 
entre  la  tangente  en  A  et  une  parallèle  AA'  à  cette  tangente 
tendent  vers  les  points  de  l'are  X'AN',  de  la  parabole  ayant 
pour  foyer  F  et  pour  directrice  1)1)'.  D'ailleurs,  on  peut  sup- 
poser AA'  aussi  loin  qu'on  veut  de  la  tangente  en  A. 

M  Ame  démonstration  en  partant  d'un  arc  d'hyperbole. 

De  là  résulte  que  les  propriétés  de  la  parabole  peuvent  se 
déduire  de  celles  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  ;  il  suffit  de 
regarder  la  parabole  comme  ayant  deux  foyers  dont  l'un  est 
à  l'infini  sur  l'axe.  Ainsi  la  tangente  en  un  point  doit  faire  des 
angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs  de  ce  point,  c'est-à-dire 
avec  le  rayon  vecteur  et  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  ce 
point,  etc.,  etc. 

I.  \  1'.  KCICI'.S 

i.   Construire  une  parabole,  connaissant  : 

i°  Le  foyer  ou  la  directrice  et  deux  points; 

•i°  Lo  foyer  ou  la  directrice  et  deux  tangentes  : 

*°  Le  foyer  ou  la  directrice,  une  tangente  et  le  point  de  contact. 

•2.  Dans  une  parabole,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par 
trois  tangentes,  passe  par  le  foyer.  —  La  tangente  au  sommet  est 
la  droite  do  Simson  relative  au  fover. 
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3.  Conslruire  une  parabole  dont  on  donne  quatre  tangentes. 

4.  La  droite  qui  joint  au  foyer  d'une  parabole  le  milieu  de  la 
projection  d'une  corde  sur  la  directrice  est  perpendiculaire  à  cette 
corde. 

•>.  Mener,  par  le  foyer  d'une  parabole,  une  corde  de  longueur 
donnée. 

6.  On  mène  d'un  point  A  deux  tangentes  AB,  AC  à  une  para- 
bole ;  une  troisième  tangente  coupe  AB  en  D  et  AC  en  E,  prouver 

que  z=     "      •   —  En  menant  par  A,   D,   E  et  par  le  point  de 

contact  de  la  troisième  tangente  les  parallèles  à  l'axe  rencontrant 
la  corde  BC  en  A',  D'.  \\  et  L,  D'  est  le  milieu  de  BL,  E'  le  milieu 
de  LC  et  A'  le  milieu  de  BC. 

Le  quatrième  sommet  du  parallélogramme  construit  sur  AD  et 
AE  est  sur  la  corde  BC. 

7.  Construire  une  parabole  connaissant  le  foyer  et  le  point  où 
la  tangente  est  inclinée  à  p°  sur  l'axe. 

8.  Même  problème,  en  remplaçant  le  foyer  par  le  sommet. 

9.  Lieu  des  foyers  et  des  sommets  des  paraboles  ayant  même 
directrice  et  une  tangente  commune. 

10.  Mener,  par  un  point  de  l'axe  d'une  parabole,  deux  normales 
faisant  entre  elles  un  angle  donné. 

11.  Quand  une  parabole  roule  (sans  glisser)  sur  une  parabole 
égale,  les  sommets  étant  supposés  d'abord  confondus,  le  foyer  de  la 
parabole  mobile  décrit  la  directrice  de  l'autre. 

i'i.  Montrer  que  l'angle  sous  lequel  se  coupent  deux  paraboles 
ayant  un  foyer  commun  est  la  moitié  de  l'angle  de  leurs  axes.  En 
conclure  que  deux  paraboles  homo focales  se  coupent  à  angle  droit. 
On  dit  que  deux  paraboles  sont  homofocales  quand  elles  ont  môme 
foyer  et  même  axe. 

i3.  Construire  la  tangente  commune  et  les  points  communs  à 
deux  paraboles  homofocales. 

14.  On  mène  par  le  foyer  d'une  parabole  la  perpendiculaire  à  l'axe 
sur  laquelle  on  prend  deux  points  fixes  A  et  B  équidistanls  du 
foyer;  on  projette  ces  deux  points  sur  une  tangente  quelconque  en 
A' et  B'.  Prouver  que  Taire  du  trapèze  ABB'A'  reste  constante  quand 
la  tangente  varie. 

i5.  En  remarquant  que  les  cercles  tangents  à  la  directrice  d  une 
parabole  et  ayant  leurs  centres  sur  une  droite  I)  sont  homothé- 
tiques,  trouver  les  points  d'intersection  de  cette  parabole  et  de  la 
droite  D. 
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CHAPITRE     IV 


PROPRIÉTÉS   COMMUNES   AUX  TROIS  COURBES 


348.  Théorème*  —  Si  l'on  mène  la  tangente  en  chaque 
point  M  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  (iig.  a3o,)  et  qu'on 
élève    en    l'un  des  foyers  F  la  perpendiculaire  FN  au    rayon 

vecteur  MF,  le  lieu  du  point 
de  rencontre  N  de  cette  per- 
pendiculaire avec  la  tangente 
est  une  perpendiculaire  à 
l'axe  focal. 

Soit  G  le  symétrique  du 
foyer  F  par  rapport  à  la  tan- 
gente MN  ;  l'angle  MGN  est 
droit  ;  donc 

NF'2  —  NG'zzFG2, 


ou 


Fiff.  a39. 


r,2 


NF"—  NF"  =  4a 


Le  point  N  décrit  donc   une  perpendiculaire  DE  à    l'axe 
focal. 

D'ailleurs,  0  étant  le  milieu  de  FF',  on  a 


NF'2  —  NF2  =  2.OD.FT  =  4  c.OU  ; 


donc 


OD  = 


c 


On  peut  encore  remarquer  que,  si  l'on  considère  le  rayon 
vecteur  FM'  perpendiculaire  à  l'axe  focal,  la  tangente  en  M' 
passe  par  D.  Dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  pourra  mener  la  tan- 
gente au  point  M"  du  cercle  principal. 

En  partant  de  l'autre  foyer  F',  on  obtiendra  une  seconde 
droite  D'E',  lieu    de  N',   et    symétrique    de   la  première  par 
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rapport  au  centre.  Ces  deux  droites  se  nomment  les  directrices; 
DE  est  la  directrice  correspondant  au  foyer  F,  D'E'  la  direc- 
trice correspondant  au  foyer  F'. 

3'iy.  Théorème.  —  Le  rapport  des  distances  d'un  point  quel- 
conque d'une  ellipse,  ou  d'une  hyperbole,  au  foyer  et  à  la  direc- 

c'    ' 
trice  correspondante,  est  constant  et  égal  à . 

En  effet,  soit  P  (fîg.  2'3o,)  la  projection  d'un  point  M  de  l'el- 
lipse sur  la  directrice  relative  au  foyer  F  ;  le  point  P  appar- 
tient au  cercle  de  diamètre  MN.  Or  les  angles  MGF  et  GPM 
sont  égaux  comme  ayant  même  mesure  et  les  angles  GMP 
et  GF'F  sont  égaux  comme  correspondants;  les  deux  triangles 
GFF'  et  PGM  sont  donc  semblables  et,  par  suite  : 


MO   __   FF 

MP    —   F'G  ' 

c'est-à-dire 

MF   __   c 

MP    ~"  a  ' 

c.  q.  f.  d. 


3jo.  Théorème-  —  Le  lieu  des  points  dont  le   rapport  des 
distances  à  un  point  et   à    une   droite  fLvcs   est  constant  et  égal 

Q 

à  —  est 
a 

c 
une  ellipse ,         si  —  <  i , 

a 

c 
une  hyperbole,  si  —  >  i, 

une  parabole,     si  —  =  i . 

a 

Le  dernier  cas  nous  est  déjà  connu  ;  il  suffît  de   s'occuper 
des  deux  premiers.  Supposons  —  <  i  ;    soient  (fig.  240)  F 

et  DE  le  point  et  la  droite  donnés  ;  proposons -nous  de 
trouver  les  points  du  lieu  qui  se  trouvent  sur  une  perpendi- 
culaire PP'  à  la  droite  DE.  Soit  M  un  de  ces  points  ;  on  a 

MF   _c_ 
MP   ""  a  ' 


1 
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P  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  considérée.  Partageons 

FP  dans  le  rapport  —  et  soient 

Q,  Q'  les  points  de  division  ;  comme 

on  suppose  —  <  i ,  le  point  Q  est 

plus  près  de  F  que  de  P  et  Q'  est 
sur  le  prolongement  de  PF.  Les 
points  cherchés  sont  à  l'intersec- 
tion de  PP'  et  de  la  circonférence 
décrite  sur  QQ'  comme  diamètre. 
Si  PP'  se  déplace  parallèlement 
à  elle-même,  les  points  Q,  Q'  et, 
par  suite,  le  milieu  R  de  QQ'  décrivent  des  droites  AQ,  A'Q',  OR 
parallèles  à  DE.  La  droite  OR  passe  par  le  milieu  S  de  MM'  et 
Ton  a  : 


Fijf.  afo. 


d'où 


Mi*              M't             C 

MP   "~~   M'P  ~~  a 

d'où  l'on  tire  : 

MF  -f  M'F          c 

MP  +  M'P  ~~    a 

c'est-à-dire 

MF -h  M'F          c 

aSP 


a 


MF  +M'F  =  2  — .   Oï) 

a 


Mais  si  l'on  prend*F'0  z:  OF,  on  a  M'F  =  MF'  ;  donc 


MF  +  MF'  =  i  — .  OD. 

a 


La  somme  MF  h-  MF'  est  donc  constante.  Or  les  points  A 
et  A'  sont  des  points  du  lieu  ;  donc 


•  OD  =  OA. 


a 
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D'autre  part,  A  et  A'  divisent  harmoniquement  FD  ;  par 
suite  : 

ÔA2  =  OF.OD. 
Or  on  peut  supposer  OF  =  c;  on  aura  donc 

c.OI)  =  OA.«  =  ÔÂ', 

ce  qui  donne  OA  =  a. 

En  résumé,  si  le  lieu  existe,  il  ne  peut  être  que  l'ellipse 
ayant  pour  foyers  F,  F'  et  pour  grand  axe  AA'.  Mais  la  droite 
DE  est  précisément  la  directrice  correspondant  au  foyer  F  de 

cette   ellipse,  puisque   OD  =  —  ;   le   rapport  des  distances 

d'un  point  quelconque  de  cette  ellipse  au  foyer  F  et  à  la  direc- 

trice  correspondante  est  précisément  égal  à  —  .  Cette  ellipse 

est  donc  le  lieu  cherché. 


Si  le  rapport  —  avait  été  donné  plus  grand  que  i,  on  aurait 

trouvé  une  hyperbole.  La  méthode  est  la  même,  la  seule  diffé- 
rence consiste  en  ce  que  le  point  P  serait  alors  placé  entre  M 
et  M'  et,  par  suite, 

|PM  —  PM'|  =îPS; 

d'où 

|MF  —  MF'|  =  const. 

MÉTHODE      DE      DAXDELIX 

35 1 .  Théorème. — La  section  d'un  cône  de  révolution 
par  un  plan  ne  passant  pas  par  le  sommet  est  une  ellipse, 
une  parabole  ou  une  hyperbole. 

Trois  cas  peuvent  se  présenter. 

PnEMiEK  cas.  —  Le  plan  sécant  P  rencontre  une  seule 
nappe  du  cône  (fig.  241).  Par  Taxe  SX  de  ce  cône,  on  peut 
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mener  un  plan  perpendiculaire  au  plan  sécant;  nous  pren- 
drons ce  plan  pour  plan  de  la  figure;  il  coupe  le  cône  sui- 
s  vantdcux  génératrices  SA,  SA'. 

Soit  A  A'  la  trace  du  plan  sécant 
sur  le  plan  de  la  figure.  Inscri- 
vons un  cercle  nu  triangle  SAA' 
et  soient  D,  1)',  F  ses  points  de 
contact  avec  les  côtés  SA,  SA' 
et  AA' respectivement.  Traçons 
également  le  cercle  exinscrit 
situé  dans  l'angle  ASA'  et  tan- 
gent en  F,  F', F'  aux  trois  côtés 
\du  triangle. 
Les  sphères  dont  ces  deux 
cercles  sont  des  grands  cercles 
sont  inscrites  au  cône.  La  sphère 

Vie-  «'•  ,  ,       n    ■  - 

de  centre  O,  que.  nous  repré- 
senterons par  (()),  louche  le  cône  suivant  le  petit  cercle 
ayant  pour  diamètre  DD'  et  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  figure,  et,  pareillement,  la  sphère 
(O')  touche  le  cône  suivant  le  petit  cercle  ayant  pour 
diamètre  FF'  et  dont  le  plan  est  aussi  perpendiculaire 
à  celui-de  la  figure.  La  section  du  cône  par  le  plan  P 
est  évidemment  une  courbe  fermée  AMA';  soit  M  un 
point  quelconque  de  la  courbe  obtenue.  Le  plan  P  est 
tangent  à  la  sphère  (O)  en  F  car,  les  plans  P  et  SAA' 
étant  perpendiculaires,  la  droite  OF,  menée  dans  le 
second  et  perpendiculaire  il  l'intersection  A.V  de  ces  deux 
pians,  est  perpendiculaire  au  premier  ;  donc  MF  est  tan- 
gent à  la  sphère  (O)  en  F  ;  pour  la  même  raison,  MF'  est 
tangent  en  F'  à  la  sphère  (O).  La  génératrice  SM  touche 
la  sphère  (O),  inscrite  au  cône,  au  point  I.  où  elle  rencontre 
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le  cercle  DLD'  et  la  sphère  (O')  au  point  L/  où  elle 
rencontre  le  cercle  EL'E'.  On  a  donc  MF  =  ML,  comme 
tangenles  à  une  même  sphère  issues  d'un  même  point,  et, 
de  même,  MF/  =  ML/.  Remarquons  maintenant  que  la 
courbe  d'intersection  est  tout  entière  entre  les  plans  DLD', 
EL/E7,  de  telle  sorte  que  le  point  M  est  compris  entre  L 
et  L'.  On  a  donc 

MF  +  MF'  =  ML  +  L'M  =  LL\ 

Mais  LL/  =  DE,  comme  portions  de  deux  génératrices 
comprises  entre  deux  plans  perpendiculaires  a  Taxe;  en 
outre  [G.  1\ g3],  on  sait  que  DE-=AA';  donc 

MF  +  MF'=  A  A'. 

La  courbe  d'intersection  est  donc  une  ellipse  ayant  pour 
lovers  F,  F'  et  dont  le  grand  axe  est  le  segment  AA'. 

Remarque.  —  Si  l'on  mène  A'B  perpendiculaire  à  l'axe  SX, 
on  a 

AB  =  DE  —  DA  —  BE  =  AA'  —  AF  —  F'A'  =  FF'. 

Ainsi,  dans  le  triangle  ABA7,  le  côté  AA'  =  aa,  le  côté  AB=2<- 
et  l'angle  ABA'  est  le  complément  du  demi-angle  d'ouverture 
du  cône. 

Réciproquement.  —  On  peut  toujours  placer  une  ellipse 
donnée  sur  un  cône  de  révolution  donné. 

On  peut  préciser  davantage  et  demander  que  le  plan  de 
l'ellipse  soit  perpendiculaire  à  un  plan  donné  passant  par  l'axe 
du  cône,  et  alors  tout  revient  à  construire  le  triangle  SAA7, 
AA7  étant  le  grand  axe  de  l'ellipse.  11  suffit  de  construire 
le  triangle  ABA7;  on  prend  (fig.  i\i)  ba  =  2c,  on  mène  by  faisant 

avec  ba  un  angle  égal  à  go° 7-  S,  S  étant  l'ouverture  du 

mm 

cône.  De  a  comme  centre,  avec  *ia  pour  rayon,  on  trace  un 
cercle  qui  coupe  la  demi-droite  by  en  un  seul  point  a7,  puisque 
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Fig.  a;a. 


'ia  >îc  ;  enfin,  au  milieu  de  baf,  on  élève  la  perpendiculaire  w, 
qui  rencontre  ba  en  s;  il  suffit  alors  de  placer  le   triangle  asa- 

de  façon  que  les  côtés  sa,  sa'  s'appli- 
quent sur  les  côtés  de  l'angle  ASA'  ; 
si  a  tombe  en  A  et  a*  en  A',  le  plan  mené 
par  A  A'  et  perpendiculaire  à  SA  A'  cou- 
pera le  cône  suivant  une  ellipse  égale  à 
la  proposée,  car  elle  aura  pour  grand 
axe  AA'  et  ses  fovers  F,  F'  seront  sur  A  A' 
et  placés  de  façon  que  A  F  =  F7 A'  et 
FF'= AB.  En  faisant  tourner  cette  figure 
autour  de  SX,  on  aurait  d'ailleurs  tous 
les  plans  sécants  répondant  à  la  ques- 
tion. En  particulier,  on  peut  porter  sa 
sur  SA'  et  saf  sur  SA.  On  voit  ainsi  que,  si  le  plan  S  A  A'  est 
donné,  il  y  a  deux  plans  perpendiculaires  à  ce  plan  qui  répon- 
dent à  la  question. 

D'après  ce  qui  précède,  on  peut  l'aire  passer  une  infinité  de 
cônes  de  révolution  par  une  ellipse  donnée;  le  plan  passant 
par  le  sommet  d'un  de  ces  cônes  et  le  grand  axe  de  l'ellipse 
est  un  plan  méridien  ;  donc  les  sommets  de  tous  ces  cônes 
sont  dans  le  plan  mené  parle  grand  axe  A  A' et  perpendicu- 
laire au  plan  de  l'ellipse.  On  a,  en  outre, 

|SA  — SA'|=ar. 

Le  lieu  des  sommets  des  canes  de  révolution  passant  par  une 
ellipse  est  donc  une  hyperbole  ayant  pour  foyers  les  sommets  de 
l'ellipse  et  pour  sommets  les  foyers  de  l'ellipse  ;  en  outre,  en 
chaque  point  du  lieu,  la  tangente  SX  est  précisément  V  axe  du  cône. 


Deuxième  cas.  —  Le  plan  sécant  est  parallèle  à  un 
plan  langent  au  cône. 

Supposons  (fig.  243)  le  plan  sécant  parallèle  au  plan  tan- 
gent le  long  de  la  génératrice  SA'  ;  le  plan  passant  par 
Taxe  SX  et  par  SA' sera  perpendiculaire  au  plan  sécant; 
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nous  le  prendrons  pour  plan  de  la  figure.  Soit  SA  l'autre 
génératrice  contenue  dans  le  plan  de  la  figure  ;  la  trace  du 
plan  sécant  sera  parallèle  à  SA',  soit  AY  cette  trace  et 


Fi  g.  a;  5. 

soit  B  le  point  commun  à  SX  et  AY;  le  triangle  SAB  est 
isocèle  ;  il  en  résulte  que  le  centre  O,  du  cercle  tangent  aux 
trois  droites  SA,  SA',  AB  et  situé  dans  l'angle  ASA',  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  SX.  Soient 
D,D',  F  ses  points  de  contact  avec  les  trois  droites  consi- 
dérées. Soit  M  un  point  de  la  section  faite  dans  le 
cône  par  le  plan  sécant,  c'est-à-dire  par  le  plan  mené 
par  AY  et  perpendiculaire  au  plan  AS  A7.  Soit  EE'  l'in- 
tersection du  plan  sécant  et  du  plan  mené  par  DD'  et 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  ;  cette  droite  EE', 
intersection  de  deux  plans  perpendiculaires  au  plan  ASA', 
est  perpendiculaire  à  ce  même  plan  ASA'.  La  perpendi- 
culaire MP  menée  de  M  à  la  droite  AY  est  perpen- 
diculaire au  plan  ASA',  donc  elle  est  parallèle  à  EE'  ; 
il  en  résulte  que  la  distance  MQ  de  M  à  EE'  est  égale  a  PE. 
Cela  posé,  la  droite  MP  étant  perpendiculaire  h  l'axe  SX, 
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on  peut  mener  par  MP  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  ; 
il  coupe  le  cône  suivant  un  cercle  de  diamètre  RR/.  Le 
plan  parallèle  mené  par  DD'  coupe  le  cône  suivant  un 
cercle  de  diamètre  DD'  ;  la  génératrice  SM  coupe  ce 
cercle  en  L;  on  a  MF  —  ML,  comme  tangentes  issues  de  M 
a  la  sphère  ayant  pour  grand  cercle  le  cercle  DD'F  ;  en 
second  lieu,  ML  =  R'D'  =  PE.  Donc  MF  ==  MQ  et,  par 
suite,  la  courbe  d'intersection  est  la  parabole  ayant  pour 
sommet  A,  pour  foyer  F  et  pour  directrice  KE'. 

Réciproquement.   —   On  peut  toujours  placer  une  parabole 
donnée  sur  un  cône  de  révolution  donné. 

Le  triangle  AOF  est  déterminé;  en  eiFet,  il  est  rectangle,  le 

côté  AF  est  égala — p,  p  étant  le  paramètre  de  la  parabole 
donnée,  enfin  OAF  est  le  complément  du  demi-angle  d'ouverture 


1?*       »  •* 
'1JÇ.    24  D. 

du  cône.  D'après  cela,  sur  le  côté  ay  (iig.  t.\\)  de  l'angle  zay  égal 

i   />  1 

à  900 —  S,  portons  a/*= —  p,  puis  menons  fo  perpendicu- 

laire  à  ay  et,  par  le  point  0  d'intersection  avec  az,  élevons  la 
perpendiculaire  à  az  ;  soit  b  le  point  de  rencontre  de  cette 
perpendiculaire  avec  ay  et  soit  s  le  symétrique  de  b  par  rapport 
à  o.  Si  l'on  applique  sa  sur  SA  et  sb  sur  SX,  ay  prendra  la  direc- 
tion AY  et  il  est  évident  que  la  section  du  cône  par  le  plan 
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perpendiculaire  au  plan  ASX  mené  par  AY  sera  une  parabole 
égale  à  la  proposée. 

Dans  la  figure  2^5  menons  HK  parallèle  à  OF,  on  voit  que 
SH  =  SA  et  que  SH  est  perpendiculaire  à  KH.  On  en  conclut 
que  : 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  menés  par  une 
parabole  est  une  seconde  parabole  égale  à  la  première,  ayant 
pour  sommet  et  pour  foyer  le  foyer  et  le  sommet  de  la  première , 
et  située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  la  parabole 
donnée. 


Troisième  cas.  —  Le  plan  sécant  coupe  les  deux  nappes 
du  cône  (fig.  246).  Nous  procéderons  comme  dans  le  pre- 


Fig.  24G. 

mier  cas,  le  plan  de  la  figure  étant  toujours  supposé  per- 
pendiculaire au  plan  sécant  et  contenant  l'axe  du  cône. 
Nous  considérerons  encore  deux  sphères  inscrites  au 
cône  et  tangentes  en  F  et  F'  au  plan  sécant.  Soit  M  un 
point  pris  sur  la  courbe  d'intersection  ;  on  a,  L  et  L/  étant 
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les  points  de  contact  de  la  génératrice  SM  avec  les  deux 
sphères  : 


donc 


MK'  =  Ml/.  MF  =  ML: 

MF'—  MF  —  LI/  —  DE  =  AA'. 


La  section  est  donc  une  hyperbole  ayant  pour  loyers 
F,  F'  et  pour  sommets  A,  A'i 

En  remarquant  que  la  tangente  en  M  est  1  intersection  du 
plan  sécant  et  du  plan  tangent  au  cône  le  long  de  SM,  on 
reconnaîtra  aisément  que  les  asymptotes  sont  les  intersections 
du  plan  sécant  et  des  plans  tangents  au  cône  menés  par  les 
deux  génératrices  parallèles  au  plan  sécant,  que  l'on  obtient 
en  coupant  le  cône  par  le  plan  parallèle  au  plan  sécant  et 
mené  par  le  sommet. 

RÉCIPROQUEMENT.  —  Placer  une  hyperbole  donnée  sur  un 
cône  de  révolution  donné.  —  Condition  de  possibilité . 

Supposons  le  problème  résolu  et  conservons  les  mêmes 
notations  que  dans  la  figure  précédente  ;  en  abaissant  de  A' 
(fig.  *\~)  la  perpendiculaire  A'B  à  Taxe  du  cône  et  prenant  son 


Fig.  247. 


Fig.  a48 


intersection  B  avec  Faréte  SA,  on  verra,  comme  pour  l'el- 
lipse, que  AB  =  2r.  La  question  revient  à  construire  le  trian- 
gle AA'B   dans  lequel  on  connaît  l'angle   A/BA=<)o° —  S, 

le  côté  AB  =  ar  et  le  côté  AA'=:w/. 

En  faisant  la  construction  bien  connue,  on  obtient  (iig.  248) 
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deux  triangles  aa'b,  aaffb,  d'où  l'on  déduit  deux  triangles  a' sa , 
a1' s1  a,  en  élevant  les  perpendiculaires  es,  c's'  au  milieu  de  a'b 
et  au  milieu  de  a"b. 

Mais  on  voit  que  ces  triangles  a' sa,  as!a"  sont  égaux,  car 

^\     /\       /^     x^\ 

aa"^=aa'  et  en  outre  as'a"  =  asa',  et  rt"rt.s*'  —  aa's,  car,  les  trian- 


•      ^»    •  >    .^      ^     ^      ^> 
gles  arcW  et  «'ta  étant  isocèles,  on  a  sa'b=:b,  aa,a,f=^aaffaf  et, 

par  suite,  i8o° — s«7;  —  aaV=i8o° —  A — aa"af.  lien  résulte 
que  les  deux  solutions  correspondent  à  deux  positions  de  AA 
symétriques  par  rapport  à  SX. 

Mais,  pour  que  ces  solutions  existent, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  cercle  décrit  de  a 
comme  centre  avec  •la  pour  rayon  ren- 
contre la  demi-droite  by  et  par  suite  que 
l'on  ait  2a>a//.  Or,  si  nous  considérons  $\g.  249. 

(iig.    îi'ioj   le    demi-cercle  de    diamètre 

ab  =  ic  et  les  cordes  am=ia  et  «//,1a  condition  a//i> ah  est 
équivalente  à  celle-ci  : 

m  ah    <C    hab. 

Mais  hab  est  précisément  la  moitié  de  1  angle  d'ouverture  S 

du  cône  et  mab  est  égal  à  la  moitié  de  l'angle  des  asymptotes 
de  l'hyperbole.  Donc,  en  nommant  a  l'angle  des  asymptotes,  la 
condition  cherchée  est 

a<S. 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits  à 
une  hyperbole  est  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  sommets  de 
l'hyperbole,  pour  sommets  les  foyers  de  l'hyperbole  et  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  celui  de  l'hyperbole. 

Remarque.  —  Les  trois  courbes  :  ellipse,  hyperbole  et 
parabole  pouvant  être  obtenues  en  coupant  un  cône  de 
révolution  par  un  plan;  on  les  nomme  sections  coni- 
ques, ou  plus  simplement  coniques. 
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Apollonius  supposait  le  plan  sécant  perpendiculaire  à 
une  arête  du  cône  et  il  considérait  trois  cas  suivant  que 
l'angle  d'ouverture  est  aigu,  droit  ou  obtus. 

On  démontrerait,  en  employant  la  même  méthode  que 
précédemment,  que  la  section  d'un  cylindre  de  révolution 
par  un  plan  non  parallèle  aux  génératrices  est  une  ellipse 
ayant  pour  petit  axe  le  diamètre  du  cylindre. 
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352.  La  démonstration  relative  au  cas  de  la  parabole  s'ap- 
plique à  tous  les  cas  et  permet  ainsi  de  démontrer  l'existence 
des  directrices.  La  méthode  de  Dandelin  consiste  précisément 
à  suivre  cette  marche. 

En  conservant  toujours  les  mêmes  conventions,  soit  (fig.  a5o) 


Fi  g.  a5o. 

M  un  point  de  la  section  que  nous  supposerons  une  ellipse,  et 
soit  MP  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  la  trace  AA'  du 
plan  sécant  11  sur  le  plan  ASX  de  la  ligure.  Coupons  le  cône 
par  le  plan  perpendiculaire  à  son  axe  mené  par  MP  :  la  sec- 
tion obtenue  est  un  cercle  de  diamètre  RR'.  Soit  EE'  Tinter- 
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-section  du  plan  du  cercle  de  diamètre  DD'  avec  le  plan  II.  La 
•distance  MQ  de  M  à  EE'  est  égale  à  PE;  on  a  donc 

MF         RD  AB  c 

a 


MQ 


PE 


AA' 


La  démonstration  serait  la  même  pour  une  hyperbole.  On 
reconnaît  ainsi,  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole,  l'existence  d'une 
directrice  correspondant  à  chaque  foyer. 

353.  Nous- allons  indiquer  d'autres  applications,  mais  nous 
établirons  d'abord  quelques  notions. 

On  appelle  perspective  d'un  point  m  (fig.  »ji)  par  rapport 

à   un  point  o  appelé  point  de   vue,    et   à   un  plan  P   nommé 

tableau,  le  point  d'intersection  du  tableau  et  de  la  droite  om 

joignant  le  point  de  vue  au  point  considéré.   La  perspective 

d'une  courbe  est  le  lieu  des  perspectives  de  tous  ses  points. 

On  voit  que  la  perspective  d'une  droite  est  une  droite,  inter- 


Fig.  a5i. 


Fig-.  a5a. 


section  du  plan  du  tableau  et  du  plan  déterminé  par  le  point  de 
vue  et  la  droite  donnée.  La  perspective  de  la  droite  mn  passe 
par  le  point  f  où  le  plan  du  tableau  est  percé  par  la  parallèle 
à  mn  menée  par  le  point  de  vue.  Ce  point  f  se  nomme  le  point 
de  fuite;  il  appartient  aux  perspectives  de  toutes  les  droites 
parallèles  à  mn.  Dans  le  cas  où  mn  serait  parallèle  au  plan  P, 
son  point  de  fuite  disparaîtrait  à  l'infini. 

Si  deux  droites  D,  D'  se  coupent  en  m,  leurs  perspectives  A,  A' 
se  coupent  aussi  en  un  point  mf,  qui  est  la  perspective  du  point  m . 
Aune  tangente  aune  courbe  correspond,  en  général,  la  tangente 
il  sa  perspective,  car  si  mt  (fig.  a5a)  est  la  limite  de  la  corde  mn, 

G.  et  N.  Géométrie. 
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quand  n  s'approche  indéfiniment  de  m ,  //iV,  perspective  de  mty, 
sera  la  limite  de  la  droite  trin'  qui  est  la  perspective  de  mn.  Il  y 
aurait  exception  si  la  droite  mt  passait  par  le  point  de  vue,  car 
la  perspective  dune  pareille  droite  est  réduite  à  un  point,  le 
point  où  elle  rencontre  le  tableau. 

3'iJ.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne 
droite  est  égal  au  rapport  anharmonique  de  leurs  perspectives- 
[G.  P.  222]. 

Le  rapport  anharmonique  d'un  faisceau  est  égal  au  rapport 


H 


ro 


Fig.  251. 

anharmonique  de  la  perspective  de  ce  faisceau;  car  si  Ton  coupe 
le  faisceau  M.  abcd  (fig.  a  53)  par  une  droite  abcd,  on  aura 


(Sl.abcd)  =  (abcd)y 


{M,.a'b'cd')=  (a'b'c'd'); 


donc  les  premiers  membres  sont  égaux,  puisque  les  seconds 
le  sont. 

On  dit,  pour  exprimer  ces  propriétés,  que  le  rapport 
anharmonique  est  projcctif.  11  en  est  de  même,  par  suite,  du 
rapport  harmonique. 

3j>.  Toute  propriété  du  cercle  qui  se  conserve  en  pers- 
pective est  applicable  à  une  section  conique.  En  effet,  considé- 
rons, par  exemple,  un  hexagone  inscrit  à  une  ellipse;  on  peut 
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placer  cette  ellipse  sur  un  cône  de  révolution,  sur  lequel  on 
peut  considérer  un  parallèle  ;  la  perspective  de  l'hexagone 
sur  le  plan  de  ce  parallèle  sera  un  hexagone  inscrit  au  cercle  ; 
les  côtés  opposés  de  cet  hexagone  se  coupant  en  trois  points 
situés  en  ligne  droite,  les  perspectives  de  ces  trois  points  sur  le 
plan  de  l'ellipse  seront  encore  en  ligne  droite  ;  donc  la  propo- 
sition s'étend  à  l'ellipse.  On  étendra  de  même  le  théorème  de 
Brianchon. 

On  sait  que  le  lieu  des  conjugués  harmoniques  d'un  point 
par  rapport  à  un  cercle  est  une  droite,  qu'on  nomme  la  polaire 
de  ce  point.  Donc,  en  employant  toujours  la  même  méthode, 
on  voit  que  le  lieu  des  conjugués  harmoniques  d'un  point  par 
rapport  à  une  conique  est  une  droite  :  la.  polaire  de  ce  point. 
Si  le  point  s'éloigne  à  l'infini  dans  une  direction  donnée,  les 
conjugués  harmoniques  de  ce  point  deviennent  les  milieux  des 
cordes  parallèles  à  la  direction  donnée;  donc  les  milieux  des 
cordes  d'une  conique  parallèles  à  une  direction  donnée  sont 
sur  une  droite,  passant  par  le  centre,  et  qu  on  nomme  le  dia- 
mètre conjugué  à  la  direction  donnée. 

Quand  un  point  est  sur  une  droite,  sa  polaire  par  rapport  à 
un  cercle  passe  par  le  pôle  de  cette  droite.  La  proposition 
s'étend  à  une  conique. 

La  polaire  d'un  point  pris  sur  la  courbe  n'est  pas  autre  chose 
que  la  tangente  en  ce  point. 

Donc  la  polaire  d'un  point  extérieur  est  la  corde  des  con- 
tacts des  tangentes  issues  de  ce  point  ; 
le  pôle  d'une  droite  est  le  point  de 
concours  des  tangentes  menées  aux 
points  où  elle  rencontre  la  courbe. 

"     -  '  m' 


'Jj6.  Dans  une  parabole  (fig.  hj  î), 
une  droite  D  parallèle  à  l'axe  ren- 
contre la  courbe  en  un  point  ni  à  dis- 
tance finie  et  en  un  second  point  à 
l'infini  ;  on  en  conclut  que  son  pôle 

est  à  l'infini  dans  la  direction  de  la  tangente  mt  en  m  ;  les  cordes 
parallèles   à   cette    tangente   ont   donc   leurs   milieux    sur  la 
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droite  D,  et,  comme  la  "tangente  en  m  peut  prendre  toutes  les 
orientations,  on  en  conclut  que  tous  les  diamètres  de  la  para- 
bole sont  parallèles  à  l'axe.  La  polaire  d'un  point  a  de  la 
droite  D  est  parallèle  à  mty  car  elle  doit  passer  par  le  pôle 
de  D;  soit  b  le  point  où  elle  rencontre  D;  les  quatre  points  a, 
bt  m,  m\  doivent  former  une  division  harmonique,  m'  étant 
le  second  point  d'intersection  de  D  et  de  la  parabole.  Mais 
m!  est  à  l'infini,  donc  m  est  le  milieu  de  ab;  et  réciproquement, 
si  cette  condition  est  remplie ,  m'  est  à  l'infini  et  l'on  en 
conclut  que  la  conique  est  une  parabole. 

EXERCICES 

1.  Construire  une  conique  connaissant  un  foyer  et  trois  tangentes 
ou  deux  tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une  d'elles.  —  Le  cer- 
cle principal  ou  le  cercle  directeur  relatif  à  l'autre  foyer  sont  déter- 
minés. 

2 .  Construire  une  conique  connaissant  un  foyer,  deux  tangentes 
et  un  point.  —  On  construit  le  cercle  directeur  relatif  à  l'autre 
foyer. 

3.  Construire  une  conique  connaissant  un  sommet  de  Taxe  focal, 
un  foyer  et  une  tangente. 

4.  Construire  une  conique  connaissant  un  sommet  de  Taxe  focal 
un  foyer  et  un  point. 

5.  Construire  une  conique  connaissant  un  foyer,  deux  points  et 
la  tangenle  en  l'un  d'eux. 

6.  Construire  une  conique  connaissant  le  centre,  un  point  et  une 
directrice.  —  Le  symétrique  du  point  donné  par  rapport  au  centre 
est  un  second  point  de  la  conique. 

7 .  Construire  une  conique  connaissant  une  directrice  et  trois 
points. 

8.  On  mène,  par  un  point  M  d'une  hyperbole,  la  parallèle  à 
une   asymptote  jusqu'au  point  P  où  elle  rencontre  une  directrice. 

Prouver  que  *  z= ,  MQ  étant  la  distance  de  M  à  cette  direc- 
trice. En  déduire  que  MP  =  MF.  F  étant  le  foyer  correspondant 
à  la  directrice  considérée. 

9.  Construire  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote,  une 
directrice  et  la  longueur  de  1  axe  focal. 

10.  Construire  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote,  un 
foyer  et  un  point.  —  On  cherche  d'abord  la  directrice.  On  en  a  un 
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premier  point  en  portant,  à  partir  du  point  donné  M  sur  la  paral- 
lèle à  l'asymptote,  une  longueur  égale  à  MF,  F  étant  le  foyer.  On 
en  a  immédiatement  un  second  point  :  la  projection  du  foyer  sur 
l'asymptote. 

il.  Construire  une  hyperbole  connaissant  deux  points,  une  direc- 
trice et  la  direction  d'une  asymptote. 

12.  Construire  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote,  une  direc- 
trice et  un  point. 

i3.  Construire  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote,  une 
directrice  et  une  tangente.  —  On  connaît  une  première  droite  sur 
laquelle  se  trouve  le  foyer  :  c'est  la  perpendiculaire  à  l'asymptote  au 
point  où  celle-ci  coupe  la  directrice.  On  détermine  aisément  la 
droite  joignant  le  foyer  au  point  de  rencontre  de  la  directrice  et  de 
la  tangente  donnée  car  on  connaît  l'excentricité. 

14.  On  mène  une  corde  focale  dans  une  conique  (c'est-à-dire  une 
corde  passant  par  un  foyer)  et  les  normales  aux  extrémités  de  cette 
corde.  Prouver  que  la  parallèle  à  l'axe  focal  menée  par  le  point  de 
rencontre  des  deux  normales  passe  par  le  milieu  de  la  corde. 

i5.  Le  point  de  concours  des  tangentes  menées  aux  extrémités 
d'une  corde  focale  est  sur  la  directrice  correspondant  au  foyer 
situé  sur  cette  corde. 

16.  Mener  une  tangente  commune  à  deux  coniques  qui  ont  un  foyer 
commun.  —  On  considère  les  points  communs  aux  cercles  princi- 
paux. 

17.  Soient  M,  M' deux  points  d'une  conique  et  P  le  point  où  la 
corde  MM' rencontre  la  directrice  correspondant  au  foyer  F  ;  prouver 
que  FP  est  l'une  des  bissectrices  de  1  angle  MFM'. 

18.  En  s'appuyant  sur  l'exercice  précédent,  construire  une  conique 
dont  on  donne  un  foyer  et  trois  points.  —  On  cherchera  la  direc- 
trice correspondante. 

19.  Il  existe  un  rapport  constant  entre  la  distance  d'un  point 
d'une  section  conique  au  sommet  du  cône  et  la  distance  de  ce  même 
point  à  l'intersection  du  plan  de  la  section  avec  le  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  mené  par  le  sommet  du  cône. 

En  déduire  que  la  projection  d'une  section  conique  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  est  une  conique  ayant  pour  foyer  la  projec- 
tion du  sommet  du  cône. 

20.  Trouver  les  points  communs  à  une  droite  et  à  une  conique 
dont  on  connaît  un  foyer,  la  directrice  correspondante  et  J'excen* 
tricité. 
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CHAPITRE    V 


HÉLICE 


35^.  Nous  allons  étudier  une  courbe  gauche,  c'est-à- 
dire  une  courbe  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan. 

Définition.  —  Considérons  (fig.  255)  un  cylindre  de 
révolution  ABCD  et  soit  RAS  un  angle  aigu  tracé  dans  un 


Fig.  s»55. 

plan  mené  par  la  génératrice  AD  ;  le  sommet  de  cet 
angle  est  un  point  A  de  cette  génératrice  et  le  côté  AR 
est  perpendiculaire  a  la  même  génératrice.  On  enroule 
le  plan  de  l'angle  sur  la  surface  latérale  du  cylindre  ; 
alors  le  côté  AR  prend  la  forme  de  la  circonférence  de 
base  du  cylindre  et  le  côté  AS  vient  se  placer  sur  la 
surface  latérale  en  prenant  la  forme  d'une  suite  d'arcs 
identiques  à  Tare  AEF. 

Mais  on  peut  donner  une  autre  définition.  Si  nous  pre- 
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nons  sur  la  base  du  cylindre  un  arc  AP  et  si  nous  menons 
par  P  la  génératrice  du  cylindre,  qui  rencontre  la  courbe 
précédente  aux  points  M,  M',  et  si  nous  prenons  sur  ÀR 
une  longueur  A/>  =  arcAP,  la  perpendiculaire  menée  en 
p  à  AR  rencontre  AS  en  m  tel  que/?/n  =  PM. 

Posons  AF  =  /i;  h  est  la  portion  de  la  génératrice  AD 
comprise  entre  deux  points  consécutifs  de  la  courbe 
situés  sur  cette  génératrice  ;  si  nous  faisons  pour  F  les 
mêmes  constructions  que  pour  M,  nous  aurons 

R  désignant  le  rayon  du  cylindre,  et 
on  a  donc 

pm    h 

Kp  arH 

De  même,  pour  le  point  M'  : 

p'm'  __     h 

kp'   ~~  itzK  ' 

Remarquons  maintenant  que  si  l'on  mène  F  S'  parallèle 
à  AS,  on  aura  mn  =  h  et  pn=p'm'.  On  peut  donc  suppo- 
ser dans  le  plan  ARS  une  suite  indéfinie  de  triangles  rec- 
tangles égaux  tels  que  Aafi  Ffg...,  dont  les  côtés  Aa,  F/"... 
sont  perpendiculaires  à  AD  et  égaux  a  2t:R  et  les  côtés  af, 
fg...  égaux  à  une  même  longueur  h.  En  enroulant  le 
système  sur  le  cylindre,  les  hypoténuses  engendreront 
les  différentes  spires  de  V hélice  de  pas  h. 

358.  L'arc  AP  se  nomme  Y  abscisse  curviligne  x  de  M  et 
PM  son  ordonnée  y.  Pour  le  point  M',  l'abscisse  curvili- 
gne est  égale  à  A//  ;  or 

Kp'  =  Ap  +pp'  =  kp  +  bw', 
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ou  enfin 

kp'  ±=  kp  +  ka  ; 

on  a  donc 

et  Ton  aura  les  coordonnées  de  tous  les  points  situés  sur 
la  même  génératrice  que  M,  en  donnant  à  l'entier  n  toutes 
les  valeurs  de  o  à  -h  <x  dans  les  formules 


Xn  =  X  +  /1.27TR,  ?n=X  +  nh. 

En  donnant  k  «les valeurs  négatives,  depuis  —  i  jusqu'à 
—  oo  ,  on  obtiendra  les  coordonnées  des  points  de  l'hélice 
qui  sont  encore  sur  la  même  génératrice,  mais  de  l'autre 
côté  du  plan  de  la  base  du  cylindre. 

359.  On  a,  d'une  manière  générale, 

Tn    ___     y  +  nh h 


xn  x-\-n.2izK  27rR 

car 

r  h 


X  2*R 

Donc  V ordonnée  d\in  point  d'une  hélice  est  proportion- 
nelle à  son  abscisse  curviligne. 

La  relation  précédente  subsiste  si  Ton  prend  pour  origine 
un  point  quelconque  de  l'hélice,  et  que  l'on  compte  les  ordon- 
nées à  partir  du  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cylindre 
mené  par  ce  point  et  les  abscisses  sur  la  section  faite  par  ce 
plan. 

Imaginons  que  la  génératrice  AD  tourne  d'un  mouvement 
uniforme  autour  de  l'axe  00'  du  cylindre  et  qu'un  point  mo- 
bile se  déplace  en  même  temps  d'un  mouvement  uniforme  sur 
la  génératrice  mobile,  ce  point  décrira  une  hélice.  Si  l'on 
nomme  o>  la  vitesse  angulaire  de  la  génératrice  et  v  la  vitesse 
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relative  du  point  sur  cette  génératrice,  enfin  si  l'on  suppose 
que  le  mobile  parte  de  A  à  l'origine  des  temps,  on  aura 


x=  u)R.f, 


y=  vt; 


donc 


x 


u>R 


Le  point  considéré  décrira  donc   une  hélice    dont  le   pas 
sera 


h  =  1TZ 


tu 


36o.   Théorème.  —  La  tangente 
en  chaque  point  d'une  hélice  tracée     \s 
sur  un  cylindre  de  révolution  fait  un 
angle  constant  avec  la  génératrice  du 
cylindre  qui  passe  par  ce  point. 

Soient  (fig.  256)  M  et  M'  deux 
points  d'une  hélice  de  pas  A,  tracée 
sur  un  cylindre  de  révolution  de 
rayon  R.  Prenons  pour  origine  un  Fi     a56 

point  À  et,  pour  plus  de  simplicité, 

supposons  les  ordonnées  de  M  et  M7  moindres  que  h.  Les 
deux  cordes  MM'  et  PP'  se  coupant  en  Q,  on  a 

MP         M'P' 


PQ  ~~    P'Q 


mais 


donc 


MP 


M'P' 


arcAP 


arc  AP 


/  » 


PQ 


P'Q 


pp/ 


arc  AP 


arc  AP' 


arc  PP' 


et,  par  conséquent, 


PQ  =  arc  AP  X 


pp. 


arc  PP' 
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Si  M' tend  vers  M  en  restant  sur  l'hélice,  P'  tend  vers  P, 

la  droite  PP'  a  pour  limite  la  tangente    en    P  au  cercle 

.  PP' 

de    base  du  cylindre  ;   or,  le  rapport  — — pp-  ayant  pour 

limite  i,  la  longueur  PQ  a  pour  limite  arc  AP  ;  donc,  si 
l'on  prend  sur  la  tangente  en  P  au  cercle  de  base  une 
longueur  PN  =  arc  AP,  le  point  Q  aura  pour  limite  le 
point  N  et,  par  suite,  la  droite  MM7  aura  pour  limite  la 
droite  MN. 

On  a 

MP  _     h 
PN    ~~   arR  * 

puisque  PN  =  arcAP.  Il  en  résulte  que  l'angle  PMN  est 
constant  et  égal  à  l'angle  SAD  de  la  première  figure. 
Nous  appellerons  cet  angle  i  ;  on  a 

xnR  h 

**»=-*-        ou        colg,=!^R" 

Corollaire.  —  La  sous-tangente  PN  est  égale  à  l'abscisse 
curviligne. 

36 1.  Le  point  N  décrit  une  courbe  plane  qu'on  nomme 
développante  du  cercle  de  base  du  cylindre. 

Le  lieu  des  tangentes  à  l'hélice  forme  une  surface  qu'on 
nomme  Xhélicoïde  (ou  hélicoide)  développable . 

Si  de  chaque  point  de  l'hélice  on  mène  une  droite  s  ap- 
puyant sur  l'axe  du  cylindre  et  faisant  avec  l'axe  de  ce  cylindre 
un  angle  constant,  la  surface  engendrée  par  cette  droite  se 
nomme  la  surface  de  la  vis  à  filet  triangulaire.  Si  l'angle  est 
droit,  c'est  la  surface  de  la  vis  à  filet  carré. 

EXERCICES 

i.  Si,  sur  la  surface  d'un  cylindre  de  révolution,  on  trace  deux 
hélices  se  coupant  à  angle  droit,  la  circonférence  de  base  du 
cylindre  est  la  moyenne  géométrique  des  pas  des  deux  hélices. 


HÉLICE  33i 

a.  Prouver  que  deux  hélices  se  coupant  à  angle  droit  sur  un 
cylindre  de  révolution  partagent  sa  surface  en  quadrilatères  égaux. 

3.  Des  extrémités  A,  A'  d'un  diamètre  de  la  base  d'un  cylindre  de 
révolution  partent  deux  hélices  se  coupant  à  angle  droit.  En  sup- 
posant que  le  premier  point  de  rencontre  de  ces  hélices  soit  M, 
trouver  en  fonction  du  pas  h  de  lune  de  ces  hélices  et  du  rayon  r 
du  cylindre,  l'aire  du  triangle  curviligne  AMA'.  Quel  doit  être  le 
pas  h  pour  que  AMA'  soit  maximum  ?  (Géométrie  de  MM.  Rouché 
et  de  Comberoussc,  p.  554-) 


COMPLEMENTS 


CHAPITRE  PREMIER 
DÉPLACEMENT  D'UN  SOLIDE  INDÉFORMABLE 

362.  Définitions.  —  On  appelle  renversement,  une  rotation 
de  180  degrés  d'une  figure  autour  d'un  axe;  inversion  plane,  la 
transformation  d'une  ligure  en  sa  symétrique  par  rapport  à  un 
plan. 


ROTATIONS 

363.  Deux  inversions  planes  successives  relatives  à  deux  plans 
non  parallèles  équivalent  à  une  rotation  autour  de  l'intersection 

de  ces  deux  plans. 

Supposons  fixé  le  sens  positif 
des  rotations  autour  d'un  axe  A 
et  considérons  (fig.  257)  un 
plan  quelconque  Pi  mené  par  A, 
puis    faisons   tourner  Pi    d'un 

e 

angle  —  autour  de  A,  de  sorte 

que  Pi  viendra  en  Pj.  Soient  M 
un  point  quelconqued'une  figure 
F,  M,  son  symétrique  par  rap- 
port à  Pj  et  Mj  le  symétrique  de  Mt  par  rapport  à  Ps.  On  a 


Fig.  a5;. 


donc 


(OM,OMl)=2(OP1,OM1), 
(OM|t  OMi)=z2(OMl,OP1); 

(OM,  OM,)  =  2(OP1,OPî)  =  6, 
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en  supposant  que  OP,  et  OPj  soient  les  traces  des  plans 
Pi,  P,  sur  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  A  mené  par  M. 

Donc,  si  l'on  fait  l'inversion  plane  de  M  par  rapport  à  P,, 
puis  l'inversion  du  point  Mt  obtenu  par  rapport  à  P,,  ou, 
comme  nous  dirons  pour  abréger,  si  l'on  fait  l'inversion  plane 
de  M  successivement  par  rapport  à  Pt  puis  par  rapport  à  P„ 
nous  obtiendrons  le  même  résultat  que  si  nous  faisions  tourner 
de  l'angle  6  le  point  M  et,  par  suite,  la  figure  F  autour  de  A. 

Si  l'on  renversait  l'ordre  des  inversions  planes  successives, 
on  aurait  une  rotation  d'angle  —  6.  Il  suffit  de  remarquer  que, 

3i(P„P1)=i-,(P1,Pl)=-4. 

Le  plan  Pt  ayant  été  mené  arbitrairement  par  l'axe  A,  on 
peut  faire  tourner  arbitrairement  le  dièdre  formé  par  les  deux 
plans  Plf  P,  autour  de  A. 

Cas  particuliers  :  Si  6=  i8o°,  (Pi,  P2)=9o°. 
Si  6  =  —  i8o°,  (Pt,  Pâ)=— 9o°. 

Dans  les  deux  cas,  le  résultat  est  un  renversement  et  l'ordre 
des  inversions  est  alors  indifférent. 

364.  Cela  posé,  par  un  point  quelconque  de  A  menons  un 
plan  P  perpendiculaire  à  l'axe  A,  qui  coupe  PA  suivant  une 
droite  Ai  et  Pâ  suivant  une  droite  A,. 

Renversons  une  figure  F  autour  de  A4;  soit  Vi  la  figure 
obtenue.  Renversons  F,  autour  de  A2.  Nous  dirons  que  nous 
avons  effectué  deux  renversements  successifs  de  F  autour 
de  Ai  et  de  A, .  Soit  F7  la  figure  obtenue  ;  il  s'agit  de  prouver 
que  l'on  peut  obtenir  F'  en  faisant  tourner  F  de  l'angle  0  autour 
de  A.  Le  renversement  de  F  autour  de  Ai  équivaut  à  une  inver- 
sion plane  par  rapport  à  PA  suivie  d'une  inversion  par  rapport 
à  P  et  le  renversement  de  Ft  autour  de  A,  équivaut  à  une 
inversion  par  rapport  à  P  suivie  d'une  inversion  par  rapport 
à  Pt.  En  résumé,  nous  faisons  l'inversion  de  F  par  rapport 
à  Pi,  ce  qui  donne  une  figure  F"  ;  l'inversion  de  F"  par  rap- 
port à  P  donne  la  ligure  F,  ;  l'inversion  de  F,  par  rapport 
à  P  ramène  à  F''  ;  il  ne  reste  plus  qu'à  faire  l'inversion  de  F" 
par  rapport  à  P2.  Donc  on  a  obtenu  F'  après  avoir  fait  en  défi- 
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nitive  l'inversion  de  F  par  rapport  à  Pi  puis  à  P^  c'est-à-dire 
après  avoir  fait  tourner  F  de  0  autour  de  A. 


365.  Il  est  évident  par  ce  qui  précède  qu'on  peut  déplacer  la 
figure  formée  par  les  droites  a1t  A,  d'une  manière  quelconque, 
pourvu  que  leur  point  de  rencontre  reste  sur  Taxe  A,  que  leur 
plan  reste  perpendiculaire  à  cet  axe  et  que  l'angle  (Ai,  AJ  con- 
serve sa  valeur.  En  d'autres  termes,  on  peut  leur  imprimer  le 
mouvement  du  verrou  autour  de  A. 

Pour  plus  de  précision,  en  un  point  quelconque  A  (lig.  a58) 

de  l'axe  de  rotation,  menons  une 
demi-perpendiculaire  ABet  une  demi- 
perpendiculaire   AG   telles    que  AG 

fasse  avec  AB  un  angle  égal  à  —  F 

0  étant  la  grandeur  de  la  rotation.  La 
rotation  G  autour  de  l'axe  est  équiva- 
lente à  deux  renversements  succes- 
sifs autour  des  droites  B,B,  CtC,  que 
l'on  peut  remplacer  par  B/B',  C/C', 
en  supposant  que  l'angle  B'A'G'  ne 
soit  qu'une  nouvelle  position  de  BAC, 
obtenue  en  transportant  le  sommet  A 
en  un  autre  point  Ar  de  l'axe  et  en  faisant  tourner  d'un  angle 
quelconque  le  système  des  deux  droites,  sans  que  leur  plan 
cesse  d'être  perpendiculaire  à  l'axe. 

Ainsi,  une  rotation  autour  d'un  axe  est  définie  par  un  angle 
égal  à  la  moitié  de  la  rotation,  ayant  son  sommet  sur  Taxe  de 
la  rotation  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 


Fi  g.  a58. 


TRANSLATIONS 


3G(i.  Il  est  d'abord  évident  que  toute  translation,  représentée 
en  grandeur  et  direction  par  un  vecteur  donné,  peut  être  obte- 
nue par  deux  inversions  successives  effectuées  par  rapport  à 
deux  plans  Pn  P4  perpendiculaires  à  la  translation  et  dont  la 
distance  soit  égale  à  la  moitié  de  cette  translation  ;  en  d'autres 
termes,  les  plans  P1?  P*  doivent  être  tels  qu'une  translation 
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représentée  par  un  vecteur  équipollent  à  la  moitié  du  premier, 
amène  P4  en  Pa.  Représentons,  en  effet,  les  plans  Pj,  P, 
(fig.  '±5(j)  par  leurs  traces  sur  un  plan  mené  par  le  vecteur  AB 
qui  représente  la  translation.  Les  inversions  successives  d'un 
point  M  de  la  figure  F  produisent  les  translations  successives 
M  .Mu  *M,Mj;  or 


MM1  =  MM,  +  MtMs  =  aCMj  -f-  2M4D  =  a  CD  =  AB. 

3 f > 7 .  Intercalons  une  inversion  par  rapport  à  un  plan  Q  per- 
pendiculaire aux  premiers,  puis  l'inversion  contraire,    ce  qui 


B 


M3 


I 

-4 


fi 

1 

M 

Fig.   2r)Ç). 


Fig.  260. 


ne  produit  aucun  déplacement  ;  nous  pourrons  effectuer  sur  la 
figure  F  successivement  les  inversions  par  rapport  aux  plans 
Pi»  Q»   Q»  ï*i»  c'est-à-dire  les  renversements  successifs  autour 

des  droites  (Plf  Q)  et  (Q,  P,).  

Ce  résultat  peut  d'ailleurs  s'établir  directement;  car  soit  AB 
(fig.  '260)  le  vecteur  représentant  la  translation;  par  A  et  par  G, 
milieu  de  AB,  menons,  dans  un  plan  passant  par  AB,  les 
droites  Dn  D2  perpendiculaires  à  AB  et  soient  M  un  point  quel- 
conque de  la  figure  F,  M|  son  symétrique  par  rapport  à  Di, 
et  Ms  le  symétrique  de  Mj  par  rapport  à  1)^.  On  a  évidemment 


MM,  =  aEjEjiziAB. 


COMPOSITION  DE  DEUX  ROTATIONS  AUTOUR  D  AXES 

CONCOURANTS 


368.  Soient  [fig.  a6i)  AOA,  et  BOB|   les  angles  représen- 
tatifs des  deux  rotations  successives  d'une  figure  F.  La  pre- 
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Fig.  261. 


mièrc  rotation  amène  F  en  F'  et  la  rotation  de  F",  représentée 
par  l'angle  BOB,,  amène  F'  en  F".  Il  s'agit  de  prouver  qu'une 

rotation  unique  peut  amener  F  en  F"  et 
de  trouver  l'angle  représentatif  de  cette 
rotation.  Nous  supposons  les  angles  AOAi 
et  BOB,  dans  des  plans  différents,  car  au- 
trement les  rotations  auraient  lieu  autour 
d'un  même  axe  et  pourraient  évidemment 
être  remplacées  par  une  rotation  unique, 
autour  du  même  axe  et  d'amplitude  égale 
à  la  somme  algébrique  des  amplitudes  des 
deux  rotations  composantes.  Soit  OC  l'intersection  des  plans 
des  deux  angles.  Déterminons,  dans  le  plan  du  premier  angle, 
la  droite  OD  telle  que  (OA,  OAi)  =  (OD,  OC)  et,  dans  le  plan  du 
second  angle,  la  droite  OD,  telle  que  (OC,  OD,)  =  (OB,OB,). 
On  peut  donc  représenter  les  rotations  successives  par  les 
deux  angles  DOC  et  COD„  ce  qui  revient  à  dire  qu'on  doit 
effectuer  quatre  renversements  successifs  autour  de  OD,  de  OC, 
puis  autour  de  OC  et  enfin  de  OD,.  Mais,  deux  renverse- 
ments successifs  autour  d'une  même  droite  se  détruisant,  il  ne 
reste  que  les  renversements  successifs  autour  de  OD  et  de  OD„ 
c'est-à-dire  une  rotation  unique  représentée  par  l'angle  DOD,. 

369.  Représentons  (fig.  262)  les  axes  de  rotation  par  les 
rayons  OP,  OP,  d'une  même 
sphère  et  soit  OC  l'intersection 
des  plans  des  grands  cercles  per- 
pendiculaires à  ces  deux  axes. 
Enfin  soient  DOC,  COD,les  angles 
représentatifs  des  deux  rotations 
successives  ;  la  rotation  résultante 
est  représentée  par  l'angle  DOD, 
ou,  si  l'on  préfère,  par  l'arc  de 
grand  cercle  DD,.  Si  l'on  prend 
les  arcs  13(0  =  00,  et  CD'  =  DC, 
la  résultante  des  rotations  DJOC, 
COD'  est  représentée  par  l'arc  D[\)r,  symétrique  du  premier 
par  rapport  à  OC.  On  voit  ainsi  que,  si  l'on  renverse  Tordre 


Fig.  26a. 


y 
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des   routions  composantes,  la  rotation  résultante    est  chan- 
gée. 

Remarque.  —  Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  grandeurs  des 
rotations  sont  les  doubles  des  angles  représentatifs. 


DEPLACEMENT   D  UN    SOLIDE    INDEFORMABLE   AUTOUR 

d'un   POINT   FIXE 

■ 

3^0.  Si  une  figure  indéformable  F,  ayant  un  point  lixe  O, 
se  déplace  et  vient  occuper  une  nouvelle  position  F',  on  peut 
considérer  deux  positions  successives  M,  Mt  d'un  même  point. 
Une  première  rotation  représentée  par  la  moitié  de  l'angle 
MOM1?  amènera  le  point  M  en  Mi  et  la  figure  F  prendra  une 
position  Fx  ;  il  n'y  aura  plus  qu'à  la  faire  tourner  d'un  angle 
convenable  autour  de  l'axe  OMj,  pour  lui  faire  prendre  sa  posi- 
tion définitive  F'.  Or  les  deux  rotations  successives  effectuées 
peuvent  être  remplacées  par  une  seule  ;  donc 

Tout  déplacement  d'un  solide  indéformable  autour  d'un  point 
fixe  équivaut  à  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point. 


DEPLACEMENT   QUELCONQUE    D  UN    SOLIDE    INDEFORMABLE 

371.  On  peut  démontrer  tout  d'abord  que  tout  déplacement 
se  ramène  à  deux  rotations  successives,  et  cela  d'une  infinité 
de  manières. 

En  effet,  on  peut  d'abord,  par  une  translation,  amener  un 
point  M  de  la  figure  à  sa  nouvelle  position  Mi  ;  la  translation 
est  représentée  par  le  vecteur  MM&;  il  ne  reste  plus  qu'à  faire 
une  rotation  convenable  autour  d'un  axe  MtX  passant  par  M|. 
Or  la  translation  équivaut  à  deux  inversions  successives  par 
rapport  à  deux  plans  P4,  P4  perpendiculaires  à  MMt  et  la  rota- 
tion équivaut  à  deux  inversions  successives  par  rapport  à  deux 
plans  P3,  P4  menés  par  l'axe  de  la  rotation.  On  a  donc  à  effec- 
tuer quatre  inversions  successives  par  rapport  aux  plans 
P1?  Pf,  P3,  P4  :  ce  qui  donne  successivement  les  figures  F',  F'\ 

G.  etN.   Géométrie  élém.  22 
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F'",  F,;  F  étant  la  figure  donnée  et  Ft  ce  qu'elle  devient.  Or 
quand  on  est  parvenu  à  F',  on  obtient  F'"  en  faisant  deux 
inversions  successives  par  rapport  à  Pt  et  P3.  Le  dièdre 
(P3,  P4)  pouvant  tourner  autour  de  l'axe  M,X,  on  peut  toujours 
supposer  que  Ps  et  P3  ne  soient  pas  parallèles,  et  Ton  peut 
faire  tourner  le  dièdre  (Pr  P3)  autour  de  son  arête;  et  l'on 
obtiendra  toujours  la  même  figure  F''7,  à  laquelle  il  restera  à 
faire  subir  une  inversion  par  rapport  au  plan  P4.  Nous  avons 
donc,  en  défini tive,  quatre  inversions  par  rapport  à  des  plans 
Pi,  Pj',  P3',  P4,  les  deux  plans  P,,  P4'  n'étant  plus  parallèles. 
Dans  ce  cas,  les  deux  premières  inversions  définissent  une 
rotation  de  même  que  les  deux  dernières,  ce  qui  démontre  la 
proposition. 

3^2.  Soient  A4,  A2  les  axes  de  ces  deux  rotations  successives 
et  A  la  perpendiculaire  commune  à  Ax  et  A,.  On  peut  remplacer 
la  rotation  autour  de  \  par  deux  renversements  successifs 
autour  de  deux  droites  normales  à  AÂ  au  même  point  et  l'on 
peut  évidemment  supposer  que  la  seconde  de  ces  deux  droites 
soit  précisément  A;  soit  A'  la  première.  De  même  nous  pour- 
rons remplacer  la  rotation  autour  de  A2  par  deux  renverse- 
ments successifs  autour  de  A  et  a".  On  a  donc  à  faire  les  ren- 
versements successifs  de  la  figure  autour  de  A',  a,  A,  A",  ou 
plus  simplement  autour  de  A'  et  A",  car  deux  renversements 
consécutifs  autour  d'une  même  droite  se  détruisent. 

Nous  obtenons  ainsi  ce  théorème  : 

Tout  déplacement  d'un  corps  solide  indéformable  se  ramène 
à  deux  renversements  successifs  autour  de  deux  droites. 


DEPLACEMENT    HELICOÏDAL 

3^3.  Considérons  (fig.  a6'J)  une  hélice  (H)  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution  (C),  puis  imaginons  un  second  cylin- 
dre (C)  coïncidant  avec  le  premier.  La  trace  de  l'hélice  (H) 
sur  le  cylindre  (C)  est  une  hélice  (H')  identique  à  la  première. 
Si  nous  faisons  tourner  le  cylindre  (G')  autour  de  l'axe  commun 
aux  deux  cylindres,  l'hélice  (FF)  viendra  prendre   une  posi- 
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tion  (H") ;  un  point  M  sera  venu  en  un  certain  point  P  et  lare 
de  parallèle  MP  mesure  la  rotation  ;  suppo- 
sons que  cet  arc  ait  été  décrit  dans  le  sens 
des  abscisses  curvilignes  croissantes,  alors 
si,  sur  la  génératrice  passant  par  P,  on 
prend,  dans  le  sens  des  ordonnées  crois- 
santes, une  longueur 


PN  =  arcMPx 


airR  ' 


li  étant  le  pas  de  l'hélice  et  R  le  rayon  du 
cylindre,  N  sera  un  point  de  l'hélice  (H). 
On  en  déduit  que,  si,  après  avoir  fait  tour- 
ner le  cylindre  (C)  d'un  angle  mesuré  par 
l'arc  MP  sur  un  parallèle,  on  lui  fait  subir  une  translation 
égale  à 


Fig.  a63. 


arc  MP  X 


airR  ' 


tous  les  points  de  (H")  viendront  se  placer  sur  l'hélice  (H).  On 
voit  ainsi  que  l'hélice  ordinaire  jouit  de  la  propriété  que  Ton 
peut  déplacer  tous  ses  points  sans  qu'ils  cessent  d'appartenir 
à  la  courbe. 

Si  l'on  fait  tourner  un  cylindre  autour  de  son  axe,  puis 
qu'on  lui  imprime  une  translation  parallèle  à  l'axe,  on  pourra 
passer  de  la  position  initiale  de  chacun  de  ses  points  à  leur 
position  finale,  en  faisant  décrire  à  tous  les  points  des  arcs 
d'hélice  égaux.  Ainsi  M  venant  en  N  et  M'  en  N',  après  le 
double  mouvement  de  rotation  et  de  translation  du  cylin- 
dre, on  peut  tracer  deux  arcs  égaux  d'hélice  MN,  M'N'  ayant 
leurs  extrémités,  le  premier  en  M  et  N,  le  second  en  M'  et  N'. 

3^4-  Cela  posé,  nous  allons  prouver  que  tout  déplacement 
d'un  solide  indéformable  peut  être  ramené  à  une  rotation  et  à 
une  translation  faite  parallèlement  à  taxe  de  la  rotation,  c'est- 
à-dire  à  un  mouvement  hélicoïdal. 

En  effet,  nous  venons  de  prouver  que  tout  déplacement 
d'un  solide  indéformable  peut  être  ramené  à  deux  renverse- 
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'^m; 


ment»  successifs  autour  de  deux  droites  A',  A".  Menons  pair  A' 
un  plan  P'  parallèle  à  A"  et  un  plan  Pt'  perpendiculaire  au 
premier  ;  puis,  par  A"  un  plan  P"  parallèle  à  A'  et  un  plan  P/' 
perpendiculaire' à  P".  Les  deux  plans  P'  et  P"  9ont  parallèles. 
Les  deux  renversements  successifs  autour  de  A'  et  de  A"  revien- 
nent à  quatre  inversions  successives  autour  de  P/,  P't  P'\  Pt". 

Les  inversions  consécuti- 
m,  /    \p"  ves  par  rapport  aux  deux 

plans  parallèles  P',  P" 
peuvent  être  remplacées 
par  une  translation  per- 
pendiculaire à  ces  plans 
et,  par  suite,  parallèle  à  la 
plus  courte  distance  A"' 
des  droites  A',  A".  Nous 
avons  donc  (ûg.  2G4)  à. 
Fig.  264.  exécuter  : 

i°  une  inversion  par  rapport  au  plan   P'j, 

20  une  translation  parallèle  à  A'", 

J°  une  inversion  par  rapport  au  plan  P/'. 

Mais  A'"  est  l'intersection  des  plans  P/  et  P,"  ;  soit  M  un  point 
de  la  figure  F,  M'  son  sj-métrique  par  rapport  au  plan  P/  et 
M'Mi  le  vecteur  parallèle  à  Aw  qui  représente  la  translation  ; 
si  l'on  prend  MM2  équipollent  à  M'Mi,  Mt  sera  le  symétrique 
de  Mâ  par  rapport  au  plan  P/.  Donc  on  peut  effectuer  : 

i°  la  translation  parallèle  à  A'", 

'2°  l'inversion  par  rapport  à  P/, 

3°  l'inversion  par  rapport  à  Pi". 

Or  ces  deux  inversions  consécutives  équivalent  à  une  rota- 
tion autour  de  A7'.  La  proposition  est  donc  établie. 


REPRESENTATION    ET    COMPOSITION    DES    MOUVEMENTS 

HÉLICOÏDAUX 

3  7  j.  Prenons  sur  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  considéré 
un  point  quelconque  A  (fig.  a65j  et  élevons  la  demi-perpen- 
diculaire AB;  puis   faisons  tourner  AB   autour  de  l'axe  de 
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l'angle  — ,  0  étant  l'amplitude  de  la  rotation,  AB  viendra  en- 
AB'  ;  enfin  prenons  AA'  =  —  ,  //  étant  la  mesure  algébrique 

de  la  translation  et  menons  A'C  parallèle  à  AB'  et  de  même 
sens.  Le  déplacement  considéré  équivaut  à  deux  renversements 
successifs  autour  des  deux  droites  AB,  A'C  ;  cela  résuite  de 
ce  qui  précède.  D'ailleurs  on  peut  effectuer  sur  ce  système  le 
mouvement  de  verrou  défini  plus  haut. 

La  vérification  directe  est  très  simple.  Soit  M  un  point 
quelconque;  les  renversements  successifs  par  rapport  à  AB 
et  AB'  équivalent  à  une  rotation  0;  mais,  si  M' est  le  symé- 
trique de  M  par  rapport  à  AB  et  M''  le  symétrique  de  M'  par 
rapport  à  AB',  on  aura  le  symétrique  M,  de  M'  par  rapport 
à  A'C  en  appliquant  à  M"  une  translation  />. 


Ig.   a(»:i. 


Fi  g.  266. 


376.  Il  est  très  facile,  dès  lors,  de  composer  deux  déplace- 
ments successifs  d'un  même  solide  indéformable.  Soient,  en 
effet,  Dj,  D/  (fig.  266)  les  droites  qui  représentent  le  premier 
mouvement;  Dâ,  D,'  celles  qui  représentent  le  second  et  soit  D 
la  perpendiculaire  commune  aux  deux  axes  des  déplace- 
ments. On  peut  remplacer  le  système  D,,  D,'  par  le  système  A,, 
D  et  le  système  1)^,  Ds'  par  le  système  D,  Af;  AÂ  étant  perpen- 
diculaire au  premier  axe  et  A4  au  second  et,  de  plus, 

(A|iD)  =  (DlfD'1)f 
(D,AJ)  =  (DÏ,D'2). 


On  a   donc  à  faire  quatre  renversements  successifs  autour 
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de  A,,  D,  I),  Aj.  Les  deux  renversements  consécutifs  autour 
de  la  même  droite  D  se  détruisant,  il  ne  reste  plus  que  les 
renversements  consécutifs  autour  de  Ax  et  de  Aj,  qui  repré- 
sentent le  mouvement  hélicoïdal  résultant. 

Remarque.  —  Soient  F  la  figure  donnée,  F'  ce  qu'elle 
devient  après  le  premier  déplacement,  F"  après  le  second.  On 
voit  que  l'on  passe  de  F  à  F'  par  des  renversements  successifs 
autour  de  Ap  puis  de  I),  et  de  F'  à  F"  par  les  renversements 
autour  de  D,  puis  de  A4.  Soit  F,  la  symétrique  de  F  par  rap- 
port à  Ax  ;  la  symétrique  de  F!  par  rapport  à  D  est  F'  et  la 
symétrique  de  Ft  par  rapport  à  Af  est  F". 

On  a  ainsi  ce  théorème  qui  est  la  généralisation  d'un  théo- 
rème de  1).  Stephanos  relatif  aux  figures  planes  : 

Trois  figures  égales  situées  d'une  manière  quelconque  coïnci- 
dent avec  les  symétriques  d'une  même  figure  prises  respecti- 
vement par  rapporta  trois  droites  (*). 

La  théorie  des  renversements  et  des  inversions  planes  est 
due  à  MM.  P.  Morin,  G.  Darboux  et  Burnside.  Ce  chapitre  a 
été  rédigé  à  laide  d'une  note  de  M.  G.  Darboux  dans  le  Traité 
de  cinématique  de  M.  G.  Kœnigs,  Paris,  Hermann,  1897. 

EXERCICES 

1.  Composition  d'une  translation  et  d'une  rotation  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  à  la  translation. 

2.  Soient  F  et  F'  deux  figures  homothetiques  ;  une  rotation  amène 
F'  en  F".  Trouver  le  point  double  des  deux  figures  F  et  F"  [G.  P. 

'79!- 
Même  question,  en  remplaçant  la  rotation  par  un  déplacement 

quelconque  ;  point  double  de  deux  figures  semblables. 


(")  Voir  Halphen.  Nouvelles  annales,  188a  (Sur  la  théorie  des  déplace- 
ments). 
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CHAPITRE   II 

DIVISIONS  HOMOGRAPHIQUES 
FAISCEAUX   HOMOGRAPHIQUES.    -  INVOLUTION 


377.  Définition. —  On  dit  que  deux  droites  A,  A'  sont  divisées 
homographiquement  si  l'on  fait  correspondre  à  chaque  point 
de  Tune  un  point  de  l'autre  et  un  seul,  de  façon  que  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  points  quelconques  a,  b,  c,  d  de  la 
première  droite  soit  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  correspondants  a',  b1 ',  à ',  df  de  la  seconde,   c'est-à-dire 

(abcd)  =  [a'b'c'd'). 

3^8.  Théorème,  —  On  peut  toujours  diviser  deux  droites 
homographiquement  de  façon  que  trois  points  donnés  sur  l'une 
des  droites  correspondent  à  trois  points  donnés  sur  l'autre,  et 
cela  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

En  effet  soient  a,  b,  c,  m  (fig.  2O7)  quatre  points  de  A  ;  fai- 
sons passer  par  a  une  droite 
quelconque  A"  et  appliquons 
sur  cette  droite  la  droite  a' 
de  façon  que  a'  coïncide 
avec  a  ;  les  points  b\  d  pren- 
dront des  positions  détermi- 
nées b",  c".  Soit  S  le  point  de 
concours  des  droites  bb,fy 
ce"  et  traçons  la  droite  wS, 
qui  rencontre  A"  en  m".  On 
a 

(tf'W'm")  =  (abcm).  Fig.  af.7. 

A  chaque  point  ///  de  A  on  fera  ainsi  correspondre  un  point 
m"  de  A";  il  n'y  a  plus  qu'à  transporter  a"  sur  a',  en  faisant 
coïncider  a",  b",  c"  avec  a',  bf,  d  respectivement;  mn  viendra 
en  mr.  Le  point  m'  correspond  à  m. 
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D'ailleurs  il  ne  peut  y  avoir  qu  une  solution;  car,  si  /«i  cor- 
respond à  /«,  on  doit  avoir 

(a'b'c'mj  =  (abcrn)  =  (a'b'c'm)  ; 

donc  Wj  se  confond  avec  m'. 

On  voit  ainsi  que  l'homographie  de  deux  droites  est  déter- 
minée quand  on  donne  trois  couples  (a,  a'),  (b,  b'),  (c,  d)  de 
deux  points  correspondants  des  deux  droites. 

379.  Deux  droites  sont  partagées  honw  graphiquement  part  en- 
semble des  droites  issues  d'un  même  point  de  leur  plan;  car,  si 
a,   £,  c,  d  (fig.  268)  sont  quatre  points  sur  une  droite  et  <z',  b\ 
c',  d!  les  points  où  les  droites  Sa,  Sb,  Se,  Sd  rencontrent  une 
seconde  droite,  on  a 

(abcd)  =  [a'b'c'd). 
Le  point  de  rencontre   des  deux  droites  se  correspond  à 


Fig.  268. 


Fig.  ati<). 


lui-même;  c'est  un  point  commun  aux  deux  divisions  homo- 
graphiques. 

Réciproquement,  si  deux  divisions  homographiques  portées  par 
deux  droites  différentes  ont  un  point  commun,  les  droites  joignant 
frs  points  correspondants  des  deux  divisions  sont  concourantes. 

Cette  proposition  importante  résulte  de  ce  qui  précède  ;  si 
af  coïncide  avec  a  (fig.  269),  soit  S  le  point  de  concours  de  bb\ 
ce'  et  soit  ô  le  point  où  Sd  rencontre  1'  ;  on  a 

(abcd)  =  (a'b'c'd') 
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et  aussi 

(abcd)  =  (a'b'c'Z). 

Donc  ô  coïncide  avec  df;  en  d'autres  termes,  dd!  passe  par  S. 

3 80.  Deux  divisions  home graphiques  à  une  troisième  sont  ho- 
mographiques  entre  elles. 

Car  si  a,   b,   ...   sont  des  points  de  A;  a',  £',.••  des  points 
de  A';    a",  £",...  des  points  de  A"  et  si  Ton  a  en  même  temps 

{abcd)  =  (a'b'c'd'), 
(abcd)  =  (a"b"c"d")\ 

on  en  déduit 

(a'b'c'd')z=(a"b"c"d"); 

ce  qui  prouve  que  A'  et  A7'  sont  divisées  homographiquement. 

38 1.  Expression  algébrique  de  l'homographie. 

Nous    avons   déjà    vu    que    l'homographie    s'exprime  par 
l'équation 

(abcm)  =  (a'b'c'm'), 

c'est-à-dire 

ma        ca  m'a'        c'a' 


'u 


mb    '    cb  m' h'         ch 

Supposons  qu'au  point  à  l'infini  sur  chaque  droite  corres- 
ponde un  point  à  distance  finie  sur  l'autre  et  appelons  J  le  point 
à  l'infini  sur  A,  I;  le  point  à  l'infini  sur  A',  et  soient  J'  et  I  les 
points  qui  leur  correspondent  ;  on  aura 

(alJro)  =  («TJW), 

ou,  en  remarquant  que  t 

ia  m'V 


Jl  '         JT 

puisque  J  et   V  sont  à  l'infini,   l'équation  d'homographie  se 

réduit  à 

a  m  a' m' 


Ini  <i'J 


tu    1 
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OU 

al  +  hn         fl'J'+JV 


lut  aT 

d'où,  en  simplifiant, 

Im.J'iit,=  Ia.JV. 

Donc,  si  Ton  prend  sur  A  le  point  I  pour  origine  et  que  Ton 
pose  I//*=.r,  et,  de  même,  J'  étant  pris  pour  origine  sur  A',  en 
posant  JW=x',  l'équation  d'homographie  se  réduit  à 

xx*  =  X-, 

k  désignant  une  constante. 

Réciproquement,  si  cette  relation  a  lieu  entre  les  abscisses 
de  deux  points  correspondants,  les  deux  droites  sont  divisées 
homographiquement  et,  sur  chaque  droite,  l'origine  corres- 
pond au  point  à  l'infini  sur  l'autre  droite. 

En  effet,  soient  .r,,  xf,  .r3,  jt4  les  abscisses  des  quatre  points 
a,  £,  c,  d  sur  A;  on  trouve  immédiatement 


(abcd)  =  -2 


JC*i  •%  |  *~A   ~^^         f 


JTjl  J*j  X^  Xj 


Or  le   second  membre  ne  change  pas  quand  on  y  remplace 

A       A       k       k 
xl7  xt,  .rs,  x4  respectivement  par  — ,  —  ,  —  ,  —  ,  qui  sont, 

sur  A',  les  abscisses  des  points  a',  b'f  à ',  d';  donc 

(a'b'c'd')  =  (abcd). 

38a.  Si  Ton  prend,  sur  A  et  sur  A',  pour  origines  des  points 
quelconques,  ce  qui  revient  à  remplacer  x  par  x-\-/i,  et  xf 
par  x'  +  h',  l'équation  qui  exprime  l'homographie  devient 

xx>  +  hx'  •+-  h'x  +  M'  —  k  =  o, 

c'est-à-dire  une  équation  de  la  forme 

Axx'  +  Bx  +  Cx'  +  D  =  o. 

Réciproquement,   toute  équation  de  cette    forme,    pourvu 
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qu'on  suppose  A=^o,  exprime  que  les  points  d'abscisses  x,  x*, 
sur  A  et  A'  respectivement,  se  correspondent  homographi- 
quement. 

En  effet,  puisqu'on  suppose  A =7^0,   l'équation  précédente 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

xx'  +  h'x  +  hx'+hh,—  k=:o 

en  posant 

—-—h',       "X  =  Ai       k  =  hh'  —  —  ; 

on  a  donc 

(x  +  h)  {x'  +  h')  —  k 

et,  par  suite, 


XX'  =  k 


f 


en  posant  a?  +  /*  =  X,  x'  +  h'—X'.  L'équation  précédente 
exprime  l'homographie  des  deux  points  variables  X,  X', 
comme  nous  l'avons  vu  plus  haut. 

383.  Il  nous  reste  à  examiner  un  cas  particulier  :  celui  où  les 
points  à  l'infini  se  correspondent  sur  les  deux  droites  A,  A'. 
Supposons  que  c  et  d  soient  à  l'infini,  alors,  en  remarquant 
que 


ca                 c'a' 
TU  —  1'       c'b'  ~ 

on  voit  que  l'égalité 

(abcm)  =  (a'h'c'nï) 

se  réduit  à 

am           ah 

a'nï  ~~  a'b'  ' 

donc  les  segments  am,  a'mf  sont  proportionnels.  On  dit  alors 
que  les  deux  divisions  sont  semblables.  En  posant  am=zx, 
fl'm'=i/,  la  relation  entre  x  et  x1  est  alors 

x  z=  kx'. 
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Par  suite,  en  prenant  pour  origines  deux  points  quelconques 
sur  A  et  sur  A',  on  aura  une  relation  de  la  forme 

Bx  +  Cr'  +  I)  =  o. 

Réciproquement,  si  on  a  une  relation  de  cette  forme,  en  posant 
par  exemple 

Or'  +  D=CX', 


c'est-à-dire 


,+#=*■. 


elle  devient 


x  =  XX'. 


On  voit  donc  que  la  relation  la  plus  générale  de  l'homo- 
graphie est  l'équation 

(i)  kxx'  +  Bx  +  Cr'  +  D  =  o 

et  que  À  =  o  exprime  que  les  deux  divisions  sont  semblables 
(ou  égales). 

L'équation  précédente  est  du  premier  degré  par  rapport  à 
chacune  des  lettres  x  et  xf .  Elle  exprime  qu'à  chaque  valeur 
de  x  correspond  une  seule  valeur  de  2/,  et  réciproquement.  En 
pratique,  c'est  sous  cette  forme  que  se  présente  l'homogra- 
phie. Mais  il  convient  de  remarquer  que  la  relation  entre  les 
abscisses  #,  x1  doit  être  avant  tout  algébrique. 

384.  On  peut  mettre  en  évidence  dans  l'équation  (1),  les 
points  I  et  J'. 

Prenons  pour  origine  des  abscisses  le  point  a  sur  A  et  le 
point  b'  sur  A';  de  sorte  que  aw=a?,  b'm'  —  x1.  L'équation  doit 
être  vérifiée  quand  x  est  infini  et  que  jc*  •=■&&,  et  aussi  quand  x' 
est  infini  et  x=a\f  et  enfin  quand  x  =  0,  x'=zb'a'\  en  exprimant 
ces  conditions,    on   obtient 

k.b'Y  +  B  =o, 
A.<?I  -j-  C  =1  o, 
C.b'a'  +D=o; 
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en  tenant  compte  de  ces  relations,  on  a  donc 

am.b'm'  —  b'J'.am  —  al.b'm'  4-  al.b'a'  =  o. 

Si  l'on  prend  a'  pour  origine  sur  A',  on  aura  D=ro,  car 
l'équation  devra  être  vérifiée  pour  x  =  o,  xf  =  o.  On  a,  dans  ce 

CAS) 

am.a'm!  —  a'J'.am  —  aX.a'm1  ==  o. 

On  peut  déterminer  m  de  façon  que  am=zafm';  il  suffit  de 
poser 

am  =  al  +  fl'J'- 

On  peut  encore  trouver  un  point  M,  tel  que  oM  =  —  a'M';  il 
suffit  de  poser 

aM  =  «I—  a'V. 

Donc,  dans  deux  divisions  homo  graphiques,  on  peut  toujours, 
en  partant  d'un  point  quelconque  sur  l'une  des  droites,  déter- 
miner deux  segments  am,  aM  dont  l'un  soit  égal  au  segment  cor- 
respondant a'mf  et  l'autre  égal  au  segment  qui  lui  correspond, 
changé  de  signe,  de  sorte  que 

am=z  a' m',     aM  = —  «'M'. 


DIVISIONS    HOMOGRAPHIQUES    SUR    UNE     MEME    DROITE. 

POINTS    DOUBLES 

î8j.  Pour  obtenir  deux  divisions  homographiques  portées  par 
la  même  droite  A,  on  peut  diviser  hoinographiquement  la  droite 
A  et  une  seconde  droite  A'  quelconque,  puis  faire  coïncider 
A'  avec  A.  Soient  m,  m'  deux  points  correspondants  ;  on  peut 
supposer  les  points  m,  m' rapportés  à  une  même  origine  a,  par 
exemple  ;  il  y  aura  toujours  entre  les  abscisses  am  et  am'  une 
relation  du  premier  degré  par  rapport  à  chacune  de  ces  abs- 
cisses, c'est-à-dire  une  relation  de  la  forme 

(i)  A.am.am'  +  B.am  -|-  C,am'  +  D  =  o. 

Nous   nous   proposons   de  chercher  s'il  existe   des  points 
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doubles,  c'est-à-dire  des  points  confondus  avec  leurs  corres- 
pondants. Pour  que  m  et  mf  se  confondent  en  un  seul  point,  il 
faut  et  il  suffît  que  am  vérifie  l'équation 

(a)  A.«m'+  (B  +  C)  am  +  D  =  o. 

La  condition  est  évidemment  nécessaire  ;  si  elle  est  remplie, 
en  appelant  am  une  solution  de  l'équation  précédente  et  mf  le 
point  correspondant  au  point  m,  les  deux  équations  (i)  et  (a) 
sont  vérifiées  ;  elles  donnent 

A. a  m   +  C.am  =  k.am.am'  -f-  C.am', 
ou 

(am —  am')  [A.  a  m  -f-  C]  =z  o. 

Or,  on  ne  peut  supposer 

(3)  A.am+C  =  o; 

car,  en  portant  dans  l'équation  (a),  on  en  déduirait 

(4)  B.am  +  D  =  o. 

Mais  si  Ton  appelle,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  I  le  point  à 
distance  finie  de  la  première  division,  qui  correspond  à  l'infini 
dans  la  seconde,  on  a  précisément 

A.al  +  C  =  o. 

D'autre  part,  si  a/;i/  =  o9  on  a 

B.am  -f-  D  =  o. 

Il  est  donc  inadmissible  que  le  même  point  m  corresponde 
à  l'infini  et  au  point  a,  que  nous  devons  toujours  prendre  à 
distance  finie.  D'ailleurs,  pour  que  am  vérifie  les  équations  (3) 
et  (4),  il  faudrait  supposer 

AD  =  BC  ; 

d'où,  en  posant  B=),A,   on  tirerait  D  =  ).G,  et  alors  l'équa- 
tion (1)  deviendrait 

k.am.am'  -+-  AA.am  +  C.am'  +  ÀC  =  o, 
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ou 

(k.am  -f-  C)  (am'  +  À)  =z  o ; 

elle  donnerait  donc 

am  = r- ,     ou     am  ~r  —  /, 

A 

et,  par  suite,  on  n'aurait  pas  affaire  à  deux  divisions,  puisque  m 
ou  m'  serait  fixe. 

386.  Nous  avons  donc  à  résoudre  l'équation  (a),  qui  est  du 
second  degré  et,  par  suite,  a  deux  racines  qui  peuvent  être 
réelles  et  inégales,  confondues  ou  imaginaires.  Quand  ces  ra- 
cines sont  imaginaires,  nous  dirons  aussi  que  les  points  doubles 


*  a 


sont  imaginaires. 

Donc  deux  divisions  homographiques  ont  toujours  deux 
points  doubles  qui  peuvent  être  réels  ou  imaginaires,  distincts 
ou  confondus. 

Nous  pouvons  écrire  autrement  l'équation  (a).  Nous  avons 
déjà  remarqué  que  le  segment  ai  est  défini  par  l'équation 

A.<il  +C  =  o. 

De  même,  J'  étant  le  point  de  la  seconde  division  qui  corres- 
pond au  point  à  l'infini  de  la  première,  ai'  est  défini  par 
l'équation 

A.flJ'  +  B  =  o; 

enfin,   si   a'  est  le  point  qui  correspond  à  a,  de  sorte  que,  si 
a/wzzo,  on  ait  am'-=.aa',  on  a 

C.aa'  +  D  =  o. 

Donc  enfin 

B  =  —  A.«J\         C  =  —  A.«I,         D  =  A.««.aI. 

L'équation  (a)  peut  donc  s'écrire 

a/«!  —  (al  +  «J')  am  +  al.aa'=zo. 
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Soit  (fîg.  270)  0  le  milieu  du  segment  IJ';  on  a 

«I  +  flJ'  =  aaO. 
En   outre,  l'origine  a    était  arbitraire  jusqu'ici;   prenons   le 


Fîg.  270. 

point  O  pour  origine,   de  sorte   que  aO  =  o,  aI  =  OI  = — OJ'; 
l'équation  (2)  prend  la  forme  simple 

Ô^2  —  OJ'.OO'  =  o, 

O7  étant  le  point  qui  correspond  au  point  O. 

Les  points  doubles  ne  seront  donc  réels  que  si  OJ'  et  00 
sont  de  même  sens.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi;  traçons  un 
cercle  passant  par  J'  et  O'  et  menons-lui  une  tangente  OT  ;  le 
cercle  de  centre  0  et  de  rayon  OT  coupe  la  droite  A  en  deux 
points  e,  f,  qui  sont  les  points  doubles  cherchés. 

387.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  A=o.  Tout  ce  que 
nous  avons  dit  en  supposant  les  divisions  portées  par  deux 
droites  distinctes  est  encore  vrai  quand  elles  sont  tracées  sur 
une  seule  droite.  La  relation  d'homographie  se  réduit  alors  à 

a  m  ah 


a'm'   ~~    a'V  ' 

on  a  supposé  que,  si  c  est  à  l'infini,  son  correspondant  d  est 
aussi  à  l'infini,  ce  qui  d'ailleurs  se  vérifie  sur  l'équation  pré- 
cédente. On  voit  qu'il  y  a  déjà  un  point  double  à  l'infini  ; 
cherchons  s'il  peut  y  avoir  un  point  double  e  à  distance  finie. 
Il  faut  pour  cela  poser 

ae    ah 
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Cette  équation  détermine  le  point  e  ;  mais  on  peut  la  mettre 
sous  une  forme  plus  commode  en  écrivant 


ae 

'  —  ' 

ab 
a'b' 

"  — 

ae  - 

-ab 

— 

eb 
eb' 

• 

a'e 

a'e- 

-a'b' 

ea, 

.eh' 

=  eb. 

,ea'. 

d'où 


Le  point  e  est  donc  à  l'intersection  de  la  droite  A  et  de  Taxe 
radical  des  cercles  ayant  pour  cordes  ab1  et  baf. 

Il  peut  arriver  que  ab  =  afb';  dans  ce  cas,  ac  =  afe,  le  point  e 
est  rejeté  à  l'infini. 

Si  ab=  —  a'b \  on  a  ae= —  a'e,  et  le  point  e  est  le  milieu 
de  aa'. 

En  résumé,  il  y  a  au  plus  deux  points  doubles  ;  mais  l'un 
d'eux  et  même  tous  les  deux  peuvent  être  rejetés  à  l'infini. 

FAISCEAUX    HOMOGRAPHIQUES 

388.  On  appelle  faisceau  de  droites  tout  système  de  droites 
issues  d'un  même  point,  qu'on  nomme  le  centre  du  faisceau. 
Les  droites  du  faisceau  s'appellent  les  rayons  de  ce  faisceau. 

On  dit  que  deux  faisceaux  de  même  centre  ou  de  centres  dif- 
férents sont  homo  graphiques,  quand  à  tout  rayon  de  l'un  des  fais- 
ceaux correspond  un  rayon  et  un  seul  dans  l'autre,  et  que  le 
rapport  anharmonique  de  quatre  rayons  quelconques  de  l'un 
des  faisceaux  est  toujours  égal  au  rapport  anharmonique  des 
rayons  correspondants  de  l'autre  faisceau. 

De  là  résulte  immédiatement  que  : 

Deux  faisceaux  dont  les  rayons  correspondants  se  coupent 
sur  une  même  droite,  sont  homographiqu.es . 

Deux  faisceaux  tels  que  l'angle  de  deux  rayons  quelconques 
du  premier  soit  toujours  égal  à  V  angle  des  rayons  correspon- 
dants du  second,  sont  homo graphiques. 

Deux  faisceaux  homo  graphiques  d'un  troisième  faisceau  sont 
eux-mêmes  homo  graphiques. 

389.  Expression  algébrique  de  V homographie  de  deux  fais- 
ceaux. 

G.  et  X.  Géométrie  élém.  2 3 
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Soient  (fîg.   a7i)  oA,  oB,  oC,  ol)  et  <M',  oW,  o'C,  o>D' 
quatre  couples  de  rayons  conjugués  de  deux  faisceaux  homo- 


Fig.  371. 

graphiques  ;  coupons-les  par  une  sécante  quelconque  ;  les  points 
d'intersection  obtenus,  a,  b,c,  d;  a! ,  bf ,  c',  </',  sont  quatre  cou- 
ples de  points  conjugués  homographiquement.  On  a 

(abcd)  =  (a'b'c'd'). 

Abaissons  de  c  et  d  les  perpendiculaires  cp,  cq,  dr,  ds,  sur 

o\,  oh  et  de  même  de  c'  et  d'  les  perpendiculaires  dp',  cfqf, 

cVr',  dis',  sur  o!\',  o'B';  on  a 

ca         da    ca         cb    cp 


cq 


ou  en  lin 


et,  de  même 


Donc 


cb 

db           da 

"     db  ~~    dr 

ds  ' 

(abcd)  = 

cp         dr 
cq         ds 

(a'bYd')  = 

c'p'    m     dr' 
c'q     '     i/V 

cp         c'p' 

dr         d'r' 

cq         cfqf  ds         d's' 

On  peut  supposer  les  droites  o\,  oB,  ol)  et  leurs  conju- 
guées o'\',  o'W,  o'\y  fixes  ;  alors,  pour  exprimer  que  oC 
et  o'C'  sont  des  rayons  conjugués,  il  suffira  de  poser 

cp_ .    c'p'    __ 

cq  c  q 
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\  étant  une  constante.  Mais  si  Ion  prend  un  point  quelconque  m 


mu 

m\> 


de  m  à  oA  et  oB  est 


sur  oC,  le  rapport  des  distances 

cp 
égal   à  — -  ;  et,  de  même,  si  l'on  prend  un  point  quelconque  m' 


.»..» 


.'v 


m  u  eu 

sur  o'C    le   rapport  — rr  est  égal  à  -fr  ;  donc  la  relation 

1  *■            m  v  °             cq 
homographique  peut  s'écrire 


mu 
mv 


m'u' 

jïiV 


390.  Théorème.  —  Quand  deux  faisceaux  homo graphiques 
de  sommets  différents  ont  un  rayon  commun,  les  intersections  des 
rayons  correspondants  sont  en  ligne  droite. 

Soient  (lig.  272)  oA,  oB,  oC  trois  rayons  et  o'A',o'B',  o'C  les 
rayons    correspondants    de    deux 
faisceaux  tels  que  oo'  et  o'o  soient 
des  rayons  correspondants. 

Soient  /  le  point  de  rencontre 
de  oA,  o'A'  ;  m  celui  de  oB,  o'B',  p 
celui  de  oC,  o'C  et  r  le  point  où 
Im  rencontre  oor  ;  enfin  supposons 
que  Imr  coupe  oC  en  pf  et  o'C  en 
p".  Les  deux  faisceaux  étant  homo- 
graphiques,  on  a  : 


(rlmp')  =  (rlmp'r)  ; 


Fig.  272, 


donc  p1  et  p"  se  confondent  en  un  même  point  appartenant 
à  oC  et  o'C,  c'est-à-dire  avec/?. 


391.  Théorème.  —  Quand  deux  droites  sont  divisées  homo- 
graphiquement,  les  droites  telles  que  ab!  et  ba'  (Rg.  '27 3 )  qui  Joi- 
gnent deux  points  non  correspondants  a,  bf  et  les  points  a' ,  b 
qui  correspondent  respectivement  aux  deux  premiers,  se  ren- 
contrent sur  une  droite  flre. 

Soient  a,  b  deux  points  de  la  droite  A  et  a! ,  b'  les  points  cor- 
respondants de  A'.  Soient  p  le  point  de  rencontre  de  A  et  A', 
1  le  point  de  A  qui  correspond  à  p  regardé  comme  un  point 


356 


GÉOMÉTRIE  DAyS  L'ESPACE 


de  A'  et  $  le  point  de  A'  qui  correspond  à  p  regardé  comme 
appartenant  à  A.  On  a  : 


ou 


(abap)  =  (a'b'pP) 


(abap)  =  (b'a'p'p). 


Donc  les  deux  divisions,  a,  b,aitp  et  b',  a',  £>',/?  sont  homogra- 
phiques.  Comme  elles  ont  un  point  commun,  les  trois  droites 
ab',  ba\  xp7  qui  joignent  les  points  correspondants  sont  concou- 
rantes. En  d'autres  termes,  le  point  m  de  rencontre  de  ab1  et  de 
ba'  est  sur  la  droite  fixe  «p'. 


Fig.  273. 


Fig.  a;4 


Remarque.  —  La  démonstration  suppose  que  a  et  p7  ne  se 
confondent  pas.  S'il  en  était  ainsi  (fig.  27 '1),  les  rayons  aa\  bb1,... 
iraient  passer  par  un  point  fixe  S  et  le  théorème  subsisterait, 
car  on  sait  que  les  droites  ab'  et  a'b,  b'c  et  c'£,...  se  coupent 
sur  la  polaire  de  S  par  rapport  aux  droites  A,  A'. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  faire  une  démonstration  directe, 
sans  s'appuyer  sur  la  théorie  de  la  polaire. 


H92.  Théorème,  —  Etant  donnés  (fig.  a 7 5)  deux  faisceaux 
homo graphiques  de  centres  différents,  deux  rayons  quelconques 
tels  que  oA  et  o'B',  non  correspondants,  et  les  rayons  correspon- 
dant aux  deux  premiers  oB,  ofA'  se  rencontrent  en  des  points 
tels  que  la  droite  qui  les  joint  passe  par  un  point  fixe. 

Soit  o\\  la  droite  du  premier  faisceau  qui  correspond  à  la 
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droite  do  du  second  et  soit  o'S'  la  droite  du  second  faisceau 
qui  correspond  à  la  droite  od  du  premier.  Soient  p  le  point 
de  rencontre  de  oA  et  o'B'  et  q  celui  de  oB  et  o'A'  ;  je  dis 
que  pq  passe  par  le  point  de  concours  /  des  deux  droites  oR, 
o'S'.  En  effet,  soient  r  le  point 
commun  aux  droites  o'A'  et  oR 
et  5  le  point  commun  aux  droi- 
tes oA  et  o'S'.  Les  deux  fais- 
ceaux oA,  oB,  00',  oR  et  o'A', 
o'B',  o'S',  do  sont  homogra- 
phiques  ;  on  a  donc 

(o.ÀBo'R)  =  (o'.À'B'S'o) 

=  (d.WA'oS'). 


Fi  g-.  275. 


Donc  les  deux  faisceaux  oA, 
oB,  od,  oR  et  o'B',  o'A',  do, 
o'S'  sont  homographiques,  les 
rayons  de  mêmes  rangs  se  cor- 
respondant. Mais  ces  faisceaux  ont  un  rayon  commun;  donc 
les  rayons  conjugués  se  coupent  en  trois  points  en  ligne 
droite,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  ligne  pq  passe  par  le 
point  fixe  /. 


Remarque.  —  La  démonstration  précédente  est  en  défaut 
si  les  droites  od  et  do   se   correspondent   (fig\    276)  ;   mais 

dans  ce  cas  les  points 
d'intersection  m,  «,...  des 
rayons  du  premier  faisceau 
et  des  rayons  conjugués 
du  second  sont  sur  une 
droite  et  Ton  sait  que  la 
droite  m'n'  joignant  le 
point  de  rencontre  de  oA 
et  de  o'B'  au  point  de  ren- 
contre de  oB  et  de  o'A', 
passe  par  le  point  ûxe  p\  conjugué  harmonique  par  rapport 
à  0  et  0',  du  point  de  rencontre  des  droites  mn  et  od.  La  pro- 
position est  donc  vraie  dans  tous  les  cas. 


Fig.  a;(>. 
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FAISCEAUX  HOMOGRAPHIQUES  DE  MEME  CENTBE 

RAYONS  DOUBLES 

3o,3.  Si  Ton  joint  un  même  point  fixe  aux  points  correspon- 
dants de  deux  divisions  homographiques  tracées  sur  une 
même  droite,  on  obtient  deux  faisceaux  homographiques  de 
même  centre. 

Les  droites  joignant  le  centre  aux  points  doubles  des 
deux  divisions  homographiques  sont  les  rayons  doubles  des 
deux  faisceaux  homographiques.  Et,  réciproquement,  tout 
rayon  double  rencontre  la  transversale  en  un  point  double. 
Quand  les  points  doubles  des  deux  divisions  sont  imaginaires, 
on  convient  de  dire  que  les  deux  faisceaux  ont  deux  rayons 
doubles  imaginaires.  Donc  deux  faisceaux  homographiques  de 
même  centre  ont  deux  rayons  doubles,  réels  ou  imaginaires. 

39/» .  Problème.  —  Déterminer  les  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques  tracées  sur  une  même  droite,  ou  les 
rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homographiques  de  même 
centre,  connaissant  trois  couples  de  points  ou  de  rayons  conju- 
gués. 

Soient  (fig.   277)    a,  a';   b,  b'  ;    c,  d  les    trois    couples    de 
poinls  correspondants;  traçons  un  cercle  quelconque  et  soit  S 


Fig.  a;;. 

un  point  quelconque  de  ce  cercle  ;  les  droites  Sa,  Sa',  Sby  S^, 
Se,  Se7  coupent  ce  cercle  aux  points  a,  p,  y  et  a',  [J',  7'. 

Soit  e  un  des  points  doubles  et  soit  X  le  point  où  Se  coupe 
le  cercle. 
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Les  deux  faisceaux 

Sx,  Srp,  Sv,  SX  et         Sa',  S{J',  Sf,  SA 

sont  homographiques.  Il  en  est  donc  de  même  des  faisceaux 

a'a.  a'ô,  a'y,  a'A      et      aa',  afJ',  a**',  a^» 

qui  sont  respectivement  superposables  aux  deux  précédents; 
car  les  angles 

(Sa,  S{J),       (Sa,  ST),       (Sa,  SX),... 

sont  respectivement  égaiw  [G.  P.  1  1*2]  aux  angles 

(a'a,a'f>).       (a'a,  a'7),       (a'a,  a'X),... 

Mais  ces  faisceaux  ont  un  rayon  commun  aa7;  donc  les  rayons 
conjugués  se  coupent  respectivement  en  trois  points  m,  n,  X 
situés  en  ligne  droite.  11  suffit  donc  de  construire  la  droite  mny 
et  de  chercher  les  points  X,  ja  où  elle  rencontre  le  cercle  ;  les 
droites  SX,  Sjx  rencontrent  la  droite  A  aux  points  doubles 
cherchés  e  et  f. 

Si  l'on  avait  donné  trois  couples  de  rayons  conjugués  Sa,  Sa'; 
Sb,  Sbf;  Se,  Se7,  on  aurait  fait  passer  le  cercle  auxiliaire  par 
le  point  S,  centre  des  deux  faisceaux  et  la  même  construction 
aurait  donné  les  deux  rayons  doubles  SX,  S  p. 

K  X  K  R  C  I  C  E  8 

1.  Les  côtés  opposés  d'un  hexagone  inscrit  à  un  angle  se  rencon- 
trent en  trois  points  situés  en  ligne  droite.  —  Il  suffit  d'appliquer 
le  théorème  du  n°  391. 

2.  On  considère  un  hexagone  abedef  dont  les  côtés  ab,  cd.ef  sont 
concourants,  ainsi  que  les  trois  autres  côtés  bc,  de,  fa.  Prouver  que 
les  diagonales  ad,  6e,c/*se  coupent  en  un  même  point. 

3.  On  donne  deux  points  D,  E  sur  le  côté  BC  du  triangle  ABC. 
Une  transversale  variable  DFG  coupe  AB  en  F  et  AC  en  G.  Lieu 
du  point  de  rencontre  des  droites  BG,KF. 

4.  Soit  K  un  point  pris  sur  le  côté  AC  du  triangle  ABC  ;  par  un 
point  D  de  la  base  BC,  on  mène  la  transversale  DFG  qui  coupe  AB 
en  F  et  AC  en  G.  On  prend  sur  AC,  GL  ==  CK  ;  P  étant  un  point  dv 
la  droite  BK,  lieu  du  point  de  rencontre  de  BL  et  PF,  quand  la 
sécante  tourne  autour  de  D. 
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5.  Inscrire  à  un  polygone  donné  un  polygone  dont  les  côtés  pas- 
sent par  des  points  donnés. 

6.  Trouver  la  relation  entre  les  segments  qu'une  tangente  mobile 
détermine  sur  deux  tangentes  fixes  d'un  cercle,  ces  segments  étant 
comptés  à  partir  des  points  de  contact. 

7.  On  joint  les  sommets  d'un  triangle  abc  à  un  point  o  pris  dans 
son 'plan  ;  les  côtés  de  ce  triangle  coupent  les  droites  oa\  oh\  oc'  res- 
pectivement conjuguées  harmoniques  de  oa,  ohy  oc  par  rapport  à  un 
angle  xoy,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

8.  Étant  données  deux  droites  L,  L'  situées  dans  un  même  plan 
et  un  point  sur  chacune  d'elles,  a  sur  L  et  a'  sur  L'  ;  mener,  par  un 
point  p  donné  dans  leur  plan,  une  sécante  qui  coupe  L  en  m  et  L'  eu 

m',  de  façon  que         -  =  X,  A  étant  donné. 

a'm' 

9.  Les  données  étant  les  mêmes,  mener  la  sécante  de  façon 
que  am.  a'm'  =  k. 

10.  On  peut  à  l'aide  d'une  transformation  hoinographique  changer 
deux  divisions  hoinographique»  en  divisions  semblables. 

—  Soit 

xx*  -f-  ax  -\-  bx'  -\-  c  =  o  ; 
il  suffit  de  poser 

hz  +  A     ,         hz'  +  k 

X  —  r X*  = 


;  -f  1  z'  +  1 

et  de  prendre  pour  h  l'une  des  racines  de  l'équation 

k*  +  (a  +  b)h  +  c  =  o 

et  pour  k  l'autre  racine. 

On  obtient  ainsi  z'  =  nzy  n  étant  une  constante. 

11.  On  donne  dans  un  plan  cinq  points  sur  une  droite  A  et  cinq 
droites.  Mener  une  transversale  coupant  les  cinq  droites  en  cinq 
points  qui  soient  homographiques  aux  cinq  points  donnés  sur  À. 
Démontrer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  transversale  résolvant  la  ques- 
tion (Chaslcs). 

ia.  Deux  divisions  homographiques  se  trouvent  sur  la  mémo 
droite.  Au  point  ai  de  la  première  division  correspond  le  point  at 
de  la  seconde  ;  au  point  a2  pris  dans  la  première,  correspond  le 
point  az  de  la  seconde  et  ainsi  de  suite.  Prouver  que  les  points 
aifav  a3,...a„  se  rapprochent  indéfiniment  de  l'un  des  points  doubles, 
que  l'on  suppose  réels  (Em.  Weyr). 
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CHAPITRE  III 
INVOLUTION 


3cp.  On  dît  que  deux  divisions  homographiques  tracées 
sur  une  même  droite  sont  en  involution,  quand  chaque  point  /w, 
qu'il  appartienne  à  Tune  ou  à  l'autre  division,  a  même  con- 
jugué m'. 

396.  Théorème.  —  Lorsque  deux  divisions  homographiques 
tracées  sur  une  même  droite  ont  un  point  a  dont  le  conju- 
gué a'  soit  le  même,  que  a  appartienne  à  l'une  ou  à  l'autre 
division,  tous  les  points  des  deux  divisions  jouissent  de  la  même 
propriété. 

En  effet,  soient  a,  a',  b9  m  quatre  points  de  la  première  divi- 
sion et  a'  ,a,b'  ,m\  les  points  correspondants  de  la  seconde. 
On  a  : 

(aa'brn)  =  (a'ab'm), 


c'est-à-dire 

ba 

ma          b'a' 

m'a' 

• 

ha' 

•               9     "" '       it           • 

ma           b'a 

m'a 

ce  qu'on  peut  écrire 

ba 

m'a           b'a' 
m'a'          b'a 

ma' 

ba' 

ma 

ou 

(aa'bm')  zzz  (a'ab'm). 

Donc  le  point  mf  de  la  première  division  a  pour  correspondant 
le  point  m  de  la  seconde,  ce  qui  revient  à  dire  que  m  considéré 
soit  comme  un  point  de  la  première,  soit  comme  un  point  de  la 
seconde  division,  a  pour  conjugué  dans  les  deux  cas  le  point  m'. 
La  démonstration  s'applique  si  a,  par  exemple,  esta  l'infini. 
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Corollaire.  —  Dans  une  involution,  les  points  à  l'infini  des 
deux  divisions  correspondent  à  un  seul  point;  car,  si  m  et  m' 
sont  deux  points  conjugués  et  que  m'  soit  à  l'infini,  quand  mf 
se  placera  en  m,  m  sera  à  l'infini.  En  d'autres  ternies, 

Pour  que  deux  divisions  honio graphiques  tracées  sur  une 
même  droite  soient  en  involution,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
deux  points  1  et  «F  se  confondent  en  un  même  point  0,  que 
nous  appellerons  le  point  central  de  l' involution. 

$0,7.  Expression  algébrique  de  l 'involution.  —  En  prenant  une 
même  origine  a  pour  les  abscisses  de  sorte  que  :  am  =  x, 
am'  =  xJ  soient  les  abscisses  de  deux  points  correspondants, 
on  a  vu  que  l'homographie  sur  une  droite  est  définie  par 
l'équation 

Axxf  +  Bx  +  Cx'  +  D  =  o. 

Cette  équation  doit  être  encore  vérifiée  si  l'on  permute  x 
et  x',  quand  il  y  a  involution;  ce  qui  donne 

Àjrar'  +  Bjr'  +  Cx  +  D  =  u. 

On  doit  donc  avoir  : 

(B  —  C){x  —  x!)  =o, 

quelle  que  soit  la  différence  x  —  x1  ;  donc  B  =  C.  On  trouve 
bien  ainsi  que  les  points  I  et  J'  doivent  être  confondus  ["$86]. 
L'équation  d'involution  est  donc 

(i)  Aj\ï:'  +B(x+x/)  +  D=zo; 

par  suite,  une  involution  est  déterminée  quand  on  donne  deux 
couples  a,  a'  et  b,  b'  de  points  conjugués. 

Si  l'on  prend  le  point  central  pour  origine,  l'équation  d'in- 
volution se  simplifie.  En  effet,  l'équation 

Im.J'j»'=  la. y  a1 

devient 

(2)  Om.Oro'  =  Oa.Oa'. 


~*  7T*WF 
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J6J 


D'ailleurs  1  équation  (a)  peut   se   déduire   directement  de 
1  équation  (i);  car,  en  écrivant 

Bx*  D 

Axf  +  B  H -| =  o, 

jr  or 

si  Ton  suppose  x  infini  et  x'  =  o,  il  vient  B  =  o.  Par  suite, 

A.Ow.Om'  +D=o, 

et,  pour  deux  points  conjugués  a,  a', 

A.Oa.Oa' +  D  =o; 

donc 

OjM.OjM'  =  Oa.Oa'. 

Donc,  si  s  est  un  point  pris  hors  de  la  droite  A,  a,  a1  et  b,  b' 

étant  deux  couples  conjugués,  les  deux  cercles  circonscrits 

aux  triangles  saa',  sbb'  auront  un  second  point  commun  s7,  et 

leur  axe  radical  ss!  coupera  la  droite  A  précisément  au  point 

central  O. 

3<)8.  Points  doubles  de  l'involution  définie  par  deux  couples 
conjugués  a,  a'  ;  b>  b'. 

On  détermine   d'abord  (fig.  278  et  'irijj  le  point  central  O 


Fig.  278. 


Fig.  u;y. 


comme  on  vient  de  le  dire.  Si  ce  point  O  est  extérieur  au 
segment  a  a',  il  sera  aussi  extérieur  à  l'autre  segment;  les 
deux  segments  Oa,  Oa'  étant  de  même  signe,  on  peut  cons- 
truire deux  points  e,  f,  tels  que 

Ôi2=:Ô72=Oa.OaS 
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il  suffira  de  mener  de  0  une  tangente  OT  à  l'un  des  cercles 
auxiliaires,  et  de  rabattre  OT  en  e  et  f  sur  A.  Les  points  e,  f 
sont  les  points  doubles.  La  construction  ne  peut  réussir  que  si 
l'un  des  segments,  aa' ,  par  exemple,  est  intérieur  ou  extérieur 
à  l'autre. 

On  voit  que  les  points  e  et  f  divisent  harmoniquement  tous 
les  segments  aafy  bb'9...  dont  les  extrémités  sont  des  points 
correspondants  ;  et,  réciproquement,  s'il  existe  deux  points  e,  f 
divisant  harmoniquement  les  segments  aa',  bb\  ce7,...  les  couples 
a,  a'  ;  b>  V \  c,  c' ;...  appartiennent  à  une  involution  dont  e  et  f 
sont  les  points  doubles. 

Lorsque  le  point  central  est  entre  a  et  a!  (fig.  280),  il  est 
aussi  entre  b  et  V  et  les  deux  segments  aa1  et  bb'  empiètent  l'un 

sur  l'autre.  En  effet,  Oa  et 
Oa'  étant  de  sens  contraires, 
il  en  est  de  même  de  06 et  06', 
puisque  Oa.Oa'  =  06.067. 
En  outre,  si  la  valeur  absolue 
de  Oa  est  moindre  que  celle 
de  06,  il  faut  que  la  valeur 
Z      g  absolue  de  Oa'  surpasse  celle 

de  06';  donc  les  segments 
empiètent  l'un  sur  l'autre.  L'axe  radical  des  deux  cercles  ayant 
pour  cordes  aa'  et  bV  déterminera  encore  le  point  central  O  ; 
mais  il  n'y  a  plus  de  points  doubles,  car  l'équation 

Ôm  =  Oa.Oa' 

a  ses  racines  imaginaires,  et  Ton  ne  peut  mener  aucune  tan- 
gente aux  cercles  auxiliaires  par  le  point  O. 

399.  On  remarquera  que,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  tous 
les  cercles  qui  passent  par  deux  points  fixes  s,  s7  tracent  sur 
une  sécante  A  une  involution.  Les  points  doubles  sont  les  points 
de  contact  des  cercles  passant  par  s  et  s7  et  tangents  à  A.  Ces 

jxnnts  ne  sont  réels  que  si  s  et  s'  sont  d'un  même  côté  de  A. 

400.  Théorème.  —  Lorsque  trois  couples  a,  a' ;  b9  b';  c,c\ 
appartiennent   à   une  involution ,  le  rapport  anharmonique  de 
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quatre  quelconques  de  ces  six  points  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique  des  quatre  points  correspondants,  et  réciproquement. 

En  effet,  considérons  par  exemple  les  quatre  points  a,  a',  b,  c. 
Ces  quatre  points  et  les  points  a\a,b \d  forment  deux  divi- 
sions homographiques.  D'ailleurs  si  les  abscisses  des  quatre 
premiers  points  sont  xt,  xt,  x3y  .r.v,  l'origine  étant  le  point  cen- 
tral, les  abscisses  des  quatre  autres  sont 


k  étant  une  constante.  Donc 

(aa'bc)  =  (afabfc'). 

Réciproquement,  supposons  cette  condition  remplie,  les 
deux  divisions  a,  a',  b,  c  et  a',  a,  b \d  sont  homographiques  et 
puisque  a  a  pour  conjugué  a',  qu'il  appartienne  à  la  première 
ou  à  la  seconde,  les  points  sont  en  involution  ;  d'ailleurs  on 
peut  écrire 


ou 


ba 

ca 

— 

b'a' 
b'a 

c'a' 

ba1  ' 

caf 

c'a 

b'a 

• 

ca 

ba' 

c'a' 

c'est-à-dire 


b'a'    '    ca'  ba     '    c'a  ' 


[aa'b'c)  =  (a'abc')  ; 


donc  bl  appartenant  à  la  première  division  a  pour  conjugué  b 
dans  la  seconde. 

On  prend  quelquefois  la  propriété  précédente  comme  défi- 
nition de  Tinvolution. 

Dans  la  suite,  nous  aurons  souvent  à  nous  servir  de  la  rela- 
tion précédente,  écrite  sous  cette  forme  : 

ab.ab'    ac.ac' 

a'b.a'b'  a'c.a'c' 

4oi.  Les  points  doubles  e,  f  de  deux  divisions  homographiques 
a,  £,c...  ;  a',  b1,  c*...,  tracées  sur  une  même  droite,  forment  une 
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involution  avec  deux  points  tels  que  a,  f  et  les  points  respective- 
ment conjugués  a',  b. 
En  effet,  on  a 

(abef)  =  (a'b'ef)  =  {Va'fi)  ; 

donc  a,  b'  ;  b,  a' ;  c,  /"forment  une  involution  ['|Oo], 


FAISCEAUX     EN     INVOLUTION 

r#o2.  On  dit  que  deux  faisceaux  homographiques  de  même 
centre  sont  en  involution  quand  un  rayon  a  le  même  conjugué, 
qu'on  le  regarde  comme  faisant  partie  de  l'un  ou  de  l'autre  des 
deux  faisceaux. 

D'après  cela,  les  points  d'intersection  dune  transversale 
quelconque  et  des  rayons  des  deux  faisceaux  seront  en  involu- 
tion ;  et  réciproquement,  si  Ton  joint  par  des  droites  à  un  point 
quelconque  pris  hors  d'une  droite  A,  les  points  de  deux  divi- 
sions en  involution  tracées  sur  cette  droite  A,  on  obtiendra 
deux  faisceaux  en  involution. 

Pour  déterminer  deux  faisceaux  en  involution,  il  suffit  de  se 
donner  deux  couples  de  rayons  conjugués. 

Pour  que  six  rayons  issus  d'un  même  point  et  conjugués 
deux  à  deux  forment  une  involution,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
rapport  anharmonique  de  quatre  quelconques  de  ces  rayons 
soit  égal  à  celui  des  quatre  rayons  correspondants. 

Deux  faisceaux  en  involution  ont  deux  rayons  doubles  (réels 
ou  imaginaires).  Les  deux  rayons  doubles  sont  conjugés  har- 
moniques par  rapport  à  deux  rayons  conjugués  quelconques. 

Il  suffit,  en  effet,  de  couper  les  deux  faisceaux  par  une  trans- 
versale et  de  déterminer  les  points  doubles  de  l'involution 
obtenue. 

/4oi.  Les  rayons  OA,  OB'  ;  OA',  OB  et  les  rayons  doubles  OE, 
OF  de  deux  faisceaux  homographiques,  forment  une  involution . 
Même  démonstration  qu'au  n°  l^oi. 

40  |.  Deux  faisceaux  en  involution  ont  toujours  deux  rayons 
conjugués  rectangulaires  et  deux  seulement,  ou  bien  chaque 
rayon  est  perpendiculaire  à  son  conjugué. 
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En  effet,  soient  (fîg.  281)  a,  a1  \b,V  deux  couples  conjugués 
de  l'involution  déterminée  par  deux  faisceaux  en  involution  de 
centreS  sur  une  transversale  quelconque. 


Fig.  281. 

L'axe  radical  des  deux  cercles  circonscrits  aux  triangles 
Saa',  Sbb*  détermine  le  point  central  O  ;  pour  que  deux  rayons 
conjugués  S/w,  S///  soient  rectangulaires  il  faut  et  suffit  :  i°  que 

Om.Om'  =  Oa.Oa'  =  OS.  OS', 

ce  qui  exprime  que  les  points  m,  m',  S,  S'  sont  sur  un  cercle, 
et  a°  que  ce  cercle  ait  son  centre  sur  ab.  Il  y  a  donc  une  solu- 
tion et  une  seule,  à  moins  que  S  et  S'  ne  soient  symétriques 
par  rapport  à  ab  et  alors  tous  les  angles  tels  que  «Sa',  b$b'... 
seront  droits.  Dans  ce  cas,  les  points  doubles  sont  imagi- 
naires. 

4o5.  Théorème-  —  Les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  co/is- 
tante  qui  pivote  autour  de  son  sommet  sont  les  rayons  conjugués 
de  deux  faisceaux  homographiques  et  ces  faisceaux  sont  en  invo- 
lution quand  l'angle  est  droit. 

Soient  A, SB,,  A2SBj,  A3SB3,  A4SB4  quatre  positions  de  l'an- 
gle donné;  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  SA,, 
SA],  SAS,  SA*  est  évidemment  le  même  que  celui  des  quatre 
droites  SBi,  SB2,  SB3,  SB4,  car  l'angle  de  deux  quelconques 
des  quatre  premières  est  égal  à  l'angle  des  deux  droites  corres- 
pondantes. 
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Soit  (fi g.  282)  LL'  une  sécante  quelconque  ;  et  soit  0S0'  un 
angle  directement  égal  à  l'angle  donné,  dont  le  côté  OS  est 
perpendiculaire  à  LL'  ;  traçons  l'angle  ISP  égal  à  OSO',  dont 


J 

S 

1' 

\jr                           1 

L' 

J1                     0 

0' 

L 

Fi  g.  28a. 

le  côté  SI'  est  parallèle  à  LL',  et  l'angle  JSS'  toujours  égal  au 
proposé,  et  dont  le  côté  JS  est  parallèle  à  LL'.  Le  point  O  est 
le  milieu  de  J'L  Les  points  I  et  J'  correspondent  à  l'infini.  Les 
points  doubles  sont  définis  par  l'équation 

Oïn   =OJ'.00'  =  —  OS2, 

ce  qui  donne  Om  =  i^/OS  ,  expression  indépendante  de  la  gran- 
deur de  l'angle. 

Si  l'angle  est  droit,  1  et  J'  se  confondent  avec  le  point  O,  et 
le  point  O'  disparaît  à  l'infini.  On  a  donc,  dans  ce  cas,  une 
involution. 

406.  Réciproquement.  —  Si  deux  divisions  homographiques 
tracées  sur  une  même  droite  LL'  ont  leurs  points  doubles  imagi- 
naires, il  existe  toujours  un  angle  dont  les  côtés  tracent  ces  deux 
divisions. 

En  effet,  soient  1  et  J'  les  points  qui  correspondent  à  l'infini, 
le  point  O'  correspondant  au  milieu  O  de  W  et  le  point  J'  sont 
de  part  et  d'autre  du  point  O,  puisque  les  points  doubles  sont 
supposés  imaginaires.  Décrivons  le  cercle  qui  a  pour  diamètre 
JO'  ;  la  perpendiculaire  à  la  droite  LL'  menée  par  O  coupe  ce 
cercle  en  deux  points  S,  S'.  Par  l'un  de  ces  points  menons  la 
droite  JI'  parallèle  à  LL'.  L'angle  OSO'  en  tournant  autour  de 
son  sommet  décrit  deux  divisions  homographiques  qui  ont 
les  trois  couples  (00'),  (00  J'),  (loo  )  en  commun  avec  les  deux 
divisions  tracées  sur  LL'.  Donc  il  y  a  identité  entre  ces  deux 
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divisions  et  celles  qui  sont  engendrées  par  l'angle  OSO'.  De 
là  résulte  cette  proposition  : 

Si  deux  divisions  homographiques  tracées  sur  une  droite 
ont  des  points  doubles  imaginaires,  il  existe  toujours  deux 
points  S,  S'  symétriques  par  rapport  à  la  droite  donnée  et  d'où 
l'on  voit  sous  un  angle  constant  le  segment  de  chaque  couple  de 
points  correspondants. 

Quand  les  deux  divisions  sont 
en  involution,  l'angle  est  droit. 
Dans  ce  cas,  la  démonstration  est 
immédiate  ;  car  on  a  alors  (il g.  28'i) 

Om.Om'  =  —  h*,  Fig    a83 

0  étant  le  point  central.  Il  suffit  donc  de  mener  par  O  la  per- 
pendiculaire à  LL/  et  de  prendre 

OS  =  S>0  =  h  ; 
l'angle  m'Sm  et  l'angle  m'S'm  seront  droits. 

407.  Problème.  —  Déterminer  les  rayons  communs  à  deux 
systèmes  de  faisceaux  en  involution  ayant  même  centre. 

Il  suffit  de  savoir  déterminer  les  rayons  doubles  dans  chaque 
système.  Car  soient  Oe,  Of  et  Oe',  Of  ces  rayons  doubles  ;  les 
rayons  cherchés  O/w,  O/w'sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port à  Oe,  Ofet  par  rapport  à  Oe',  O/7  ;  ce  sont  donc  les  rayons 
doubles  de  l'involution  définie  par  les  deux  couples  (Oe,  Of), 
(Oe',  Or). 

On  voit  de  même  que  si  e,  fet  e',  f  sont  les  points  doubles 
de  deux  involutions  portées  par  la  même  droite,  les  points 
doubles  de  l'involution  définie  par  les  deux  couples  (e,/1),  (e',  f) 
formeront  un  couple  de  points  conjugués  communs  aux  deux 
involutions  données. 

On  peut  trouver  une  construction  plus  simple. 

Pour  cela  nous  allons  établir  une  proposition  importante  due 
à  Frégier,  qui  d'ailleurs  s'applique  aux  coniques,  comme  il  sera 
aisé  de  le  voir  plus  tard.  Considérons  (fig.  28 '4)  dans  un  cercle, 
les  cordes  aa\  bb\  ce'  qui  passent  par  un  point  fixe  p  ;  il  s'agit 
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de  prouver  que,  si  l'on  joint  les  extrémités  de  ces  cordes  à  un 
point  fixe  q  du  cercle,  les  droites  obtenues  qa,  qa';  qb,  qV ;qc,  qc' 

sont  en  involution. 

On  peut  regarder  la 
proposition  comme  évi- 
dente, puisque  à  chaque 
droite  qa  correspond  une 
seule  droite  qa  et  que  si  a 
vient  en  a',  a'  vient  en  a, 
de  sorte  que  qa  a  pour 
Fig.  *84.  conjugué  qa1,  que  qa  ap- 

partienne à  la  première 
ou  à  la  seconde  série  des  droites  issues  du  point  q.  Mais  on 
peut  établir  le  théorème  de  la  manière  suivante  : 

La  droite  pq  coupe  le  cercle  en  un  second  point  q'  ;  les 
droites  qa,  qb,  qc,  qa'  coupent  respectivement  q'a',  q'b',  qrcJ,  q'a 
sur  la  polaire  du  point  p  ;  on  en  conclut  que  les  rapports 
anharraoniques  de  ces  deux  faisceaux  sont  égaux  : 

(q.  ahca')  =  (qf.  a'b'c'a)  ; 
mais  on  a  évidemment 


donc 


(qf.  a'b'c'a)  =  (q.  a'b'c'a): 


(q.abca')  =z  [q. a'b'c'a), 


ce   qui  exprime   précisément    que  (qa,  qa'),  (qb,  qb'),  (qc,  qc') 
sont  en  involution. 

Réciproquement,  si  qa,  qa'  ;  qb,  qb'  ;  qc,  qc'  sont  en  involu- 
tion, les  cordes  aa! ,  bb',  ce'  passent  par  un  même  point.  En 
effet,  soit  p  le  point  de  concours  de  aa'  et  bb'.  Si  l'on  mène  par 
p  la  sécante  pc,  cette  droite  coupera  le  cercle  en  c'  ;  car  soit  c' 
le  second  point  où  elle  le  coupe  ;  les  cordes  qc,  qcJ'  sont  en 
involution  avec  qa,  qa'  et  qb,  qb'  ;  mais  il  en  est  de  même 
de  qc,  qd  par  hypothèse  ;  donc  qc"  se  confond  avec  qd. 

Cela  posé,  soient  (iig.  28 j)a,  a'  ;  b,  b'etm,  m'  ;  n,  n'  les  couples 
définissant  deux  involutions  sur  une  droite  A.  Par  un  point  () 
quelconque  on  trace  un  cercle.  Les  droites  Oa,  Qa';  Ob,()bf  cou- 
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pent  ce  cercle  en  a, a';  [i,  £\  Soit  P  le  point  de  concours  des 
cordes  aa',  $$'.  De  même  les  droites  0/w,  Om';  On,  On'  ren- 
contrent le  cercle  en  a,  \j!\  v,  V.  Soit  Q  le  point  de  concours  des 


Fig.  a85. 

cordes  au/,  w\  On  trace  la  droite  PQ,  qui  rencontre  le  cercle  en 
deux  points  p,p';  les  droites  Op,  Op'  seront  les  rayons  demandés, 
ils  couperont  la  droite  A  aux  points  r,  iJ,  qui  sont  les  points  com- 
muns aux  deux  involutions  ;  car,  d'après  le  lemme  précédent, 
les  droites  Op,  Op'  appartiennent  aux  deux  involutions  définies 
par  Ox,Oa';  0^,0^'  dune  part  et  par  Ou,  Op.';  Ov,  Ov'  de 
l'autre. 

EXERCICES 


i.  Exprimer  que  les   couples  de  points  définis  par  les  équations 
ojt2  +  bx  +  c  ?=:  o      a'x*  +  b'x  +  c'  =  o       a"x*  +  b"x  +  c"  =  o 

sont  en  involutton. 

—  Il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  des  quantités  A,B,C  telles  que 

ka  —  Bb  +  Ce  =  o 
Art'  —  B//  +  Ce'  =  o 
Art''  —  B//'  +  Ce"  =  o 


ce  qui  exige  que 


a"  =  ha  +  \itt' 
b"  =  U  +  [Xh' 
c"  =  le  +   |1C' 
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X,  a  étant  deux  indéterminées  ;  de  sorte  que  l'involution  est  déter- 
minée par  l'équation 

\  (or*  +  bx  +  c)  +  ;.i  (a'jr2  +  h'x  +  c')  =  o. 

2.  On  considère  sur  une  droite, deux  divisions  homographiques  ; 
soient  m  un  point  de  la  première  division,  m'  son  conjugué  et  m"  le 
point  de  la  première  division  qui  a  pour  conjugué  m  dans  la  seconde. 
Enûn  soit  \x  le  conjugué  harmonique  de  m  par  rapport  à  m'  et  m" ; 
jîi,[x  sont  deux  points  conjugués  d'une  involution  qui  a  les  mêmes 
points  doubles  que  les  deux  divisions  homographiques  données. 

3.  Etant  donnés  le  point  central  d'une  involution  et  un  couple  de 
points  correspondants,  déterminer  le  couple  de  points  correspon- 
dants qui  a  pour  milieu  un  point  donné  de  la  droite  qui  porte  l'in- 
volution 

4.  Établir,  à  l'aide  de  l'involution,  la  formule  de  Newton,  relative 
aux  miroirs  sphériques  et  aux  lentilles  infiniment  minces  : 

(ou  mlmi  =  fKfv  pour  les  lentilles  dans  le  cas  de  deux  milieux  dif- 
férents). 

5.  Lorsque  six  points  a,  a'  :  b,  b'  ;  c.  c'  sont  en  involution  sur  une 
droite,  en  considérant  les  segments  ayant  pour  origine  successive- 
ment chacun  des  points  a,  b,c;  pour  extrémités  les  conjugués  des 
deux  autres  ;  on  obtient  les  segments  :  ab't  ac'  ;  ba\  bc'  ;  ca'ycb'.  Le 
produit  de  trois  de  ces  segments  n'ayant  pas  d'extrémités  com- 
munes est  égal  au  produit  des  trois  autres.  Ainsi  : 

ab'.  bc'.  ca'  =.  ac'.  ba\  cb'. 

6.  Deux  faisceaux  en  involution  étant  donnés,  et  une  droite, 
trouver  deux  rayons  homologues  qui  fassent  des  angles  égaux  avec 
cette  droite. 

7.  Etant  données  deux  divisions  homographiques  sur  deux  droites, 
trouver  deux  segments  correspondants  qui  soient  vus  de  deux  points 
donnés  sous  des  angles  donnés. 

# 

8.  Etant  données  deux  droites  divisées  hoinographiqucment. 
trouver  le  lieu  du  point  tel  que  les  rayons  joignant  ce  point  à  tous 
les  couples  de  points  conjugués  forment  un  faisceau  en  involution. 

9.  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  tel  que  les  droites 
joignant  ce  point  à  tous  les  couples  de  points  conjugués  de  deux 
divisions  homographiques  portées  par  deux  droites,  forment  deux 
faisceaux  en  involution. 

10.  Les  droites  sur  lesquelles  deux  faisceaux  homographiques 
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de  centres  différents  tracent  une  involution,  passent  par  un  point 
fixe. 

11.  Etant  donnés  deux  faisceaux  homographiques  de  centres  dif- 
férents et  un  point,  mener  par  ce  point  une  droite  sur  laquelle  les 
deux  faisceaux  tracent  une  involution . 

la.  Quand  trois  couples  de  points  a, a' ;  b,b' ;  c,cf  sont  en  involu- 
tion, si  a  est  le  conjugué  harmonique  de  c  par  rapport  au  segment 
aa\  [i  le  conjugué  harmonique  du  même  point  c  par  rapport  à  bb'  ; 
si  7!  est  le  conjugé  de  a  par  rapport  à  bb'  et  fi'  le  conjugué  de  p  par 
rapport  à  aa'  ;  a',  jî',  c,  c'  forment  une  division  harmonique. 

i3.  Quand  trois  couples  a,  a';  b,b'  ;  c,c'  sont  en  involution,  si  b 
et  c  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  a  et  a',  il  en  est  de 
même  de  b'  et  c'. 

14.  Si  a, a'  et  brb'  sont  conjugués  harmoniques,  et  si  un  point 
arbitraire  m  a  pour  conjugués  harmoniques  c  et  c'  par  rapport 
à  aa'  et  bb't  les  trois  couples  a, a';  b,b';  c,  c'  sont  en  involution. 
Examiner  le  cas  où  m  est  le  milieu  de  an'  par  exemple. 

i5.  Une  transversale  rencontre  deux  cercles  en  deux  couples  de 
points  déterminant  une  involution  dont  le  point  central  est  le  point 
de  rencontre  de  la  transversale  et  de  Taxe  radical  des  deux  cercles. 
En  déduire  que  le  carré  de  la  tangente  menée  d'un  point  de  l'un  des 
cercles  est  dans  un  rapport  constant  avec  la  perpendiculaire  menée 
du  même  point  à  l'axe  radical. 

16.  Appliquer  le  théorème  précédent  au  système  formé  par  un 
point  et  un  cercle.  En  déduire  qu'étant  donné  un  cercle  et  un 
point  A,  on  peut  déterminer  une  droite  telle  que  le  cercle  soit  le 
lieu  du  point  M  dont  le  carré  de  la  distance  au  point  donné  A  soit 
dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  fie  M  à  la  droite  cherchée. 


CHAPITRE   IV 
HOMOLOGIE 

'i<>8.  Si  deux  triangles  abc,  a'b'c'  (iig.  a86)  situés  dans  un 
même  plan  sont  tels  que  les  trois  droites  aa! ,  bb'f  cd  concourent 
en  un  même  point  S,  les  côtés  bc,  ca>  ab,  rencontreront  res- 
pectivement les  côtés  b' c\  c'a!  et  a'b'  en  trois  points  a,p,  y  Sltu  ^s 
en  ligne  droite,  et  réciproquement. 
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Fig.  a86. 


En  effet,  soit  d,  rf',  8  les  points  de  rencontre  respectifs  de  la 

droite   cd  avec   les    droites 
ab,  a'I/,  <x[J. 

Si  les  trois  droites  aa\ 
bb\  cd  concourent  en  un  point 
S,  les  deux  divisions 

a y  h,  y,  d        et       a',  h',  y,  <£' 

sont  homographiques.  Donc 
les  faisceaux 

c.  abyd       et       c'.  a'b'^d* 

le   sont  aussi.  Or  ces  deux 

faisceaux  ont  un  rayon  com- 

mun  cd  ;  donc  les  points  d'intersection  a,  p,  y  des  trois  autres 

couples  de  rayons  homologues  sont  en  ligne  droite. 

Réciproquement,   si  a,  (i,  y  sont   en   ligne   droite,  les  deux 

faisceaux 

c.  fl$y8         et        r'.  aj3yo 

sont  homographiques.  Donc  les  deux  divisions 

a,b,7,d         et         a\  b\  y,  d\ 

obtenues  en  coupant  respectivement  ces  deux  faisceaux  par  les 
transversales  ab,  a'b\  sont  aussi  homographiques.  Or  ces  deux 
divisions  ont  un  point  commun  y;  donc  les  droites  aaf,  bb\  cd, 
qui  joignent  les  trois  autres  couples  de  points  homologues, 
concourent  en  un  même  point. 

Les  triangles  abc,  a'b'd  sont  alors  dits  bomologiques  ;  le  point 
de  concours  S  des  droites  joignant  les  sommets  correspondants 
se  nomme  le  centre  d'homologie  et  la  droite  afly  Y  axe  d'homo- 
logie  A. 

Si,  laissant  par  exemple  le  triangle  abc  fixe,  on  fait  tourner  le 
second  triangle  a'b'd,  autour  de  l'axe  A,  les  droites  aa\  biï,  ce'  ne 
cesseront  pas  de  concourir  en  un  même  point  S  et  le  lieu  du 
point  S  est  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  A. 

En  effet,  les  droites  aa'^bb'  par  exemple,  sont  dans  le  plan  byl/; 
de  même,  bb'y  cd  sont  dans  le  plan  bnb'  et  aaf,  cd,  dans  le  plan 
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a$a!  ;  ces  trois  droites  se  coupent  donc  deux  à  deux  et,  par  suite, 
elles  ont  un  point  commun  S,  car  elles  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan. 

En  second  lieu,  menons  par  S  (fig.  287)  des  parallèles  aux 


Fig.  287. 

côtés  du  triangle  a'b'c'  ;  ces  parallèles  rencontrent  le  plan  abc 
en  des  points  1,  K,  L  situés  sur  une  parallèle  à  0$?.  Le  point  I 
étant  sur  la  droite  bc,  on  a  : 

cb        \b  c'bt 


ex         I2  c'a 

ce  qui  prouve  que  -y—  est  constant.  Le  point  I  est  donc  fixe  et 
il  en  est  de  môme  des  deux  autres  points  K,  L.  En  outre 

SI  cl 


c'a  col  ' 


donc  SI  conserve  une  longueur  constante  et,  pareillement,  les 
longueurs  KS,  LS  sont  aussi  constantes.  Le  point  S  est  donc 
sur  un  cercle  commun  à  trois  sphères  ayant  leurs  centres  sur 
une  parallèle  à  l'axe  A,  par  suite  il  reste  sur  un  cercle  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  A. 

On  voit  que  chacun  des  triangles  abc,  a'b'c1  peut  être  consi- 
déré comme  étant  la  perspective  de  l'autre. 
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409.  De  là  résulte  la  proposition  suivante,  due  à  Chasles  : 
Quand  on  a  mis  en  perspective  une  figure  plane  sur  un  tableau 
plan,  si  ion  fait  tourner  le  tableau  autour  de  la  ligne  de  terre 
(c'est-à-dire  autour  de  son  intersection  avec  le  plan  de  la  figure 
donnée),  les  deux  figures  restent  toujours  en  perspective  et  le  lieu 
de  l'œil,  qui  change  de  position  dans  l'espace,  est  un  cercle 
situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

.4 10.  Gela  étant,  nous  dirons  que  deux  figures  F,  F'  situées 
dans  un  même  plan  sont  homo logiques  si  à  chaque  point  de  tune 
correspond  un  point  de  Vautre,  de  sorte  que  deux  triangles  cor- 
respondants soient  toujours  homologiques,  le  pôle  et  l'axe  dhomo- 
logie  restant  les  mêmes. 

Soient  a,  b  deux  points  de  F  et  a',  b'  leurs  homologues  dans  F'; 
les  droites  aa',  bbf  doivent  se  rencontrer  en  S,  et  ab,  aJb1  se 
couper  sur  A.  On  voit  ainsi  qu'on  peut  se  donner  a,  beta';  bf 
sera  le  point  commun  aux  droites  Sb  et  a'y,  7  désignant  le  point 
où  ab  coupe  A.  Donc,  si  b  se  déplace  sur  ay,  br  se  déplacera  sur 
«;Y  et,  par  suite,  à  toute  droite  de  F  correspond  une  droite  de  F'; 
deux  droites  correspondantes  se  rencontrent  en  un  point  de  A. 
Une  droite  passant  par  S  se  correspond  à  elle-même,  il  en  est 
de  môme  de  la  droite  A  ;  ce  sont  les  seuls  cas  où  il  en  soit 
ainsi. 

/#i  1.  Pour  obtenir  deux  figures  homologiques,  il  suffit  de 
construire  une  perspective  d'une  figure  donnée  F,  puis  de 
faire  tourner  le  plan  du  tableau  avec  la  figure  perspective  ob- 
tenue, autour  de  la  ligne  de  terre  ;  quand  les  deux  plans  coïn- 
cideront, la  figure  F'  obtenue  sera  homologique  de  F.  Réci- 
proquement, en  faisant  tourner  la  figure  F'  autour  de  A,  elle 
prendra  dans  l'espace  une  position  dans  laquelle  elle  sera 
perspective  de  F.  Il  y  a  donc  un  rapport  étroit  entre  la  pers- 
pective et  l'homologie. 

/|i'i.  Autre  définition  de  l'homologie. 

Soient  (ûg.  288)  a,  a'  et  b,  b'  deux  couples  de  points  homo- 
logues ;  a,  6  les  points  de  rencontre  de  l'axe  d'homologie  et  des 
droites  Saa',  Sbbr.  Les  droites  ab,  a'b'  rencontrant,  par  hypo- 
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thèse,  Taxe  A  en  un  même  point,  les  rapports  anharmoniques 
(Saaa')  et  (S$bb')  sont  égaux  ;  et  réciproquement,  si  ces  rap- 
ports sont  égaux,  les  droites  ab,  alb'  et  ajî  sont  concourantes. 
On  peut  donc  définir  l'homologie  en  faisant  correspondre  à  tout 
point  a  un  point  a'  tel  que 

(Suaa')  =  X, 

\  étant  une  constante,  que  nous  appellerons  le  coefficient  d'ho- 
mologie. 


J' 


\J' 


Fig.  288. 


Fig.  289. 


\\ 3.  Si  «   s'éloigne  indéfiniment  de   S  dans   une  direction 

1                  «S  a'S         _  1 

quelconque, tend  vers   1  ;    donc  — 7-  tend  vers  -r-  et,  par 

suite,  a!  vient  se  placer  sur  une  parallèle  à  A,  que  nous  nomme- 
rons  J';  si  a  s'éloigne  indéfiniment,  tend  vers  >.,  et  a  vient 

se  placer  sur  une  droite  I,  parallèle  à  A.  Ainsi  aux  points  à 
l'infini  de  F  correspond,  dans  F',  la  droite  J'  et  aux  points  à  l'in- 
fini de  F'  correspond,  dans  F,  la  droite  1. 

Il  est  facile  de  voir  comment  sont  disposées  ces  deux  droites. 
En  effet,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  soit  (fig.  289)  p  un 
point  quelconque  de  A  ;  la  droite  S/>  coupant  I  en  i  et  J  en  /', 
on  a 

iS  -  ÏP    -y. 

iP  -  /s  -A' 


donc 


pj'  =  «S. 
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4 1 4.  Si  l'on  se  donne  A  et  I,  il  est  facile  de  construire  (fig.  290) 
le  conjugué  m'  d'un  point  quelconque  m.  En  elfet,  soit  a  un 

point  de  1  et  soit  d  le  point  où 
ma  rencontre  A  ;  puisque  a'  est 
à  l'infini,  on  doit  mener  par  d 
la  parallèle  à  Sa  ;  elle  rencontre 
S/m  au  point  cherché  m1. 

Cela  posé,  soient  mq  et  mp 
les  distances  de  m  à  A  et  à  1. 
On  a  : 


Fig.  290. 


m  S 


m  ni 


ma    mp 

md  mq 


ce  qui  donne  l'expression  du  segment  //#//*'  : 


,,        mq 
mm'  =  mb  x  — — 


On  a  ensuite 


Sm 

~Sn7 


a  m 
ad 


mp 


P'i 


d'où  : 


Siii'=£. 


Sm 


mi 


k  étant  une  constante  positive  ou  négative. 

41 5.  Droite  de  l'infini  d'un  plan. 

Nous  venons  de  voir  qu'aux  points  situés  à  l'infini  dans  la 
figure  F  correspondent  les  points  d'une  droite  «F  dans  la  figure 
F'.  Or  à  une  droite  correspond  une  droite  ;  on  est  donc  fondé 
à  regarder  les  points  à  l'infini  dans  un  plan,  celui  de  F,  comme 
étant  sur  une  droite  entièrement  rejetée  à  l'infini  et  qu'on 
nomme  la  droite  de  l'infini  de  ce  plan. 

Comme  on  peut  s'y  attendre,  on  arrive  à  la  même  conclusion 
par  la  perspective.  Soit  (iig.  '291)  S  un  point  de  vue  quel- 
conque. Si  un  point  m  s'éloigne  à  l'infini,  dans  le  pian  P,  dans 
une  direction  quelconque  mn,  on  obtiendra  la  limite  u,  de  la 
perspective  /m',  en  menant  la  droite  Su.  parallèle  kmnet  prenant 
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son  intersection  ji  avec  le  plan  du  tableau  T;  mais  le  point  u,  est 
sur  la  droite  u.v,  intersection  du  plan  T  et  du  plan  parallèle  à  P 
mené  par  S.  Tous  les  points  à 
l'infini  du  plan  P  ont  donc  leur 
perspective  sur  la  droite  u.v.  On 
peut  donc  regarder  ces  points 
à  l'infini  comme  étant  définis 
par  l'intersection  du  plan  P  et 
d'un  plan  parallèle  au  plan  P, 
c'est-à-dire  comme  étant  sur  une 
droite  du  plan  P  rejetée  à  Tin- 
fini. 


EXERCICE 


Fig.  291. 


Soient  p,    p'  deux  points  fixes 
d'un  cercle  et  m  un  point  variable 

de  ce  même  cercle  ;  pm,  p'm  tracent  sur  une  droite  donnée  L  deux 
divisions  homographiques.  Les  points  doubles  sont  les  points  de 
rencontre  de  L  et  du  cercle.  Si  la  droite  L  est  à  l'infini,  on  peut 
remplacer  p'm  par  la  parallèle  à  cette  droite  menée  par  p  et  les 
points  de  rencontre  du  cercle  et  de  la  droite  de  l'infini  sont  les 
points  à  l'infini  sur  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  formés 
par  l'angle  considéré.  Cet  angle  change  de  grandeur  si  pf  se  déplace 
sur  le  cercle.  En  conclure  ce  théorème  :  les  côtés  d'un  angle  de 
grandeur  donnée  pivotant  autour  de  son  sommet  tracent  sur  la  droite 
de  l'infini  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles 
sont  toujours  les  mêmes,  quel  que  soit  le  sommet  de  l'angle  et  quelle 
que  soit  sa  grandeur,  et  ces  points  doubles  sont  les  points  d'inter- 
section d'un  cercle  quelconque  tracé  dans  le  plan  de  la  figure  et  de 
la  droite  de  l'infini.  Ces  points  se  nomment  les  points  cycliques  du 
plan.  Ils  sont  imaginaires. 
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.'ii6.  On  dit  que  deux  figures  planes  sont  homographiques  si 
à  chaque  point  de  l'une  correspond  un  point  de  l'autre  et  à 
toute  droite,  une  droite  et  si,  en  outre,  le  rapport  anhannonique 
de  quatre  points  a9b,cdy  en  ligne  droite,  dans  la  première 
figure,  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
correspondants  a1,  b1,  d,  d'. 
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Il  résulte  de  là  que  le  rapport  anharnionique  de  quatre 
droites  issues  d'un  même  point  est  égal  au  rapport  anharmo- 
nique  des  quatre  droites  correspondantes  ;  car  si  une  trans- 
versale coupe  le  premier  faisceau  en  quatre  points  a,  b,  c,  d; 
les  quatre  points  correspondants  a',  b1,  d,  d'  seront  sur  le  second 
faisceau  et  Ion  aura 

(abcd)  =  (a'b'c'd'). 

Etant  données  deux  figures  homologiques  F,  F',  si  Ton 
déplace  d'une  manière  quelconque,  sans  la  déformer,  l'une 
d'elles,  F'  par  exemple,  on  obtiendra  une  nouvelle  figure  F"  ; 
les  deux  figures  F,  F"  sont  homographiques. 

417.  La  réciproque  est  vraie  : 

Quand  deux  figures  planes  sont  homographiques,  on  peut 
toujours  les  placer  de  manière  à  les  rendre  homologiques. 

En  effet,  remarquons  tout  d'abord  qu'aux  points  à  l'infini 
dans  une  figure  F,  correspond  une  droite  J'  dans  la  figure 
homographique  F';  cette  droite  J'  est  la  transformée  de  la 
droite  de  l'infini  de  F.  On  peut  d'ailleurs  s'en  rendre  compte 
de  la  manière  suivante. 


Considérons  (fig.  292)  quatre  droites  de  la  figure  F,   issues 
d'un  point  p  et  coupons-les  par  deux  parallèles  abcd,  a^yô  et 
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construisons  la  figure  homographique.  Aux  quatre  droites  /?A, 
/?B,  pC,  pD  correspondent  quatre  droites  />'A',  /^B', p'O,  ptiy. 
Aux  droites  abcd  et  a^^S  correspondent  deux  droites  a'b'dd'  et 
a'pY^'  se  coupant  en  un  point  r1.  Au  point  à  l'infini  m  sur  /?A 
correspond  un  point  m'  sur //A'.  On  a  : 

[pa%  oc)  z=  (pfafx'mr). 

Soient  n',  /?',  y'  les  points  où  rW  rencontre  //B',  />'C',  jd'D' 
respectivement.  On  a 

{p'b'Vn')  =  {p'a'a'm')  ; 


mais 


(/< 


«'«'„.')  =    JSL  =  _|Ç-  ; 


ia  pu 

donc  n'  correspond  au  point  à  l'infini  sur  /?B,  puisque 


G. 


De  même,  /^  et  q'  correspondent  aux  points  à  l'infini  sur  aG  et 
sur  al),  et,  par  suite,  aux  points  à  l'infini  de  la  première  figure 
correspondent  des  points  de  la 
seconde  situés  sur  une  même 
droite.  Cette  droite  pourrait  être 
rejetée  à  l'infini;  mais  alors  on 
verrait  facilement  que  les  deux 
figures  données  seraient  sembla- 
bles; nous  laisserons  ce  cas  de 
côté. 

'ii8.  Cela  étant,  soit  1  la  droite 
de  la  figure  F  qui  correspond  à 
l'infini  dans  la  seconde  figure  et  soit 
de  même  J' la  droite  de  la  figure  F7 
qui  correspond  à  l'infini  dans  la 
première.  Nous  pouvons  placer 
(fig.  '2<j3)  les  deux  figures  dans  un  même  plan  de  façon  que 
les  deux  droites  I,  J'  soient  parallèles.  Alors,  aux  droites  de 
la  première  figure  qui   se  rencontrent  en  un   point  a  de  I, 
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correspondent  des  droites  parallèles  dans  la  seconde.  Menons 
par  a  la  droite  A  parallèle  à  ces  droites  de  la  seconde  figure 
et  soit  A'  celle  qui  correspond  à  A.  Faisons  la  même  cons- 
truction en  partant  d'un  second  point  b  de  1  ;  nous  aurons  une 
droite  B  parallèle  à  la  droite  B'  qui  lui  correspond.  Soient  S 
le  point  de  concours  de  A,  B  et  S'  celui  de  A',  B7.  On  peut  faire 
coïncider  (fig.  394)  A'  avec  A  et  B'  avec  B,  on  aura  ainsi  deux 
droites  doubles  A,  B;  le  point  S  est  un  point  double.  Quand 
les  deux  figures  ont  une  position  quelconque,  à  un  point  m 
situé  sur  I  correspond  un  point  m'  situé  à  l'infini  dans  la 
seconde  figure;  mais  si  m  est  à  l'infini  sur  I,  m'  est  sur  «T; 
donc  les  points  à  l'infini  sur  I  et  sur  J'  se  correspondent;  si  1 


Fig.  394. 


Figr.  295. 


et  J' sont  parallèles,  leur  point  à  l'infini  est  un  point  double; 
donc,  quand  on  a  fait  coïncider  A'  avec  A  et  B7  avec  B,  la 
parallèle  C  à  I  menée  par  S  est  une  droite  double,  puisque  deux 
de  ses  points,  le  point  S  et  le  point  à  l'infini  se  correspondent 
à  eux-mêmes.  Dès  lors,  toute  droite  menée  par  S  est  une 
droite  double  ;  car  soit  D  une  pareille  droite  et  soit  D'  celle 
qui  lui  correspond  ;  A',  B',  G'  se  confondent  avec  A,  B,  C  et 
on  doit  avoir 

(S.  ABCD)  =  (S.  A'B'C'D')=  (S.  ABCD')  : 

donc  D7  se  confond  avec  D.  Il  résulte  de  là  que  la  droite  qui 
joint  deux  points  correspondants  p,  p'  passe  par  S,  car  Sp 
étant  une  droite  double,  le  point  p'  est  sur  Sp. 

Soit  (fig.  29 j)  rie  point  de  rencontre  de  deux  droites  corres- 
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pondantes  pqt  p'q'.  Je  dis  que  la  parallèle  à  I  menée  par  r  est 
une  droite  fixe.  Soient,  en  effet,  i  le  point  de  rencontre  de  Sr 
et  I,et  /  celui  de  Sr  et  J'.  Les  quatre  points  i,  S,  r,  ce-  et  oc, S,  r,/ 
se  correspondent,  donc 

(/Sroo)  ==  (*Sr/), 


ou 


ri    _  /S   . 


rS 


rS 


^T~  y 


donc 


r«=/S, 


et,  par  suite,  /•  décrit  une  droite  a 

parallèle  à  I  et  facile  à  construire. 

Cette  droite  est  une  droite  double  ;  pjg.  ^$5. 

deux  droites  correspondantes  a b, 

a'b'  (fig.   296)  se  coupent  sur  a  ;  le  rapport  (SaaaA)   est  donc 

égal  au  rapport  (Sp^^),en  appelants  et  p  les  points  de  A  situés 

sur  Saar  et  Sbbf.  Donc  les  deux  figures  sont  honiologiques,  le 

point  S  est  le  centre  et  A  l'axe  d'homologie. 

L'hornologie  a  été  imaginée  par  Poncelet  (Traité  des  pro- 
priétés projectivcs,  1822)  et  l'homographie  par  Chasles  (i83r). 


FIGURES     COIIKKLÀTIVES 


419.  Nous  dirons  ici  quelques  mots  sur  la  transformation  qui 
porte  le  nom  de  corrélation  des  figures,  ou  encore  de  dualité. 

On  dit  que  deux  figures  sont  corrélatives  quand  à  tout  point 
de  l'une  correspond  une  droite  de  l'autre,  et  à  toute  droite  un 
point;  par  suite,  à  quatre  points  a,  b,  c>  d  quelconques  de  la 
première  figure,  situés  sur  une  droite  M,  correspondent  dans 
la  seconde  figure  quatre  droites  A',  B',  G',  I)'  issues  du  point  m' 
qui  correspond  à  la  droite  M.  En  outre,  on  suppose  que  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  b,  c,  d  soit  égal  à 
celui  des  quatre  droites  correspondantes  A',  B7,  O,  I)'.  Et  de 
même,  à  quatre  droites   A,  B,  C,  D  issues  d'un  point  /«,  cor- 


384 


GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE 


respondent  quatre  points  af,  bf,  d ,  d!  situés  sur  la  droite  M' qui 
correspond  au  point  mt  et  Ton  a  : 

(a'6W)  =  (f».ABCD). 

4»o.  Pour  obtenir  un  exemple  de  figures  corrélatives,  il  suffît 
de  considérer  une  figure  F  formée  par  des  points  a,  b...  et  des 
droites  A,  B,  ...,  et  la  figure  F'  formée  par  les  polaires  A', 
B'...  des  points  donnés  et  les  pôles  a',  b/...  des  droites  données, 
par  rapport  à  un  cercle  quelconque. 

Si  les  points  a,  b,  c,  d  sont  sur  une  droite  M,  leurs  polaires 
A',  B',  C7,  I)'  passeront  par  le  pôle  m1  de  M,  et  si  les  droites 
A,  B,  G,  D  passent  par  un  point  m,  leurs  pôles  a',  V,  dy  d' 
sont  sur  la  polaire  M'  de  m.  En  outre,  la  condition  relative  à 
l'égalité  des  rapports  anharmoniques  est  remplie,  car  si  le 
centre  du  cercle  est  le  point  o,  les  droites  A;,  B',  G',  D'  sont 
perpendiculaires  respectivement  aux  droites  oa,  oby  oc,  od  et 
Ton  a 

(a bcd)  z=  (o.  abcd)  =  (m'.  A'B'C'D') 

et,  par  la  même  raison  : 

(m.  ABCD)  =  (o.  a'b'c'd')  =  (a'b'c'd'). 

Cela  posé,   soient  (fig.  297)  m  et  p  deux  points  infiniment 


Fijç.  297. 

voisins  d'une  courbe  (G);  M  et  P  les  tangentes  en  m  et/?;  q  leur 
point  de  rencontre.  Nous  supposerons  le  segment  mp  assez 
petit  pour  que  les  angles  m  et  p,  que  la  corde  mp  fait  avec  les 
tangentes  M,P,  soient  plus  petits  qu'un  angle  donné  d'avance  a 
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L'angle  mqp  est  alors  obtus,  car  il  est  le  supplément  d'un 
angle  inférieur  à  2a,  et  Ton  peut  supposer  2a  aussi  petit  qu'on 
veut  ;  donc  mq  <  mp,  et,  par  suite,  quand  le  point  p  tend  vers  /w, 
le  point  q  tend  aussi  vers  m.  Soient  m',  p'y  q1  les  pôles  de  M,  P, 
mp  et  soient  M',  P',  Q'  les  polaires  des  points  m,  />,  q  par  rap- 
port à  un  cercle  quelconque. 

Lorsque  p  tend  vers  m,  la  droite  P'  tend  à  se  confondre 
avec  M'  et  le  pôle^'  de  P  avec  le  pôle  m!  de  M.  Le  lieu  du 
point  mf  est  donc  une  courbe  (C)  tangente  à  M'.  On  peut 
regarder  la  courbe  (G)  comme  lieu  de  m  et  (C)  comme  enve- 
loppe de  M',  et  aussi  bien  (G)  comme  enveloppe  de  M  et  (C) 
comme  lieu  de  m'.  Pour  cette  raison,  les  deux  courbes  (C),  (C) 
se  nomment  polaires  réciproques. 

Si  F'  est  la  polaire  réciproque  de  F,  la  figure  F'  ou,  plus 
généralement,  toute  ligure  F"  homographique  de  F' et  la  figure  F 
sont  corrélatives.  Et  réciproquement,  si  F  et  F"  sont  deux 
figures  corrélatives,  F"  et  la  polaire  réciproque  F'  de  F  par 
rapport  à  un  cercle  quelconque  sont  homographiques.  On  peut 
encore  remarquer  que  deux  figures  F',  F/  polaires  réciproques 
de  F  par  rapport  à  des  cercles  différents,  sont  homographiques. 

A  tout  théorème  concernant  des  points  et  des  droites,  on 
peut  faire  correspondre  un  autre  théorème  où  les  points  de 
l'énoncé  sont  remplacés  par  des  droites  et  les  droites  par  des 
points;  ces  deux  théorèmes  sont  corrélatifs.  Nous  en  verrons 
des  exemples.  D'ailleurs  nous  en  avons  déjà  rencontré  dans 
le  premier  volume. 

EXERCICES 

1.  Soient  m,  m'  deux  points  correspondants  de  deux  ligures  homo- 
logiques  F,  F';  A,  B  deux  droites  de  la  première  figure,  et  A',B'  les 
droites  qui  leur  correspondent  dans  la  seconde.  Soient  u,  v  les  dis- 

tances  de  m  à  A  et  B  et  u'.  v'  celles  de  m1  à  A',  B'.  On  a  — r=  k  — t 

A  étant  une  constante. 

a.  En  conservant  les  mêmes  notations  et  en  appelant  S  le  centre 

d'homologie,  on  a 

Sm    u 

Î3I/1  U 

h  désignant  une  constante. 

G.  et  N.  Géométrie  élém.  u.» 
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3.  Etant  données  deux  droites  parallèles  A,  A',  soient  S  un  point 
fixe  et  m  un  point  quelconque,  ces  points  étant  dans  le  plan  des  deux 
droites  A, A'.  On  mène  par  m  une  sécante  quelconque  mp  rencon- 
trant A  en  p  et  A'  en  p'  et  soit  m'  le  point  de  rencontre  de  m  S  et  de 
la  parallèle  à  p'S  menée  par  le  point  p.  Si  le  point  m  décrit  une 
courbe  C,  m'  décrira  une  courbe  C.  Prouver  que  C  et  C  sont  homo- 
logiques,  S  étant  le  centre  et  A'  Taxe  d'homologie. 

—  En  appelant  a  et  a'  les  distances  de  S  aux  droites  A,  A'  on 

trouve  pour  le  rapport  d'homologie  la  valeur -.  Nous  verrons 

dans  le  chapitre  suivant  que  la  figure  homologique  d'un  cercle  est 
une  conique.  Donc  si  m  décrit  un  cercle,  m'  décrit  une  conique 
(construction  de  La  Hirc)  (*). 

4-  Deux  cercles  situés  dans  un  même  plan  peuvent  être  consi- 
dérés comme  homologiqucs  ;  l'axe  radical  est  l'axe  d'homologie  et 

le  centre  d'homologie  est  l'un  quelconque  des  deux  centres  de  simi- 
litude. Les  points  correspondants  sont  les  points  an ti homologues. 

5.  Le  rapport  d'homologie  de  deux  cercles  est  égal,  au  signe 
près,  au  rapport  de  leurs  rayons. 

6.  On  peut  étendre  à  l'espace  l'homographie,  la  dualité,  et  en 
particulier  l'homologie. 

Ainsi  on  peut  faire  correspondre  deux  figures  points  par  points, 
droites  par  droites,  plans  par  plans,  de  façon  qu'à  des  points  en 
ligne  droite  correspondent  des  points  en  ligne  droite,  le  rapport 
anharmofiique  de  quatre  points  étant  égal  à  celui  des  points  corres- 
pondants ;  à  un  plan  correspond  un  plan  et  si  quatre  plans  passent 
par  une  droite,  les  quatre  plans  correspondants  passent  par  une 
droite  correspondante,  avec  conservation  du  rapport  anharmonique. 

Dans  deux  figures  corrélatives,  à  un  point  correspond  un  plan 
et  réciproquement,  et  à  une  droite  correspond  une  droite,  de  sorte 
que,  à  quatre  points  de  la  première  situés  en  ligne  droite,  corres- 
pondent quatre  plans  de  la  seconde  passant  par  une  même  droite, 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  étant  égal  à  celui  des 
quatre  points. 

Étant  donnés  un  point  S  et  un  plan  P,  on  fait  correspondre  à  tout 

point  m  un  point  m'  situé  sur  S  m.  et  tel  que,  p  étant  le  point  de 

10  t\    1  1  Su*       ptn 

rencontre  de  bm  avec  P,  le  rapport  anharmonique  — — -  :  - — -  =  A, 

A  étant  une  constante.  Les  figures  F  et  F'  décrites  par  m  et  m'  sont 
dites  homologiques,  etc. 


(*)  Géomètre  français,  1640- 17  iK. 
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CHAPITRE   V 
PROPRIÉTÉS   GÉNÉRALES   DES  CONIQUES 

421.  On  nomme  section  conique  ou,  plus  simplement,  conique 
la  courbe  qu'on  obtient  en  coupant  un  cône  à  base  circulaire 
par  un  plan.  On  suppose  que  les  deux  nappes  du  cône  sont 
indéfinies.  Si  le  plan  sécant  rencontre  toutes  les  génératrices 
sur  une  seule  nappe  la  courbe  est  fermée  :  nous  l'appellerons 
ellipse;  si  ce  plan  sécant  est  parallèle  à  un  plan  tangent  au 
cône,  on  voit  qu'il  rencontre  toutes  les  génératrices  sur  une 
seule  nappe,  excepté  une,  celle  qui  est  dans  le  plan  tangent 
considéré;  la  courbe  a  une  seule  branche  infinie  :  nous  l'appel- 
lerons parabole.  Enfin  le  plan  sécant  peut  rencontrer  les  deux 
nappes,  la  conique  a  alors  deux  branches  infinies  et  on  rap- 
pelle hyperbole . 

Nous  verrons  plus  loin  que  ces  courbes  :  ellipse,  parabole  et 
hyperbole  ne  diffèrent  pas  de  celles  que  nous  avons  étudiées 
sous  ces  mêmes  noms  dans  un  chapitre  précédent. 

422.  On  peut  dire  aussi  qu'une  conique  est  la  perspective 
d'un  cercle,  ou  encore  est  la  figure  homologique  d'un  cercle. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  toutes  les  propriétés  du 
cercle  qui  ne  sont  pas  altérées  par  une  perspective  sont  appli- 
cables à  une  conique.  Chasles  a  pu  établir  une  théorie  des 
coniques  en  s'appuyant  sur  une  seule  propriété,  qui  est  la 
suivante  (*). 

Si  par  quatre  points  d'une  conique  on  mène  les  tangentes  et 
quatre  autres  droites  aboutissant  à  un  cinquième  point  quel- 
conque de  la  conique,  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre 
droites  sera  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  de 
rencontre  des  quatre  tangentes  et  d'une  cinquième  tangente 
quelconque . 


(*)  Traité  des  sections  coniques,  par  Michel  Chasles.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  i8G5. 
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Remarquons  d'abord  que  le  théorème  est  pour  ainsi  dire 
évident  pour  un  cercle.  Soient  (fig.  298)  a,  b,  c,d quatre  points 


Fig.  298. 


A 


d'un  cercle,  m  un  cinquième  point.  Les  tangentes  A,  B,  G,  D  aux 
quatre  premiers  points  coupent  la  tangente  T  menée  en  un 
point  quelconque  t,  aux  points  a,  JJ,  y>  à.  On  voit  d'abord  que 
les  deux  faisceaux  m.abcd  et  t.abcd  ont  le  même  rapport 
anharmonique,  puisque  les  angles  en  m  sont  respectivement 
égaux  aux  angles  en  t  [G. P.  112]: 

(ma,  mb)  =  (ta,  tb)         (mb,  me)  =  (tb,  te),  etc. 

Mais  O  étant  le  centre  du  cercle,  les  droites  0<x,  Oj3, 
Of,  06  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  droites  ta, 
tb,  te,  td;  donc  les  deux  faisceaux  O.ajïyà  et  t.abcd  ont  le 
même  rapport  anharmonique  ;  on  a  donc 

(m.abcd)  =  (t.abcd)  =  (O.ap-fâ)  =  («PfS), 

ce  qui  établit  le  théorème  pour  le  cercle. 

Considérons  maintenant  la  perspective  du  cercle  donné 
sur  un  plan  quelconque.  Nous  savons  [353]  que  les  tangentes 
à  une  conique  sont  les  perspectives  des  tangentes  au  cercle 
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dont  cette  conique  est  la  perspective.  D'après  cela,  soient  a\ 
V,  </,  d!,  m'  et  a',  ^,  y7,  8'  les  perspectives  des  points  consi- 
dérés plus  haut  dans  un  cercle  ;  on  a 

(m'.a'b'c,d')=(m.abcd)J 

(a'pY*)  =  («M)  ; 

donc 

(m'.a'b'c'd')  =  (a'pY3')- 

4^3.  Du  théorème  précédent  découlent  immédiatement  deux 
propriétés  corrélatives  fondamentales  des  coniques. 

Théorème.  —  Le  rapport  anharmonique  du  faisceau  de 
quatre  droites  joignant  un  point  mobile  d'une  conique  à  quatre 
points  fixes  de  la  même  conique  est  constant. 

En  effet,  le  rapport  anharmonique  (m.abcd)  est  égal  au  rap- 
port anharmonique  (<xpy$)  des  points  où  les  tangentes  A,  B, 
C,  D  en  a,  ô,  c,  d  rencontrent  une  tangente  fixe  quelconque. 

4*4-  Théorème  corrélatif-  —  Le  rapport  anharmonique 
des  points  d'intersection  de  quatre  tangentes  fixes  d'une  conique 
et  d'une  tangente  variable  de  cette  même  conique  est  constant. 

En  effet,  ce  rapport  est  égal  à  celui  du  faisceau  obtenu  en 
joignant  un  cinquième  point  aux  points  de  contact  des  quatre 
tangentes  données. 

4^5.  Autres  énoncés.  —  Si  l'on  joint  un  point  variable  m 

d'une  conique  à  deux  points  fixes  /?,  q  de  la  même  courbe,  les 

droites  variables  pm,  qm  sont  des  rayons  correspondants  de 

deux  faisceaux  homographiques,  car  si  Ton  considère  quatre 

rayons   quelconques  pm,  pmf,  pmn,pmm  et  leurs  homologues, 

on  a 

(p.  mm*  m"  m"1)  =  (q .  mmfm"m,n) . 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Deux  faisceaux  dont  les  sommets  sont  deux 
points  fixes  d'une  conique  et  dont  les  rayons  homologues  se 
coupent  sur  cette  courbe,  sont  homographiques. 
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/i*6.  On  établira  de  la  même  façon  le  théorème  corrélatif  : 

Théorème,  —  Une  tangente  mobile  d'une  conique  trace  sur 
deux  tangentes  fixes  de  cette  courbe  deux  divisions  homogra- 
phiques. 

Î27.  Réciproques.  —  Les  théorèmes  réciproques  des  deux 
théorèmes  précédents  sont  de  la  plus  grande  importance.  En 
voici  les  énoncés  et  les  démonstrations  telles  qu'ils  ont  été 
donnés  par  Chasles. 

Théorème.  —  Le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons 
correspondants  de  deux  faisceaux  hornograp laques  est  une 
conique  qui  passe  par  les  sommets  des  deux  faisceaux. 

Soient  (fîg.  '299)  py  q  les  sommets  de  deux  faisceaux  tracés 
dans  un  plan  donné  et  ni,  n...  des  points  du  lieu.  Soit  P  la  droite 

du  premier  faisceau  qui  corres- 
pond à  la  droite  qp  du  second. 
Traçons  un  cercle  tangent  en  p  h 
la  droite  P  et  soient  m',  n',  q'  les 
points  où  ce  cercle  rencontre  les 
droites  pm,  pn,  pq. 

Les  droites  q'm',  q'n1  ...  forment 
un  faisceau  homographique  du  fais- 
ceau pm'y  pn'  ...  et  par  suite  les 
deux  faisceaux  qm,  qn...  et  q'm\ 
q'n'...  sont  aussi  homographiques. 
Mais  si  q'm  vient  se  confondre  avec 
q'p,  pm'  se  confond  avec  P;  donc 
qm  se  confond  avec  qp  quand  q'm 
se  confond  avec  q'p.  En  d'autres  termes,  les  deux  faisceaux  de 
sommets  q  et  q'  ont  un  rayon  commun  ;  par  suite,  les  rayons 
homologues  se  coupent  sur  une  même  droite  fixe  A,  qui  est 
l'axe  d'homologie  des  deux  triangles  correspondants  rnnq,m'n'qf. 
Le  lieu  cherché  est  donc  la  figure  homologique  du  cercle  et, 
par -suite,  en  faisant  tourner  ce  cercle  autour  de  l'axe  d'homo- 
logie A  d'un  angle  quelconque,  le  lieu  sera  la  perspective  de 
ce  cercle,  c'est-à-dire  une  conique. 


Fig.  299. 
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4*28.  Théorème  corrélatif.  —  Les  droites  qui  joignent  deux 
à  deux  les  points  homologues  de  deux  divisions  homo graphiques 
portées  par  deux  droites  tracées  dans  un  plan,  enveloppent  une 
conique. 

Par  hypothèse,  la  droite  mobile  aa!  (fig.  3oo)  trace  sur  deux 
droites  0A,0A'  deux  divisions  homo  graphique  s .  Supposons 
que,  quand  a*  vient  en  O,  a 
vienne  seplaeeren  b.  Menons 
par  la  droite  OA  un  plan 
quelconque  différent  du  plan 
AOA',  et,  dans  ce  nouveau 
plan,  traçons  un  cercle  tan- 
gent en  b  à  O  A  ;  puis  menons 
de  O  la  seconde  tangente  OA" 
à  ce  cercle.  Menons  par  a 
la  tangente  aa"  à  ce  cercle. 
Les  points  a"  et  a  sont  deux 
points  homologues  de  deux  Fi      - 

divisions      homographiques 

tracées  par  la  tangente  variable  aa"  sur  les  deux  tangentes 
fixes  OA,  OA"  du  cercle;  il  en  résulte  que  a"  et  af  sont  aussi 
des  points  homologues  de  deux  divisions  homographiques 
tracées  sur  OA'  et  OA".  Or,  quand  a!  vient  se  placer  en  O,  puis- 
que a  vient  en  by  la  tangente  aa"  au  cercle  devient  la  tangente 
menée  par  b,  c'est-à-dire  la  droite  £0,  ce  qui  prouve  que  a" 
vient  se  confondre  avec  le  point  O.  Les  deux  divisions  tracées 
sur  OA'  et  OA"  ont  donc  un  point  commun,  et  par  suite  les 
droites  telles  que  a'a"  joignant  deux  points  homologues  vont 
passer  par  un  point  fixe  S.  La  droite  aa!  est  donc  la  perspective 
de  aa"  sur  le  premier  plan,  le  point  de  vue  étant  supposé  en  S. 
Soit  m  le  point  de  contact  de  aa"  avec  le  cercle;  ce  point  se 
projette  en  ;jl,  et  le  lieu  de  jx  est  une  conique,  perspective  du 
cercle.  Cette  conique  est  tangente  à  toutes  les  droites  aa'  ;  en* 
d'autres  termes,  ces  droites  enveloppent  la  conique. 

Le  théorème  subsiste  si  les  droites  OA,  OA'  sont  parallèles. 
Remarquons  eniin  que,  si  b  se  confondait  avec  le  point  0,le« 
droites  aa'  passeraient  toutes  par  un  point  fixe. 
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429«  Théorème.  —  i°  Une  droite  rencontre  une  conique  en 
deux  points  au  plus  ;  a0  par  un  point  donné,  on  peut  mener  à 
une  conique  deux  tangentes  au  plus. 

Soient  A  une  droite  et  r  une  conique  données  ;  D,  la  pers- 
pective de  A  sur  le  plan  du  cercle  C,  base  du  cône  sur  lequel 
est  tracée  la  conique.  A  tout  point  commun  à  D  et  à  G  corres- 
pond un  point  commun  à  A  et  à  r  ;  or  D  coupe  C  en  deux 
points  au  plus  ;  donc  A  coupe  r  aussi  en  deux  points  au  plus. 

Pareillement,  soit  a  un  point  ayant  pour  perspective  a  sur  le 
plan  du  cercle  C.  Toute  tangente  menée  dexàr  est  la  pers- 
pective d'une  tangente  menée  de  a  à  C,  et  réciproquement.  On 
peut  donc  mener  par  «  au  plus  deux  tangentes  à  r. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  propositions  pour  les 
compléter. 

'i3o.  Diamètres  conjugués,  axes  des  coniques.  —  Menons 
(fig.  3oi)  parle  sommet  S  du  cône  circulaire  portant  une  conique 

le  plan  parallèle  au  plan  P 
de  cette  conique  ;  ce  plan 
coupe  le  plan  Q  de  la  base  du 
cône  suivant  une  droite  uv. 
Soit  m  un  point  quelconque 
de  uv  ;  la  droite  Sm  est  paral- 
lèle au  plan  P.  En  raisonnant 
comme  dans  la  méthode  de 
Dandelin  [355],  nous  voyons 
que  la  polaire  de  m  par  rap- 
port au  cercle  de  base  a  pour 
perspective  dans  le  plan  P 
une  droite,  qui  est  le  lieu 
des  milieux  des  cordes  de  la 
conique  parallèles  à  S/71. 
Cette  droite  se  nomme  le 
diamètre  conjugué  à  la  direc- 
tion S//i. 

Soit  m1  le  conjugué  de  m  sur  uv,  par  rapport  au  cercle  ;  la 
polaire  de  m  passe  par  m'  ;  dans  la  conique,  le  diamètre  con- 
jugué de  Sm  passe  par  la  perspective  de  m',    qui  est  à  l'infini 


Fig.  3oi. 
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dans  la  direction  de  S/;*';  en  d'autres  termes,  ce  diamètre  est 
parallèle  à  S//?'.  De  là  résulte  que  le  diamètre  conjugué  à  la 
direction  Sm'  est  parallèle  à  S/72.  On  obtient  ainsi  deux  dia- 
mètres tels  que  chacun  deux  divise  en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à  l'autre  ;  ce  sont  deux  diamètres  conjugués. 
Le  point  d'intersection  de  ces  deux  diamètres  est  indépen- 
dant des  points  m,  m'  ;  c'est  la  perspective  c*>  du  point  de 
concours  o  des  polaires  de  1»,  m',  c'est-à-dire  du  pôle  de  uv 
par  rapport  au  cercle.  Enfin,  les  tangentes  aux  extrémités  d'un 
diamètre  sont  parallèles  au  diamètre  conjugué,  puisque,  dans 
le  cercle, les  tangentes  aux  extrémités  dune  corde  passent  par 
le  pôle  de  cette  corde. 


/|3i.  Premier  cas.  —  La  droite  uv  est  extérieure  au  cercle  de 
base;  son  pôle  o  est  intérieur  ;  o>  est  donc  à  l'intérieur  du  cône 
et  Ton  voit  immédiatement  que  tous  les  diamètres  coupent  la 
conique. 

Soient  R  le  rayon  du  cercle  et  //  la  distance  de  son  centre 
à  uv\  enfin,  soit  p  (fig.  3oa)  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  du  cercle 
sur  uv,  on  a  [G.  P.  a3o] 

pm.  pm'  =  R2  —  //*. 

Sur  la  perpendiculaire  en  p  menée  à  uv 
dans  le  plan  uvS,  portons 


q'p=pqr=1\fht  —  Kt. 


Fig.  3oa. 


Tous  les  cercles  ayant  pour  diamètres 
les  segments  mm!  passent  par  q  et  q'  ;  pour  que  l'angle  mSm' 
soit  droit,  il  faut  et  il  suffit  que  le  cercle  décrit  sur  mm'  comme 
diamètre  passe  par  S.  Donc,  en  général,  il  y  a  un  seul  de  ces 
cercles  et,  par  suite,  un  seul  système  d'a.res. 


43a.  Sections  circulaires  antiparallèles.  —  Tous  les  angles 
mSm  sont  droits  seulement  dans  le  cas  où  S  est  confondu 
avec  q  ou  q'  et  alors  la  section  par  le  plan  P  est  un  cercle. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il   suffit  que,  si  l'on  mène 
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Fi  g.  3uï. 


par  S  (flg.  3o3)  le  plan  parallèle  au  plan  sécant  P,  p  étant  la 
projection  du  centre  o  du  cercle  de  base  du  cône  sur  la  trace 

uv  de  ce  plan,  pS  soit  perpen* 
diculaire  à  uv  et  que 

pS  =  op  —  od  =  pc.pd, 

La  projection  a  de  S  sur  le 
plan  Q  de  la  base  du  cône  doit 
donc  être  sur  Op  ;  en  outre, 
pS  doit  être  tangente  au  cercle 
circonscrit  au  triangle  cdS.  Mais 
le  plan  de  ce  triangle  partage 
en  deux  parties  égales  les  cordes  du  cône  qui  lui  sont  perpen- 
diculaires ;  c'est  un  plan  principal.  Le  plan  P  doit  être  per- 
pendiculaire à  ce  plan  principal  et  les  traces  du  plan  Q  et  du 
plan  P  doivent  être  antiparallèles  par  rapport  aux  côtés  de 
l'angle  cSd.  Nous  dirons,  pouf  abréger,  que  les  plans  P  et  Q 
sont  antiparallèles. 

Donc,  étant  donné  un  cône  circulaire,  il  existe  deux  direc- 
tions de  plans  coupant  le  cône  suivant  des  cercles  :  les  plans 
parallèles  à  la  base  et  les  plans  antiparallèles  à  cette  base 
(voir  p.  209  une  autre  démonstration). 

\'V$.  Deuxième  cas.  —  La  droite  uv  rencontre  le  cercle  en 
deux  points  a,  b.  Alors, -de  deux  points  conjugués  m,  m\  l'un, 
/w,  par  exemple,  est  extérieur  au  cercle  et  l'autre  intérieur  ;  le 
pôle  de  uv  est  extérieur  au  cercle,  d'où  il  résulte  que  w  est 
extérieur  au  cône.  Le  diamètre  parallèle  à  S/w'  coupe  le  cône 
en  deux  points  équidistants  de  o>,  tandis  que  le  diamètre  paral- 
lèle à  S  m  ne  peut  pas  couper  le  cône.  La  courbe  a  deux 
branches  séparées,  deux  points  à  l'infini  dans  les  directions  Sa 
et  Sb;  de  deux  diamètres  conjugués,  un  seul  la  rencontre. 

Axes.  —  Proposons-nous  de  chercher  si  l'on  peut  choi- 
sir m  et  m'  de  façon  que  l'angle  mS/n'  soit  droit.  Les 
points  my  m'  tracent  sur  uv  une  involution  dont  les  points 
doubles  sont  a  et  b;  S/w  et  S/n'  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  Sa  et  Sb\  pour  que  l'angle  mSm'  soit  droit,  il  faut 
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et  il  suffit  que  S/w  et  Sm'  soient  les  bissectrices  de  l'angle  aSb. 
Il  y  a  donc  un  système  de  deux  diamètres  conjugués  rectangu- 
laires, c'est-à-dire  un  système  d'axes.  Un  seul  de  ces  axes 
rencontre  la  courbe. 

fî\.  Troisième  cas.  —  Supposons  enfin  que  uv  soit  tangente 
au  cercle  de  base.  Dans  ce  cas  particulier,  la  polaire  d'un 
point  quelconque  m  de  uv  passe  par  le  point  de  contact  m! 
de  uv.  On  voit  déjà  que  le  diamètre  conjugué  à  une  direction 
quelconque  S/w  est  parallèle  à  Sm'.  Ainsi,  dans  ce  cas,  tous  les 
diamètres  sont  parallèles.  La  conique  a  un  point  à  l'infini  dans 
la  direction  Sm',  à  laquelle  tous  les  diamètres  sont  parallèles.  Si 
l'on  mène  par  S  dans  le  plan  uvS  la  perpendiculaire  Sf  à  m'S, 
le  point  *  étant  sur  uv ,  la  perspective  de  la  polaire  de  t  9e ra, 
dans  le  plan  P,le  lieu  des  milieux  des  cordes  perpendiculaires 
à  S/m',  c'est-à-dire  le  lieu  des  milieux  des  cordes  perpendicu- 
laires à  tous  les  diamètres;  on  obtient  ainsi  un  axe.  On  n'en 
obtient  qu'un,  car  la  polaire  de  m  étant  la  droite  uv,  sa  pers- 
pective est  rejetée  à  l'infini. 

4'Jj.  Identité  des  coniques  avec  les  courbes  appelées 
ellipse,  hyperbole,  parabole. 

i°  Les  deux  axes  coupent  la  conique. 

Soient  (fi g.  3o'()  À  et  A' les  extrémités  du  plus  grand  des  deux 
axes  ;  B  et  B'  les  extrémités  de  l'autre. 
Posons  AA'  =  'ia  ;  BB'  =  -i  b  ;  soit  M 
un  point  quelconque  de  la  conique. 

Les  rayons  AM,  A' M  sont  deux  rayons 
conjugués  homographiquement  ;  ils  tra-       a'{ 
cent  sur  BB'  deux  ponctuelles  homogra- 
phiques   R,   R/.   Mais,    si    M    vient   en 
A,  AM  devient  la  tangente  en  A  et  est  per-  t  •      3o, 

pendiculaire  à  AA',  car  les  tangentes  aux 

extrémités  d'un  diamètre  sont  parallèles  au  diamètre  conjugué  ; 
donc,  quand  IV  vient  en  0,  Il  disparaît  à  l'infini  et,  de  même,  si 
R  vient  se  placer  en  O,  R'  disparaît  à  l'infini.  On  voit  d'ail- 
leurs que,  si  R'  vient  en  R,  R  ira  en  R'  ;  R  et  R'  sont  donc 
deux  points  conjugués  d'une  involution  et  le  produit  ORx  OR' 


R 

B 

V 

M 

o    r 

>     i 
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est  constant,   et  comme  R  et  R'  coïncident  avec  B  quand  M 
vient  en  B,  on  a 

OR  x  OR'  =  **. 


Ensuite, 


donc 


PM 
OR' 

PM 
OR 


A'P 
PA 


OA  ' 


PM' 


A'P.PA 


OR  x  OR' 
ÔÂ2 


A* 


<ïj 


ce  qui  prouve  que  M  décrit  une  ellipse  qui  a  pour  axes  AA'  et 

BB'. 

2°  Supposons  que  la  conique  ait  deux 
axes,  OA  et  OY  (iig.  3o5)  dont  un  seul  la 
rencontre  en  A  et  A'.  Dans  ce  cas,  en  fai- 
sant les  mêmes  raisonnements  nous  obtien- 
drons encore  une  involution  R,  R'.  Mais 
il  n'y  a  plus  de  points  doubles  ;  car,  autre- 
ment, l'axe  OY  rencontrerait  la  courbe. 
Par  suite,  R  et  R'  sont  nécessairement 
de  part  et  d'autre  du  point  0,  milieu  de 
AA'.  En  posant 


Fig.  3o5. 


ORxOR'=  —  b*, 


on  aura  encore 


PM5 


A'P.PA 


b* 


ou 


PM2 


A'P.AP 


ce  qui  prouve  que  la  conique  est  alors  une  hyperbole. 

3°  Soient  (fig.  3o6)   OX  l'axe  unique   de  la  conique,  OY  la 
tangente  à  son  extrémité,  M  un  point  quelconque  ;  enfin,  soit 
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AB  une  parallèle  quelconque  à  OY.  La  conique  ayant  un  point 
à  l'infini  dans  la  direction  OX,  les  rayons  OM  et  les  parallèles 
à  OX  menées  par  les  points  M  de  la  courbe  formant  une 
homographie,  déterminent  sur  AB  une  involution  de  sorte  que 


CR.CR'  =:  const. 


Or 


CR'  =  PM, 


CR=  PM  x 


OC 
OP 


donc 


PWT 
~ÔF 


=  const. 


Le  point  M  appartient  donc  à  une  para- 
bole. 


Fig.  3o6. 


Corollaire.  —  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  sections 
faites  par  des  plans  ne  passant  pas  par  le  sommet,  dans  un 
cône  oblique  à  base  circulaire,  sont  :  i°  des  ellipses,  pouvant 
être  des  cercles,  -à0  des  hyperboles,  3°  des  paraboles. 

Nous  allons  maintenant  étudier  quelques  propriétés  des 
coniques. 

.'|36.  Définition  des  points  imaginaires  d'une  conique  ;  défini- 
tion des  tangentes  imaginaires. 

Nous  allons  tout  d'abord  reprendre 
la  question  des  points  d'intersection 
dune  droite  et  d'une  conique. 

Rappelons  d'abord  que  deux  points 
m y  m!  (fig.  307)  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  à  un  cercle  de  rayon 
R,  si,  p  étant  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  sur  la  droite 
qui  les  porte  et  //  désignant  la  distance  de  cette  droite  au 
centre,  on  a 


0 


pm.pm!  =  R2  —  hi. 
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Lorsque  /r<R,/>/w  et  pmf  sont  de  même  sens  ;  ils  sont  de 
sens  contraires  quand  /*>  R  ;  si  h  =  R,  l'un  des  segments  est 
nul  et  l'autre  arbitraire,  en  d'autres  termes  l'un  des  points 
conjugués  est  le  point  p  lui-même. 

Lorsque  la  droite  est  sécante,  les  points  où  elle  rencontre 
le  cercle  sont  les  points  doubles  de  Tinvolution  définie  par  la 
relation  (1).  D'ailleurs,  pour  pm  —pm!,  on  obtient 

(a)  ^2  =  RS  —  A*, 

ou 


)m 


=  zhv/R2  —  h*. 


Si  R</<,  il  ne  peut  y  avoir  de  points  doubles,  puisque 
comme  nous  l'avons  dit  pm  et  pm'  sont  de  sens  contraires. 
Néanmoins,  si  l'on  pose  encore  pm—pm1,  on  obtient  l'équa- 
tion (2)  ;  mais,  celle-ci  ayant  alors  ses  racines  imaginaires  con- 
juguées, puisqu'elle  donne 

(3)  pm  =  zti  )/h*  —  R2, 

on  convient  de  dire  que  linvolution  a,  dans  ce  cas,  des  points 
doubles  imaginaires. 


Lorsque  //  <  R,  si  l'on  pose^?/w  =±^11* — /i*,  on  a  : 

Sm2  +  A2  =  R2 

et  les  points  m  correspondants  sont  sur  le  cercle.  Quand  on 
pose 

pm  =  dr  1  tfh*  —  R2  >      *>R, 


on  a  encore 


pm1  +  h*  =  R2. 


On  dit,  pour  cette  raison,  que  la  formule  (3)  définit ,  par  con- 
vention, deux  points  imaginaires  communs  à  la  droite  et  au 

cercle  considéré. 

Kl y         y  X  D'une     manière    générale,     étant 

,,.      3  8  donnée  une   droite  quelconque  X'X 

(iig.  3o8),  un  point  m  est  déterminé 
sur  cette  droite  quand  on  donne  son  abscisse  par  rapport  à  une 
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origine  o  déterminée  ;  c'est-à-dire  quand  on  donne  la  mesure 
algébrique  du  segment  dirigé  om;  à  tout  nombre  positif  ou 
négatif  correspond  ainsi  un  point.  Nous  étendrons  cette  défi- 
nition en  admettant  pour  abscisses  des  nombres  imaginaires. 
Si  les  abscisses  des  points  d'intersection  d'une  courbe,  par 
exemple,  d'un  cercle,  et  de  la  droite  X'X  sont  données  par  une 
équation  telle  que 

ax*  +  ibx  +  c  =  o, 

et  s'il  arrive  que  les  racines  de  cette  équation  soient  les  ima- 
ginaires :  a  -f  pi,  a  —  $i,  nous  conviendrons  de  dire  que  la 
courbe  et  la  droite  se  coupent  en  deux  points  imaginaires  con- 
jugués. 

Quand  deux  points  réels  ont  pour  abscisses  x',x",  leur  milieu 

x'  +  x" 
a  pour  abscisse ;  s'il  s'agit  de  points  imaginaires  con- 
jugués a  +  p/,  a — pi,  comme 

g  +  pi  +  g  — Pi  ___ 

1    '  — — ——m —————— ———m»  nm        Q\ 


nous    dirons  que  ces  points  imaginaires  ont  un  milieu   réel, 
dont  l'abscisse  est  a. 

437.  Gela  posé,  considérons  (fig.  ^09)  une  conique  passant 
par  deux  points  a,  b,  et  soit  m  un  point  variable  de  cette  conique  ; 
lés  rayons  amy  bm  sont  conju- 
gués homographiquement  [fa-5]; 
ils  tracent  donc  sur  toute  droite 
A  du  plan  deux  divisions  horno- 
graphiques  a,   |3.    Pour  que  m 

soit  sur  la  droite  A,  il  faut  et  il  .,. 

rig.  J09. 

suffit  que  a  et  p  se  confondent. 

Donc,  si  la  droite  A  coupe  la  conique,  les  points  d'intersec- 
tion e,  /"sont  les  points  doubles  des  divisions  homographiques 
considérées. 

Il  peut  se  faire  que  les  deux  points  doubles  se  confondent  : 
la  droite  est  alors  tangente  à  la  conique.  Il  peut  encore  arriver 
qu'ils  soient  imaginaires  :  la  droite  alors  ne  coupe  pas  la  conique 
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et  l'on  pourrait  dire  quelle  a  encore  deux  points  communs  avec 
la  conique,  et  que  ces  points  sont  imaginaires. 

Il  y  a  toutefois  une  difficulté  à  lever,  car  rien  ne  prouve  à 
priori  qu'on  obtiendrait  les  mêmes  solutions  imaginaires  si 
Ton  remplaçait  les  points  donnés  a,  b  par  deux  autres  points. 
Pour  montrer  que  les  points  imaginaires  obtenus  sont  indé- 
pendants de  la  position  des  points  a,  b,  nous  pouvons  raison- 
ner de  la  manière  suivante. 

Rappelons-nous  que  si  Ton  mène  par  un  point  A  (fig.  3io) 


Fi  g.  3io. 

deux  sécantes  à  un  cercle  :  ABC,  ADE,  et  que  F  soit  le  point  de 
rencontre  des  cordes  BD,  CE  et  G  celui  des  cordes  BE,  CD, 
a  droite  FG  est  la  polaire  de  A.  Soit  N  le  point  où  la  polaire 
FG  rencontre  DE  ;  les  points  A,  N,  D,  E  forment  une  division 
harmonique.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  mène  par  A  une  sécante 
quelconque  rencontrant  BE  en  K,  CD  en  L  et  la  polaire  de  A 
en  A',  le  point  A'  conjugué  de  A  par  rapport  au  cercle  est 
précisément  le  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  aux 
points  K,  L. 

Cela  posé,  soient  (fig.  3n)  a,  b  deux  points  d'une  conique 
qui  ne  rencontre  pas  la  droite  A  ;  prenons  sur  cette  conique  un 
point  quelconque  m  et  soient  <x,  p  les  points  d'intersection  de  A 
et  des  droites  am,  bm.  La  droite  bct  rencontrant  la  conique  en 
un  premier  point  b  la  rencontre  nécessairement  en  un  second 
point  n  ;  an  coupe  A  en  7.  Si  l'on  suppose  que  <x  vienne  se 
confondre  avec  7,  fl  viendra  se  confondre  avec  <x. 
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Mais  la  figure  précédente  est  l'a  perspective  d'une  figure 

— u 


Fig.  3 1 1 . 

dans  laquelle  la  conique  est  remplacée  par  le  cercle  de  base  du 
cône  sur  lequel  est  tracée  cette  conique.   Soit  (fig.    3ia)  8'  le 


p 


Fig.  3ia. 

conjugué  harmonique  de  a'  par  rapport  à  p'  et  y'  ;  nous  avons 
vu  [-»3r]  que  a'  et  à'  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle;  de 
sorte  que  a!  et  o'  forment  une  involution.  Il  en  est  de  même,  par 
suite,  de  %  et  6,  ô  étant  le  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport 
à  p  et  v. 

Pour  que  a  et  ô  se  confondent,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  3  ou  y  se  confonde  avec  a  ;  donc  les  points  doubles  de 
l'homographie  (x,  p)  ou  (7,  a)  sont  précisément  les  points  doubles 
de  l'involution  (a,  ô ,  et,  comme  cette  involution  est  évidemment 
indépendante  des  points  a,  b,  il  en  est  de  même  des  points 
doubles  des  divisions  homographiques  considérées. 

/|38.    Tangentes  issues  d'un  point. 

Soient  A,  13  deux  droites  et  p  un  point  donnés.  Nous  sup- 
poserons la  conique  définie  comme  enveloppe  d'une  droite  joi- 

G.  et  N.  Géométrie  éiém.  a(i 
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gnant  deux  points  homologues  variables  m,n  de  deux  divisions 
homographiques  portées  par  les  droites  A,  B,  respectivement. 
Les  droites  pm,  pn  sont  deux  rayons  homologues  de  deux 
faisceaux  homographiques  ayant  même  sommet  p.  Pour  que  la 
droite  mn  passe  par/;,  il  faut  et  il  suffit  que  les  droites  pm,  pn 
se  confondent,  c'est-à-dire  que  mn  soit  un  rayon  double  des 
deux  faisceaux  homographiques.  Donc,  si  ces  deux  faisceaux 
ont  deux  rayons  doubles  réels,  on  pourra  mener  par  le  point  p 
deux  tangentes  à  la  conique.  Si  ces  rayons  doubles  se  con- 
fondent en  un  seul,  il  n'y  aura  plus  qu'une  seule  tangente.  Si 
ces  rayons  sont  imaginaires,  il  n'y  a  plus  de  tangente  issue 
de  p.  Nous  conviendrons  de  dire  que  ces  rayons  imaginaires 
sont  encore  des  tangentes,  mais  des  tangentes  imaginaires.  Ici 
se  présente  la  môme  difficulté  que  pour  les  points  imaginaires 
communs  à  une  droite  et  à  une  conique.  Nous  allons  montrer 
que  les  rayons  doubles  trouvés,  réels  ou  imaginaires,  sont  les 
mômes  quelles  que  soient  les  deux  tangentes  A,  B  données. 

Pour  cela  il  faut  rappeler  d'abord  quelques  propriétés  rela- 
tives au  cercle. 

On  dit  que  deux  droites  sont  conjuguées  par  un  rapport  à  un 
cercle  quand  chacune  d'elle  passe  par  le  pôle  de  l'autre.  Par 
chaque  point  on  peut  faire  passer  une  infinité  de   couples  de 

droites  conjuguées.  En  effet,  par  un 
point  p  quelconque  {ûg.  3i3)  me- 
nons une  droite  A.  La  droite  B 
qui  joint  p  au  pôle  a  de  A  a  son 
pôle  b  sur  A,  ces  deux  droites  sont 
donc  conjuguées  ;  d'ailleurs,  ab  est 
la  polaire  de  p,  qui  est  l'intersec- 
tion des  polaires  de  a  et  b.  Si  ab 
coupe  le  cercle  en  des  points 
réels  c,  dy  les  droites  />c,  pd  sont 
les  tangentes  issues  de  p  ;  d'autre 
part,  a  et  b  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  et,  par  suite, 
par  rapport  à  c,  d.  On  voit  ainsi  que  les  droites  A,  B  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  issues  de 
leur  point  de  rencontre. 
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Réciproquement,  supposons  les  tangentes  pc,  pd  issues  de  p 
réelles  ;  la  corde  des  contacts  cd  est  la  polaire  de  p  ;  si  Ton 
joint  le  point  p  à  deux  points  a,  b  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  c  et  dy  les  droites  A,  B  ainsi  obtenues  seront 
conjuguées  par  rapport  au  cercle.  En  effet,  la  polaire  de  b 
passe  par  /?,  pôle  de  ab,  et  par  a  qui  est  conjugué  de  b  par 
rapport  au  cercle. 

On  voit  que  les  droites  conjuguées  issues  de  p  forment  une 
involution  dont  les  rayons  doubles  sont  les  tangentes  issues 
de  p,  en  supposant  p  extérieur  au  cercle. 

On  peut  d'ailleurs  définir  l' involution  (A,  B)  en  se  donnant 
l'involution  (a,  b)  des  pôles  de  ces  droites  ;  si  R  est  le  rayon 

du  cercle  et  si  la  distance  du  point  p  au  centre  est  égale  à  dy  la 

R1 

polaire  de  p  est  à  une  distance  du  centre  égale  à  -y-  et  si  l'on 

nomme  h  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  cette 
droite,  on  aura 

ha.  hb=^r(d*  —  R*). 

On  peut  remarquer  que,  dans  le  triangle  abp,  chaque  côté 
est  la  polaire  du  sommet  opposé  :  un  pareil  triangle  se  nomme 
triangle  conjugué  au  cercle. 


Fig.  3 14. 

Cela  posé,  considérons  (fig.   3i'»)  un  quadrilatère  complet 
abedef  circonscrit  à  un  cercle.  Je  dis  que  le  point  g  où  la 
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sur  ab,  ap  et  bp  se  confondant  avec  af  et  bf,  on  aura 

(a.  cdep)  —  {h.  cdep); 

donc  ab  appartient  aussi  au  lieu,  qui  se  compose  de  deux 
droites  a b  et  cde. 

Si  quatre  points  b,  c,  d,  c  sont  en  ligne  droite,  on  voit  aisé- 
ment que  le  problème  n'est  plus  déterminé  ;  la  droite  bcde  et 
une  droite  quelconque  menée  par  a  forment  un  système,  qu'on 
peut  considérer  comme  une  conique  satisfaisant  aux  conditions 
données. 

Laissons  ces  cas  particuliers  de  côté. 

On  peut  déterminer  la  tangente  en  chacun  des  points  obtenus. 

Soient,  en  effet,  a,  b,  c,  d,  e  cinq  points  d'une  conique  et  con- 
sidérons les  deux  faisceaux  homographiques  ayant  pour  som- 
mets a  et  b  et  déterminés  par  les  trois  couples  de  rayons 
homologues  ac,  ad,  ae  et  bc,  bd,  be  ;  la  tangente  en  a  est  le 
rayon  du  premier  faisceau  qui  correspond  à  ba  considérée 
comme  faisant  partie  du  second  faisceau. 

4'ii-  Théorème  de  JP&sc&L  —  Les  côtés  opposés  <fun 
hexagone  inscrit  à  une  conique  se  coupent  en  trois  points  situés 
en  ligne  droite. 

Nous  savons  déjà  que  ce  théorème,  étant  vrai  pour  un  cercle, 
se  conserve  en  perspective  et  s'applique  à  une  conique  quel- 
conque. 


Fi  g.  3i(>. 

Voici  une   démonstration   directe.   Soient  (fig.  3 16)  a,  b,  c, 
dt  c,  f  six  points  d'une  conique  ;  on  a  : 

(a.bcef)  ==  (d.bcef) 
=  (d.chfe). 


Or 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  CONIQUES 

ah,  de  se  coupent  en  /, 
af,  de  se  coupent  en  p  ; 


»o; 


ensuite, 


enfin, 


«/>,  dh  se  coupent  en  /;, 
ae,  de  se  coupent  en  e  ; 

ae,  de  se  coupent  en  e, 
af  df  se  coupent  en  f 


Soit  m  le  point  de  rencontre  de  bc  et  ef \  les  droites  lp>  bc,  ef 
passent  par  un  même  point  ['Î92];  c'est  dire  que  /,  mfp  sont  en 
ligne  droite. 

Réciproquement y  si  /,  m,  p  sont  en  ligne  droite,  les  six  points 
sont  sur  une  conique.  En  effet,  on  peut  faire  passer  une  conique 
par  les  cinq  points  a,  b,  c,  d,  e.  Soit  f  le  point  autre  que  a  011 
cette  conique  est  coupée  par  af.  Les  droites  //;,  bc,  ef  sont 
concourantes;  mais  Recoupe 
Ip  en  m  ;  donc  cf  passe  par  m 
et,  par  suite,  se  confond 
avec  cf  ce  qui  prouve  que  f 
est  confondu  avec  f 

Ï4a.  On  a  ainsi  un  moyen 
de  construire  autant  de  points 
qu'on  veut  de  la  conique 
déterminée  par  cinq  points. 
Soient  a,  b,  c,  d,  e  les  cinq 
points  donnés.  On  peut  dé- 
terminer le  second  point  de 
rencontre  f  de  la  conique  et 
d'une  sécante  quelconque  af 
menée  par  a  ;  en  effet,  si  l'on 
détermine  le  point  de  con- 
cours /des  droites  ab,  de  ôt  le  point  de  concours  p  des  droites 
r  </,  af  il  suffira  de  tracer  pi  et  de  déterminer  le  point  m  où  pi 
rencontre  bc;  la  droite  me  rencontrera  «/'au  point  cherché  /'. 

On  peut  déterminer  la  tangente  en  un  quelconque  des  points 
de  la  conique.  En  effet,  si  /"vient  se  confondre  avec  a  (fîg.  3171, 


Fig.   li 7. 


4o8 
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la  droite  af  a  pour  limite  la  tangente  en  a  et  l'en  peut  regarder 
la  ligure  formée  par  le  pentagone  abede  et  la  tangente  en  a 
comme  un  hexagone  inscrit,  ab,  de  se  coupent  en  /  ;  bc,  ae 
en  m  ;  Im  coupe  cd  en  p  ;  ap  est  la  tangente  en  a. 

On  aura  donc  autant  de  points  et  de  tangentes  qu'on  voudra. 


4'|3.  Cas  particuliers.  —  Nous  venons  de  compléter  un 
hexagone  en  considérant  les  côtés  d'un  pentagone  inscrit  et  la 
tangente  en  un  sommet  comme  formant  un  hexagone.  On  peut 
de  même  considérer  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  inscrit 
et  les  tangentes  en  deux  sommets  comme  formant  un  hexagone  ; 
on  ohtient  ainsi  ce  théorème  : 

Les  tangentes  aujc  sommets  opposés  a,  c  (fig.  3i8)  d'un  qua- 
drilatère abcd  inscrit  à  une  conique,  se  coupent  sur  la  droite  qui 
Joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 


Fig.  3i8. 


Fig.  319. 


Enfin,  on  peut  regarder  les  côtés  d'un  triangle  inscrit 
(fig.  3 19)  et  les  tangentes  aux  sommets  comme  formant  un 
hexagone  inscrit  ;  on  a  ainsi  ce  théorème  : 

Les  tangentes  aux  sommets  d'un  triangle  inscrit  à  une  conique 
rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  CONIQUES  409 

444-  Théorème  de  Mac  Laurin  et  Braikenridge.  — 
Supposons  (Cig.  3iG)  les  points  b,c,dte,f  fixes  ;  les  côtés  du 
triangle  alp  passent  par  les  points  fixes  b,  f,  m  et  deux  de  ses 
sommets  glissent  sur  des  droites  fixes,  savoir  :  /  sur  de,  p 
sur  cd.  D'après  le  théorème  de  Pascal,  le  sommet  libre  a 
décrit  la  conique  qui  passe  par  byf,  d,cy  e.  Donc 

.SV  deux  sommets  d'un  triangle  glissent  sur  deux  droites  fixes 
et  que  les  trois  côtés  pivotent  autour  de  trois  points  fixes,  le 
sommet  libre  décrit  une  conique. 

44^-  Théorème'  —  Cinq  tangentes  déterminent  une  conique. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E  les  cinq  tangentes  données  ;  considé- 
rons les  points  de  rencontre  c,  dt  e  de  la  droite  A  avec  chacune 
des  trois  autres  C,D,E  et  les  points  d^d',^  de  rencontre 
de  B  avec  les  mêmes  droites,  comme  des  points  correspon- 
dants de  deux  divisions  holographiques.  Si  Ton  se  donne  un 
point  m  arbitrairement  sur  A,  on  déterminera  m'  sur  B  par  la 
condition  : 

(edem)  =  (c'd'e'm')  ; 

l'enveloppe  des  droites  mm'  est  une  conique  tangente  aux  cinq 
droites  données. 

En  second  lieu,  soit  M  une  tangente  quelconque  à  la  conique 
trouvée  ;  prenons  sur  M  un  point  quelconque  t  et  cherchons 
les  tangentes  issues  de  /.  Les  tangentes  à  toute  conique  tan- 
gente à  A  et  B  déterminent  sur  A  et  B  deux  divisions  homo- 
graphiques  ;  en  joignant  les  points  correspondants  de  ces 
divisions  au  point  /  on  aura  deux  faisceaux  homographiques. 
Ces  faisceaux  sont  déterminés  dès  qu'on  connaît,  outre  A 
et  B,  trois  autres  tangentes  G,  D,  E  ;  les  rayons  doubles 
sont  les  tangentes  issues  de  t  ;  donc,  s'il  y  avait  deux  co- 
niques tangentes  aux  cinq  droites,  ces  coniques  auraient  les 
mêmes  tangentes  issues  de  t.  On  voit  ainsi  que  toute  tan- 
gente M  à  l'une  d'elles  serait  tangente  à  l'autre.  On  en  conclut 
qu'il  n'y  a  qu'une  conique  tangente  aux  cinq  droites. 

Le  raisonnement  serait  en  défaut  si  l'une  des  droites,  G, 
par  exemple,  passait  par  le  point  de  concours  des  deux  autres 
D  et  E  ;  car,  dans  ce  cas,  la  conique  se  réduirait  à  un  système 


4io 
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de  deux  points  :  le  point  de  concours  de  C,  D,  E  et  celui  de 
A  et  B. 

Si  quatre  des  droites  données,  B,  C,  D,  E,  par  exemple, 
sont  concourantes,  on  voit  aisément  que  le  problème  n'est 
plus  déterminé;  le  point  de  concours  de  B,  C,  D,  E  et  un 
point  quelconque  de  A  forment  un  système  que  Ton  peut 
regarder  comme  l'enveloppe  des  cinq  droites  données. 

4'|6.  Théorème  de  Briancbon  (corrélatif  du  théorème  de 
Pascal).  —  Les  droites  joignant  les  sommets  opposés  d'un  hexa- 
gone circonscrit  a  une  conique  sont  concourantes. 

Soient  (fig.  3ao)  A,  B,C,  D,  E,  F  six  tangentes  à  une  conique. 

Les  tangentes  B,  C,   E,  F  cou- 

t>         pent  A  aux  points  «,  b,c,d  et  D 

aux  points  a',  b1,  r7,  d'  et  Ton  a 

PxA t* «(*■> 

(abcd)  =  (a'b'c'd')  ; 


d'où 


(abcd)  —  (b'a'd'c'), 


Par  suite,  les  points  de  concours  :  /,  des  droites  ac\  dV  ;  m, 
des  droites  aa\  bb'  et/?,  des  droites  dd\  ccf,  sont  en  ligne 
droite  [3<)i],  ce  qui  démontre  la  proposition. 

La  réciproque  s'établit  comme  celle  du  théorème  de  Pascal. 


4 .'17.  Le  théorème  dé  Brian chon  permet  de  déterminer  autant 
de  tangentes  que  Ton  veut  de  la  coni- 
que tangente  à  cinq  droites  données. 

En  effet,  prenons  un  point  quel- 
conque e  (fig.  3a  1)  sur  la  tangente  E; 
en  appliquant  le  théorème  de  Brian- 
cbon, on  obtient  immédiatement  le 
point  f  où  la  tangente  ef  issue  de  c 
rencontre  la  tangente  A.  Car  les 
droites  *rf,  be  se  coupent  en  g\  cf  devant  passer  par  g,  il  suffit 
de  tracer  cgy  qui  rencontre  A  au  point  cherché  f. 

On  peut  également  obtenir  le  point  de  contact  de  chaque 


Fig.  3a  1. 
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tangente  ;  car,  si  Ton  suppose  que  le  point  a'  dune  conique 
se  rapproche  indéfiniment  du  point  a  de  la  même  conique,  la 
droite  aa'  a  pour  limite  la  tangente  en  a 
et,  par  suite,  son  pôle,  qui  est  le  point 
de  concours  des  tangentes  en  a  et  a1, 
a  pour  limite  le  point  a.  D'après  cela, 
soit  abcde  (fig.  3si)  un  pentagone  cir- 
conscrit et  soit  m  le  point  de  contact  du 
côté  ab  ;  on  pourra  regarder  ma  et  mb 
comme  deux  côtés  différents  et  l'on  aura 
ainsi  un  hexagone  mbcdca  ;  par  suite,  ac 
et  be  se  coupent  sur  dm  ;  on  aura  donc  m  à  l'intersection  des 
droites  a b  et  dgy  g  étant  le  point  de  concours  de  ac  et  be. 

4 ',8.  Cas  particuliers.  —  Outre  le  pentagone  que  nous 
venons  de  considérer,  on  peut  examiner  d'autres   cas  particu- 
liers.  On   obtient   ainsi   les  théorèmes 

suivants  : 

Les  diagonales  d'un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  une  coni- 
que (iîg.  3*3)  et  les 
droites  joignant  les 
points  de  contacts 
des  cotés  opposés  sont  concourantes. 

Les  droites  joignant  les  sommets  d'un  trian- 
gle circonscrite  une  conique,  a  u.r  points  de 
contacts  des  côtés  opposés,  sont  concourantes. 

44 9.    Théorème   de   Dèsargues.  — 

Une  sécante  quelconque  détermine  une  invo- 
lut  ion  sur  les  côtés  opposés  d'un  quadrila- 
tère inscrit  à  une  conique  et  sur  cette  conique. 
Soient  (fig.  3i'i)  a,  f*  les  points  de  ren- 
contre des  côtés  ab*  ad  et  a',  $'  ceux  des 
côtés  cb,  cd  du  quadrilatère  abcd  avec  une 
droite  quelconque;  enfin,  soient  m,  m'  les  points  (réels  ou 
imaginaires)  communs  à  cette  droite  et  à  une  conique  circon- 
scrite au  quadrilatère  abcd.  Les  points  m,  m!  sont  les  points 


Fig.  3 ai. 


Fig.  324. 
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doubles  des  divisions  homographiques  a, a';  fi,  £'...,  détermi- 
nés sur  la  sécante  par  les  rayons  conjugués  ab,  cb  ;  arf,  cd  ...  ; 
donc  [loi]  les  six  points  a,  fi';  j3,  a';  m,  m'  sont  en  involution. 

'j5o.  Remarque.  —  Si  l'on  considère  le  quadrilatère  abdc, 
formé  par  les  côtés  a b}  cd  et  les  deux  diagonales  bd,  ac  du 
premier  quadrilatère,  un  raisonnement  analogue  prouve  que 
.  a,  [4';  y,  y'  ;  /«,  /m'  sont  en  involution,  y  et  y'  étant  les  points  de 
rencontre  de  la  sécante  et  des  diagonales.  On  peut  donc  dire 
que  les  points  où  la  sécante  est  coupée  par  toutes  les  coniques 
passant  par  les  quatre  points  a,  £,  c,  d  forment  une  involution, 
définie  par  les  trois  couples  a,  jâ'  ;  fi,  a'  ;  y»  y'* 

Les  points  doubles  de  cette  involution  sont  les  points  de 
contact  de  la  sécante  avec  les  coniques  passant  par  les  quatre 
points  donnés  qui  lui  sont  tangentes. 

Donc  il  y  a  deux  coniques,  au  plus,  tangentes  à  une  droite 
donnée  et  passant  par  quatre  points  donnés. 

Corollaire.  —  Si  un  quadrilatère  inscrit  à  une  conique  se 
déforme  de  façon  que  trois  des  côtés  tournent  autour  de  trois 

points  situés  sur  une 
ligne  droite,  le  quatrième 
côté  tourne  autour  d'un 
point  situé  sur  la  même 
droite. 

En  effet,  si  les  points 
y,  jï',  a',  par  exemple, 
sont  donnés,  le  point  8 
est  déterminé. 

/i5i.    Cas    particu- 
lier.   —  Considérons 
(fig.  3 2 5)  une  conique 
tangente  à  deux  droites 
Fi«   325  A,  B  en  a,  b\  soit  n  un 

point  de  cette  conique. 

Quand  n  vient  se  confondre  avec  a,  na  se  confond  avec  A, 

donc  si  a  est  le  point  de  rencontre  de  A  et  d'une  droite  A  et  a' 
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le  point  de  rencontre  de  ab  avec  A,  %  et  a'  sont  deux  points 
correspondants  des  divisions  ho mo graphiques  tracées  par  an 
et  bn  sur  A.  Quand  n  vient  se  confondre  avec  b,  an  se  confond 
avec  ab  et  coupe  A  en  un  point  p  (confondu  avec  a')  et  à  p  cor- 
respond le  point  d'intersection  jS'  de  B  et  A.  Les  points  de  ren- 
contre m,  m  de  la  conique  et  de  A  sont  les  points  doubles  des 
divisions  homographiques  considérées  ;  il  en  résulte  que  a,  P'  ; 
p,  a';  m,  m!  sont  en  involution  ;  et  Ion  voit  que  le  point  de 
rencontre  de  ab  avec  A  est  l'un  des  points  doubles  de  l'involu- 
tion  (a,  p';  m,  /«'). 

'»>2-  Théorème  corrélatif  de  celui  de  Dèsargues. — 

Quand  un  quadrilatère  abcd  est  circonscrit  à  une  conique,  les 
tangentes  à  la  conique  issues  d'un  point  P  et  les  deux  couples 
de  droites  menées  du  même  point  aux  sommets  opposés  du  qua- 
drilatère sont  en  involution. 

Démonstration  analogue  à  celle  du  théorème  direct.  Les 
droites  Va,  Pd  ;  Pb,  Pc  sont  des  rayons  conjugués  de  deux 
faisceaux  homographiques  dont  les  rayons  doubles  sont  les 
tangentes  issues  de  P  ;  donc  Pa,  Pc  ;  Pb,  Pd  et  les  deux  tan- 
gentes issues  de  P  sont  en  involution. 

Les  droites  qui  joignent  le  point  P  aux  points  de  con- 
cours c,  /"des  côtés  opposés  du  quadrilatère  appartiennent  à 
la  même  involution. 

On  peut  donc  dire  que  les  tangentes  issues  de  P  à  toutes 
les  coniques  inscrites  à  un  quadrilatère  appartiennent  à  l'invo- 
lution  définie  par  les  trois  couples  de  droites  qui  joignent  le 
point  P  aux  sommets  opposés  et  aux  points  de  concours  des 
cotés  opposés  du  quadrilatère. 

Les  rayons  doubles  de  Tinvolution  que  nous  venons  de  con- 
sidérer sont  les  tangentes  en  P  aux  coniques  tangentes  aux 
quatre  droites  données  et  passant  par  P.  Donc  il  y  a,  au  plus, 
deux  coniques  tangentes  à  quatre  droites  données  et  passant 
par  un  point  donné. 

Corollaire.  —  Quand  un  quadrilatère  circonscrit  à  une 
conique  se  déforme  de  façon  que  trois  des  sommets  décrivent 
trois  droites  passant  par  un  même  point,  le  quatrième  sommet 
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Fig.  3-26. 


décrit  une  quatrième  droite  passant  par  le  point  de  concours 
des  ti*ois  premières. 

4  55.  Cas  particulier.  —  Soit  c  (fig.  3*6)  le  poinl  de  con- 
cours   des   tangentes   A,  B  dune  conique    et  soient  a,  b  les 

points  de  contact. 

Les  droites  joignant  un  point 
fixe  o  aux  points  d  intersection 
d'une  tangente  mobile  pq  et  des 
tangentes  fixes  A,  B  sont  deux 
rayons  conjugués  de  deux  fais- 
ceaux holographiques.  Si  q  vient 
en  b,  p  vient  en  c  et,  si  p  vient  en 
a,  q  vient  en  c  ;  enfin,  les  tangentes 
G  et  D  issues  de  e,sont  les  rayons 
doubles  des  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  considérés  ;  donc  (pay  ob),  (oc,  oc),  (C,  D)  forment 
une  involution  et  Ton  voit  que  oc  est  l'un  des  rayons  doubles 
de  r involution  définie  par  (oa,  ob)  et  (C,  D). 

'i5'|.  Applications  du  théorème  de  Désargues  et  du 
théorème  corrélatif  à  la  construction  des  coniques. 

Nous  savons  déjà  construire  une  conique  dont  on  donne 
cinq  points  ou  cinq  tangentes.  On  peut  déterminer,  à  laide  du 
théorème  de  Désargues  et  de  son  corrélatif,  les  coniques  pas- 
sant par  quatre  points  et  tangentes  à  une  droite,  ou  tangentes  à 
quatre  droites  et  passant  par  un  point,  et  les  coniques  passant 
par  trois  points  et  tangentes  à  deux  droites,  ou  tangentes  à  trois 
droites  et  passant  par  deux  points. 

i°  On  donne  quatre  points  et  une  tangente.  Il  suffit  d'avoir 
le  point  de  contact  de  la  tangente.  Nous  avons  dit  plus  haut 
que  ce  point  est  l'un  des  points  doubles  de  l' involution  déter- 
minée sur  cette  droite  par  les  couples  de  côtés  opposes  et  les 
diagonales  d'un  des  quadrilatères  formé  par  les  quatre  points. 
11  y  a  deux  solutions  au  plus. 

a0  On  donne  quatre  tangentes  et  un  point.  La  tangente  issue 
du  point  est  l'un  des  rayons  doubles  de  linvolution  définie  par 
les  trois  couples  de  droites  obtenues  en  joignant  le  point  donné 
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aux  sommets  opposés  et  aux  points  de  rencontre  des  côtés 
opposés  d'un  des  quadrilatères  formés  par  les  quatre  tangentes 
données.  Il  y  a  deux  solutions  au  plus. 

3°  On  donne  trois  points  a,  b,  c  et  deux  tangentes  D,  E.  On 
cherche  les  points  de  contact  d,  e.  Soient  />,  //,  /  les  points  de 
rencontre  de  ab  avec  D,  E  et  de  ;  l  est  l'un  des  points  doubles 
de  l'involution  (a,  b  ;  />,//)  ;  de  môme,  si  ac  rencontre  D  en  q, 
E  en  q'  et  de  en  //*,  m  est  l'un  des  points  doubles  de  l'involution 
(a,  c  ;  q,  q').  On  déterminera  les  points  doubles  /,  V  et  /«,  //*' 
de  ces  deux  involutions.  La  droite  de  sera  Tune  des  droites 
//»,  /'m',  ///*',  /'/w  ;  il  peut  donc  y  avoir  quatre  solutions.. 

4°  On  donne  trois  tangentes  A,  B,  G  et  deux  points  d,  e.  On 
cherchera  le  point  de  concours  /  des  tangentes  en  d  et  e. 
Soient  h  le  point  de  concours  de  A  et  B,  k  celui  de  A  et  C  ; 
///  est  l'un  des  rayons  doubles  de 
l'involution  (A,B  ;  lui,  lie)  et  kl  un 
des  rayons  doubles  de  l'involution 
(A,  G;  kd,  ke).  On  cherchera  les 
rayons  doubles  L,  L'et  M,  M'  de  ces 
deux  involutions.  Le  point  /  sera  l'un 
des  points  de  rencontre  des  droites 
L,  M;  L',  M'  ;  L,  M';  L',  M.  11  peut 
donc  y  avoir  quatre  solutions. 

4 55.   Théorème  de  Carnot.  — 

Soient  (fig.  'ia;)  a,  a'  ;  b,  b!  ;  ct  cf  les 
points  d' intersection  des  côtés  BC,  G  A, 
AB  d'un  triangle  et  d'une  conique;  on  a 


«C 


X 


«'B 


a'C 


t-X 


bC         b'C 

"^rx  ^a  x 


En  effet,  soient  m  le  point  de  rencontre  de  ab  et  de  AB  et  m' 
le  point  de  rencontre  de  a'b'  et  du  même  côté  AB.  On  a 


aB 

«C 

a'B 

~â1C 


X 


X 


bC 

bk 

b'Q 
b'k 


X 


X 


mk 
mB 
m'A 
wt'B 


=  +  i. 

■=+  L 
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En  outre,  les  points  A,  B;  r,  c'\  m,  m1  sont  en  involution  [449]; 
donc  [400J  : 

cK         c'A         wA         m'A 


X— 77T-  = rr  X 


cB  c'B  /«B         iw'B 

En  multipliant  membre  à  membre  les  trois  dernières  égali- 
tés, on  obtient  précisément  celle  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

456.  Remarque.  —  La  démonstration  subsiste  même  si  c  et 
c'  sont  imaginaires,  c'est-à-dire  si  AB  ne  rencontre  pas  la 
conique,   car   le  théorème   de   Désargues   s'applique   encore 

dans  ce  cas.  Il  reste  à  étendre 


* .  ■« 


A  «        «'   b  C  ]a  démonstration  au  cas  où  deux 

Fig.  3a8.  côtés,  ou  même  les  trois  côtés, 

ne  coupent  pas  la  conique. 
Pour  cela,    remarquons  que,   si  nous  désignons  (lig.  3*8) 
par  (AB)  le  produit 

aA  a' A 

"ûB"X  "ôlP 

on  a 

(AB)  X  (BA)  =  1  ; 

car 

(AB)  =  ^Lx-?*         (BA)=-î|-X^J-. 
v      '         ah        a'B  v       '         «A         a'A 

En  second  lieu, 

(AC)  x  (CB)  -  (AB)  ; 

car 

aA  a'A  aC  a'C 

(AC)  =:  — ^-  x  —77^,        CB)  =  — --x  —70-  î 
x      '  aC  «'C  «B  a'B 

donc 

(AC)  (CB)=  -jg-x  -^-X  ^-X  -^g-  =  (AB). 

Cela  posé,  soit  (iig.  3*29)  ABC  un  triangle  dont  un  seul 
côté  BC  rencontre  la  conique.  On  peut  mener  par  A  une 
sécante  AD  qui  la  rencontre.  On  a  : 

(AB)(BD)  (DA)=  1, 

(AD)  (DC)  (CA)  =  1  : 
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d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  et  simplifiant  : 

(AB)  (BC)  (CA)  =  i. 


4«7 
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Si  aucun  côté  ne  rencontre  la  conique  (fig.  33o),  on  mènera 
la  sécante  AD  qui  la  rencontre,  et  Ton  aura 

(AB)  (BD)  (DA)  =  1, 
(AD)  (DC)  (CA)  =  1  ; 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  et  simplifiant,  on  retrouve 
encore  la  relation  de  Carnot. 

Application.  —  Soient  a,  b,c  (fig.  Y\\)  les  points  de  contact 
d'une  conique  inscrite  à   un  trian- 
gle AH  G  ;  on  a  A 


«B 


«C 


bk. 


cH 


puisque  a  et  a\  b  et  £',  c  et  c'  sont 
confondus. 

En  remarquant  que  a,  b,  c  ne 
peuvent  être  en  ligne  droite,  on 
déduit  de  la  relation  précédente 

r/B        bC         r\ 


(iC 


bA 


cB 


Fig-.   33 1. 


donc  Aa,  B£,  Ce  sont  concourantes  ;  ce  que  nous  savions  déjà. 
G.  et  N.  Géométrie  clcm.  27 
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V!>7.  Généralisation.  —  La  relation  de  Carnot  s'étend  à  un 

polygone  quelconque. 

En  effet,  supposons-la  vraie  pour 
n  côtés,  par  exemple,  pour  n  —  j  ;  je 
dis  qu'elle  est  vraie  pour  n  =  G.  En 
effet,  on  a  (lig.  3 3 a")  : 

(AfAf)  (AtA,)  (A3A4)  (AtA1)(ABA1)  =  i  : 
A  .  mais 

Ac  As 

Fig.  33*.  (A,A5)  (A8AS)  (AfA,)  =  i. 

En  multipliant  membre  à  membre,  on  obtient 

(AjA,) (A6A,)  —  i. 

/|58.  Théorème  de  Mac-Laurin.  —  On  mène  par  B  et  C 
(6g.    333)    deux    sécantes    parallèles,    coupant    une    conique 


Fig.  m. 

en  b,  b'  et  c,  c'.  Soient  a,  a',  les  points  de  rencontre  de  BC  et 
des  droites  bc,  b'c'.  On  a  : 


(B 


bB 


a'B 


//B 


d'où 


«C    ~~    cC  7  a'C    ~    t'C   ' 

aB        a'B  bB.b'B 


xC         a'C 


cC.c'C 


Mais  la  sécante  BG  coupe  la  conique  et  les  côtés  opposés  du 
quadrilatère  inscrit  bcb' c'  en  six  points  formant  involution  ; 
donc  ['»oo]  : 


aB         a'B 


aB        a'B 


olC 


a'C 


aC 


a'C  ' 
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par  suite, 

bBb'B  _  «B        a'B  __ 
cC.c'C    -"Se"*  ~^C   -  lBL}- 

Le  rapport  ■  r'  ,r  est  donc  indépendant  de  la  direction  des 
deux  sécantes. 


.'pg.  Corollaire.  —  TAéorème  de  Newton*  —  Soient 
(fig.  33.'i)  A  et  A'  les  sommets  de  deux  angles  dont  les  côtés 
parallèles  rencontrent  une  conique  en  a,  b;c,d  et  a',  V  ;c'  ,d! .  On 
a,  en  vertu  du  théorème  de  Mac-Laurin  : 


ou  bien 


Art.Afr 
AV.A7V 


Art.A/i 


kc.kd 


kc.kd 

AV.A'rf' 


M  a'.  Mb' 
k'c'.k'd' 


ka.kb 


Le  rapport    .    '     ,  est  donc  indépendant  de  la  position  du 
point  A  ;  il  ne  dépend  que  de  la  direction   des  deux  côtés  de 


l'angle. 


Fig.  334. 


iGo.  Application  du  théorème  de  Newton-  —  Soient 
(fig.  33 j)  A'A  =  '2rt,  B'B  =  'ib  deux  diamètres  conjugués  dune 
conique  ;  MM'  une  corde  parallèle  à  BB',  dont  le  milieu  P  est 
sur  A7 A  : 


PM.PM' 
PA.PA' 


PB. OB' 
OA.OA'  : 


4'iO 

donc 
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PM"=  -VA'P.PÀ. 
aJ 


461.  Remarque.  —  Les  théorèmes  de  Mac-Laurin  et  de  New- 
ton peuvent  se  déduire  de  celui  de  Carnot,  en  supposant  que 
l'un  des  sommets  du  triangle  ABC  (fig.  3*27)  s'éloigne  à  l'infini. 

Remarquons,  en  effet,  que,  si 
un  point  m  (fig.  33G)  s'éloigne 
indéfiniment  dans  la   direction 

A  A,  le  rapport  — g-  tend  vers  1 . 

Car,  si  Ton  mène  la  bissectrice 
rnp  de  l'angle  B/wX,  on  a 


Fig.  3J<>. 


mA 
~mB 


£L 
PB 


Mais  si  m  s'éloigne  indéfiniment  sur  AX,  p  s'éloigne  indéfi- 

niment  sur  AB  ;  donc  ^-rr-  tend  vers  1   et  il   en  est  de   m£nie 

,     mÀ 
de  — jr— • 
mB 

Cela  posé,  soient  (fig.  ^27)  a  et  a\  b  et  b\  c  et  c'  les  points 

de  rencontre  dune  conique  avec  les  trois  cotés  BC,  CA,  AB 

d'un  triangle  ABC.   Ecrivons  la   relation  de  Carnot  sous  la 

forme 

Bc.Br'       kb       A//         Ba       Ba' 


Cb.Cb' 


x 


Ac' 


Ca       Ca' 


puis   supposons    que  le   point  A   s'éloigne  à  l'infini   dans  la 
direction  Bc.  Les  sécantes  Bcr\   Cbb'  deviennent  parallèles  ; 

les  rapports  — -  >    — ^-j-  tendent  vers    1  ;  donc    la   relation  de 
Carnot  devient 


Ac' 

Br .  Bc' 
Cb.Cb' 


Ba       Ba' 


Ca       Ctt' 


ce  qui  est  précisément  la  relation  de  Mac-Laurin. 


Cas  particuliers.  —  Supposons   que  l'un  des   points   de 
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rencontre  de  la  droite   BC  avec  la  conique,  a\  par  exemple, 
soit  à  l'infini  ;  dans  ce  cas 

Ba' 


Ca' 


et  la  relation  précédente  devient 


ou 


Bc. 
Cb. 

Bc' 
Ci/ 

__  B« 
Ca 

Bc.B 

le'  _ 

Ch.CI/ 

Ba 


Ca 


Si  les  deux  points  de  rencontre  de  BC  avec  la  conique  sont 
à  l'infini,  c'est-à-dire  si  la  droite  BC  est  une  asymptote,  on  a 


Ba 
Ca 


Ba' 


Ca 


-  =  «; 


donc,  dans  ce  cas, 


Bc.Bc'=iCb.Cb'. 


\(y*.  Application. —  Soient  (fig.  ll^NM,  N'M'  deux  cordes 

parallèles  d  une  parabole,  APP'  le  diamètre 
conjugué  à  leur  direction  ;  on  a  : 


PM.PN 
PA 

ou 

PM2  _ 
AP 

—        P'A       ' 
:  constante. 

f    /p   /p' 

n  /  L'r                 v 

N\  / 
Fig.  337. 

y^C ^s 

Fig.  338. 

î6"i.  Théorème  de  Pappus.  —  Le  produit  des  distances 
d'un  point  d'une  conique  à  deux  côtés  opposés  d'un  quadrila- 
tère abcd  inscrit  à  cette  conique  est  dans  un  rapport  constant 
avec  le  produit  de  ses  distances  aux  deux  autres  cotés. 

En  effet,  am  et  cm  (fig.  338)  étant  deux  rayons  conjugués  de 
deux  faisceaux  homographiques,  si  Ton  abaisse  de  m  des  per- 
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pendiculaires  /?//>,  mp'  et  mq,  mq'  aux  rayons  conjugués  ab,cb 
et  ad,  cd,  on  a  [38cj] 

~7TT"  —  A  "Z77  ' 


mq  mq' 

OU 

mp.mq'    . 

mq.mp' 

\(>\.  Application  de  l'homologie  à  la  théorie  des 
foyers*  —  Cherchons  si  une  conique  peut  être  homologique 
d'un  cercle  ayant  son  centre  au  centre  dhomologie.  S'il  en  est 
ainsi,  en  appelant  m  un  point  de  la  conique  et  m'  le  point  cor- 
respondant du  cercle,  si  l'on  considère  la  droite  I  qui  corres- 
pond à  la  droite  de  l'infini  du  plan  du  cercle,  et  si  mp  est  la 
distance  de  m  à  la  droite  I,  on  a  vu  [\i  \]  que 

S/« 

S/m'  =  A- ; 

mp 

donc,  si  le  point  S  est  le  foyer  et  I  la  directrice  correspondante, 
le  lieu  de  mf  sera  un  cercle  de  centre  S.  Nous  allons  prouver 
que  ces  conditions  sont  nécessaires. 

Pour  cela,  rappelons-nous  que  deux  coniques  homologiques 
sont  homographiques.  Or,  si  deux  coniques  C,C  sont  homo- 
graphiques  et  si  le  point  m  a  pour  polaire  M  par  rapport  à  G, 
le  point  correspondant  m1  aura  pour  polaire  M'  par  rapport 
à  C,  M'  étant  la  droite  qui  correspond  homographiquement 
à  M  ;  car,  si  l'on  mène  par  m  une  sécante  rencontrant  la  conique 
C  enp,q  et  la  droite  M  en  u.,  les  points  m,  u.  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  p,q;  donc  si  p\q\  u/ correspondent 
à/?,  q,  \l  respectivement,  les  quatre  points  ni\  u/,//,  q'  formeront 
aussi  une  division  harmonique,  ce  qui  prouve  que  M'  est  la 
polaire  de  m'. 

Soit  N  une  droite  passant  par  m  ;  M  et  N  sont  conjuguées. 
La  droite  N;  correspondant  à  N  passera  par  m'  ;  donc  M'  et  N' 
sont  aussi  deux  droites  conjuguées.  Si  M'  et  N'  sont  des  dia- 
mètres de  C,  ce  seront  des  diamètres  conjugués  de  cette 
conique. 
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iG5.  Cela  posé,  proposons-nous  de  déterminer  les  conditions 
pour  que  deux  coniques  C,C  soient  homologiques,  le  centre 
dhornologie  étant  le  centre  S  de  la  conique  C. 

Remarquons  que  la  polaire  de  S  par  rapport  à  C  doit  être 
la  droite  de  l'infini,  ce  qui  prouve,  puisque  le  point  S  se  cor- 
respond à  lui-même,  que  la  droite  I  doit  être  la  polaire  de  S 
par  rapport  à  la  conique  G. 

Supposons  d'abord  que  cette  dernière  soit  une  conique  à 
centre,   par   exemple  une  ellipse.  Soient  (fig.  3^9)  aa'  le  dia- 


Fig.  339. 

mètre  de  cette  ellipse  qui  passe  par  S  et  bb1  le  diamètre  paral- 
lèle à  I  ;  ces  diamètres  sont  deux  diamètres  conjugués.  La 
droite  I  étant  la  polaire  de  S  par  rapport  à  C,  le  dia- 
mètre na!  et  la  parallèle  à  bb'  menée  par  S  sont  des  droites 
conjuguées  par  rapport  à  C  ;  donc  ce  sont  aussi  des  droites 
conjuguées  par  rapport  à  C,  puisqu'elles  passent  par  le  centre 
dhornologie,  par  suite,  ce  sont  deux  diamètres  conjugués  de  la 
conique  C.  Soient  a,  a'  et  p,  Jj'  les  extrémités  de  ces  diamètres; 
ftp  et  a'p'  étant  les  distances  de  a  et  de  a'  à  la  droite  1,  on  a  [\  1  VI 


.     Sa 
ap 


Sa'  =  À 


Sa' 
a'p' 
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Si  Ton  appelle  /  le  point  de  rencontre  de  an'  et  de  'I ,  et  S</ 
la  distance  de  "S  ù  la  droite  I,  on  a  : 

—  -  _L.-i._JL. 
/h  ta  ta' 

ou 

bq  ap         a'p' 

Par  conséquent,    en   remarquant  que    Sa'  ■=.  —  Sa  et,   paT 

suite, 

X  Sa  X  S* 


Sa  '  a'p1  Sa' 


on  a 


ap  sa  ap 


_X  i      II       _Oa 


/<_  e~   > 


ou 


S<y         Sa         Sa  a'S  «'S.  Sa 

a'S. Sa         X 


Sa__ 


Oa  S<y 


Soient  //*,  mf  les  extrémités  de  la  corde  parallèle  à  I  menée 
par  S;   les  distances  de  ces  points  à  I  étant  égales  à  Sa,  on  a  : 

SA  —  X   Sm 

donc 

Sa  a'S. Sa 


S3  Oa.S//*  ' 


Mais  si  Ion  pose  Oa  _-:a,  Ob  =  -b,  on  sait  que 

Sîw2  .     />2 


=  + 


a'S.  Sa  a- 

et 

a'S.Sa  =  a2  —  OS2  ; 

donc 


Sa        V  a2  —  OS2 


Sp  /; 

Gela  étant,  pour  que  la  conique  C  soit  un  cercle,  les  deux 
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diamètres  conjugués  Sa,  S$  doivent  être  rectangulaires  et 
égaux.  Pour  que  ces  diamètres  soient  rectangulaires,  il  faut 
et  il  suffit  que  an1  et  bb'  soient  les  a.res  de  l'ellipse  C,  et  la  con- 
dition Sa=  S£  donne 

ÔS2  =  «2  —  /A 

On  trouve  donc  que  le 
point  S  doit  être  l'un  des 
deux  foyers. 

î(>6.  Supposons  main- 
tenant que  la  conique  C 
soit  une  parabole  (fig.  \  îo)  ; 
on  voit  encore  que,  Sa 
étant  le  diamètre  de  G 
mené  par  S  et  S?  la  pa- 
rallèle à  I,  Sa  et  Sp  sont  deux  diamètres  conjugués  de  C'.  On 
a,  en  remarquant  que  a  est  le  milieu  de  iS,  les  notations  étant 
les  mômes  que  dans  le  premier  cas  : 


Fig.  3.|0. 


et 


ap 


Sp  =  >  s'" 


S7 


d'où 


Sa 


S,/   ' 


S  m 


Mais  [\(vi  ,  en  désignant  par//  une  constante,  on  a 


donc 


S/M'ma/î'.aS  ; 
S«  \'_  a<iS 


Pour    que    C    soit    un    cercle,   G    étant   une    parabole,    il 
faut  encore  que  Sa  et  S£  soient  deux  diamètres  rectangulaires 
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et  égaux  ;  donc  «S  doit  être  l'axe  de  la  parabole,  et  l'on  doit 
avoir 


c         P 

ab  =z  — 


•i 


p  désignant  le  paramètre  de  la  parabole. 
Le  point  S  doit  donc  être  le  foyer. 

467.  Propriétés  des  foyers.  —  On  retrouve  ainsi  les 
propriétés  des  foyers  : 

i°  Si  m  et  //*'  sont  deux  points  correspondants  de  la  conique 
et  du  cercle  homologique,  on  a  trouvé  la  formule 

c    /       •*    Sm 


mp 


Sm'  étant  le  rayon  d'un  cercle,  on  a 

Swi 


mp 


=  constante. 


C'est  la  propriété  relative  au  foyer  et  à  la  directrice,  et  nous 
voyons  que  la  directrice  est  la  polaire  du  foyer. 

•2°  Deujr  droites  conjuguées  menées  par  le  foyer  sont  rectan- 
gutaircs,  puisque  ce  sont  deux  droites  conjuguées  par  rapport 
à  un  cercle. 

Réciproquement,  si  deux  droites  conjuguées  menées  par  un 
point  sont  toujours  rectangulaires,  ce  point  est  un  foyer,  car 
la  conique  homologique  qui  a  ce  point  pour  centre  est  néces- 
sairement un  cercle. 

Cette  proposition  importante  est  due  à  La  Hire  (i68j).  Elle 
donne   immédiatement  la  solution  de    ce    problème  : 

Ktant  donnés  une  conique  C,  un  point  /"et  une  droite  A  dans  le 
plan  de  cette  conique ,  on  demande  de  trouver  un  plan  P  et 
un  point  ()  de  telle  sorte  que  la  perspective  de  C  sur  le  plan  P, 
l'œil  étant  au  point  O,  soit  une  conique  dont  la  perspective  du 
point  f  soit  un  foyer,  et  que  la  perspective  de  A  soit  à  1'in- 
iini. 

Si  l'on  considère  les  droites  conjuguées  par  rapport  à  C 
issues  de  /*,  elles  tracent  sur  A  une  involution  dont  les  points 
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doubles  seront  imaginaires  si  les  tangentes  à  C  issues  de  /"sont 
imaginaires.  Nous  supposerons  qu'il  en  soit  ainsi.  Alors,  il  y  a 
dans  le  plan  de  la  conique  deux  points  fixes  B,  B'  d'où  l'on 
voit  tous  les  segments  de  l'involution  sous  un  angle  droit.  Il 
suffit  de  prendre  le  point  0  en  un  point  du  cercle  décrit  sur 
BB'  comme  diamètre,  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
de  la  conique  C,  et  le  plan  P  parallèle  au  plan  déterminé  par 
la  droite  A  et  le  point  0.  Car  si  m  et  m'  sont  deux  points  conju- 
gués de  l'involution  considérée,  les  droites  />//,  fin'  auront 
pour  perspectives  deux  droites  parallèles  à  O/w  et  à  0//i',  c'est- 
à-dire  deux  droites  rectangulaires  ;  par  suite,  deux  droites 
conjuguées  issues  de  la  perspective  f  de  f  par  rapport  à  la 
conique  C  perspective  de  C,  seront  rectangulaires.  Le  point  f 
.sera  donc  un  foyer  de  C'  et  comme  la  perspective  de  A  est  à 
l'infini,  toutes  les  conditions  seront  remplies. 

En  particulier,  si  l'on  suppose  que  /*soit  le  pôle  de  A,  /"sera 
le  centre  de  C  et,  par  suite,  C  sera  un  cercle. 

Pour  que  deux  points  f,f  intérieurs  à  G  aient  pour  perspec- 
tives les  foyers  de  C,  il  suffit  de  considérer  les  points  a,  a' 
où  ff  coupe  la  conique  G  et  les  points  g,  g'  qui  divisent  har- 
uioniquement  les  segments  aa',  ff1  et  de  projeter  de  façon 
que  la  perspective  de  /"soit  un  foyer  et  celle  de  g  ou  de  g1  le 
centre,  et,  par  suite,  il  suffira  de  prendre  pour  a  la  polaire 
d'un   des  deux  points  g,gf. 

EXERCICES 

1.  Inscrire  à  une  conique  un  triangle  dont  les  côtés  passent  par 
trois  points  situés  en  ligne  droite. 

—  On  applique  le  corollaire  du  théorème  de  Désargues. 

1.  Déduire  le  théorème  de  Pascal  de  celui  de  Désargues. 

—  Soit  abedef  un  hexagone  inscrit  à  une  conique.  On  considère 
les  deux  quadrilatères  abcd,  adef.  Soient  /  le  point  des  concours  de 
«A,  de  et  m  celui  de  bc,  ef.  La  droite  Im  rencontre  les  côtés  ab7  bc% 
ad  du  premier  quadrilatère  aux  mêmes  points  que  les  côtés  ed,  efy 
ad  du  second  ;  donc  cd  et  af  se  coupent  sur  Im. 

3.  Déduire  le  théorème  de  Brianchon  du  corrélatif  de  celui  de 
Désargues. 

4.  Deux  angles  de  grandeurs  invariables  pivotent  autour  de  leurs 
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sommets  qui  sont  fixes,  de  telle  sorte  que  le  point  de  rencontre 
d'un  côté  du  premier  et  d'un  côté  du  second  décrive  une  droite  fixe; 
le  point  d'intersection  des  deux  autres  côtés  décrit  une  conique 
(description  organique  des  coniques,  de  Newton). 

5.  Soit  dxm  point  pris  dans  le  plan  d'une  conique;  les  droites  âay 
db,  de  joignant  le  point  d  aux  sommets  d'un  triangle  ahc,  inscrit  à 
la  conique,  rencontrent  cette  courbe  en  a',  //,  c'.  Prouver  que 
si  m  est  un  point  quelconque  de  la  conique,  les  droites  ma',  mb'r  me' 
rencontrent  respectivement  les  côtés  bc,  ca,  ab  en  trois  points 
situés  sur  une  droite  passant  par  d.  (P.  Aubcrt.) 

—  11  suffit  d'appliquer  le  théorème  de  Pascal  à  l'hexagone 
abcc'ma'. 

6.  Etant  donnés  trois  points  a,  />,  c  d'une  conique  et  un  point  d 
sur  une  droite  quelconque  L,  soient  a,  £,  •»  les  points  de  rencontre 
de  bc,  ca,  ab  avec  L  cl  a',  b't  c'  les  seconds  points  de  rencontre 
de  la  conique  et  des  droites  ad,  bd,  cd.  Les  droites  «'a,  bf$,  c'y 
se   coupent  en  un  point  m,  situé  sur  la  conique.  (P.  Aubert.) 

C'est  la  réciproque  du  théorème  précédent. 

7.  Soit  D  une  droite  prise  dans  le  plan  d'une  conique  et 
soient  A,  B,  C  trois  tangentes  à  cette  conique,  et  A',  B',  O  trois 
nouvelles  tangentes  telles  que  les  points  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C) 
soient  sur  L.  Soit  enfin  M  uue  tangente  quelconque.  Les  droites  joi- 
gnant les  points  de  rencontre  de  M  avec  A',  B',  C  aux  points  (B,  C), 
(C,  A),  (A,  B),  sommets  du  triangle  circonscrit  formé  par  les  trois 
premières  tangentes,  se  coupent  sur  L.  (P.  Aubert.) 

8.  Etablir  la  réciproque  du  théorème  précédent. 

9.  Etablir  le  théorème  de  Si  m  son  relatif  au  cercle  comme  cas  par- 
ticulier du  théorème  du  n°  5. 

—  Il  suffit  de  remarquer  que  si  a',  b',  c'  désignent  les  points  où 
les  perpendiculaires  aux  côtés  d'un  triangle  abc  inscrit  à  un  cercle, 
menées  par  un  point  m  de  ce  cercle,  rencontrent  cette  courbe,  les 
droites  aa\  bb',  ce'  sont  parallèles. 

10.  Démontrer  à  l'aide  du  théorème  de  Pascal  que  toute  sécante  à 
une  hyperbole  détermine  sur  la  courbe  et  ses  deux  asymptotes 
doux  cordes  ayant  le  même  milieu.  Déduire  de  là  un  moyen  do 
construire  une  hyperbole  par  points,  connaissant  les  asymptotes  et 
un  point.  Déterminer  la  tangente  en  chaque  point. 

1 1 .  Soient  a  et  h  deux  points  fixes  d'une  conique,  m  un  point 
variable  de  cette  même  conique  et  soit  D  une  droite  ne  rencontrant 
pas  la  conique.  Il  existe  toujours  deux  points  p.  p'  symétriques  par 
rapport  à  D  et  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  constant  les  segments 
déterminés  sur  D  par  les  droites  mobiles  am,  bm*  Ces  points  d,  p' 
sont   indépendants    de  la  position   de  a  et  b  sur  la  conique. 

12.  Si  a,  b  sont  deux  points  fixes  d'une  hyperbole  et  m  un  point 
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variable  de  cette  même  courbe,  les  droites  am,  bm  déterminent  sur 
une  asymptote  un  segment  de  longueur  invariable. 

i3.  Dans  une  hyperbole,  le  produit  des  distances  d'un  point  de  la 
courbe  aux  deux  asymptotes  est  constant  et  réciproquement  le  lieu 
des  points  dont  le  produit  des  distances  à  deux  droites  fixes  est 
constant  est  une  hyperbole  ayant  ces  droites  pour  asymptotes. 

—  11  suffit  de  remarquer  que  les  transversales  parallèles  aux 
asymptotes  tracent  deux  divisions  homographiques  sur  ces  droites 
et  que  les  points  I,  J'  se  confondent  avec  le  point  de  rencontre  des 
asymptotes. 

14.  Soient  a,  h  deux  points  fixes  d'une  parabole,  m  un  point 
variable  de  cette  courbe;  les  parallèles  à  ani  et  bm  menées  par  un 
point  fixe,  déterminent  sur  tout  diamètre  de  la  parabole  un  segment 
de  longueur  constante. 

i5.  Soit  AB  un  arc  de  cercle  de  centre  O.  On  prend  un  arc  AM 
quelconque  et  l'arc  BM' de  sens  contraire  et  double  de  AM.  Trouver 
le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  OM,  BM'. 

* —  Ce  lieu  est  une  hyperbole  équilalère  qui  coupe  l'arc  AB  en  un 
point  P  tel  que  BP  =  2AP. 

On  a  ainsi  une  solution  du  problème  de  la  trisection  de  l'angle 
(Chasles). 

16.  Quand  quatre  points  sont  en  ligue  droite,  leurs  polaires  par 
rapport  à  une  conique  forment  un  faisceau  de  quatre  droites  dont 
le  rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  points. 

—  Car  ces  polaires  coupent  la  droite  en  quatre  points  respective- 
ment conjugués  des  premiers. 
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17.  Etant  donnés  un  point  a  et  une  droite  D  ;  une  transversale 
tournant  autour  de  a  coupe  D  en  m.  Le  conjugué  jx  de  m  par  rapport 
à  la  conique  sur  la  transversale  engendre  une  conique  qui  passe 
par  a,  par  le  pôle  de  D,  par  les  points  d'intersection  de  la  conique 
et  de  D  et  enfin  par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  a. 

Cas  particulier  où  la  droite  D  est  à  l'infini. 

18.  Théorème  corrélatif  du  précédent. 

19.  Si  l'on  considère  trois  points  a,  b,  c  dans  le  plan  dune 
conique  et  trois  autres  points  a',  b',  c'  respectivement  conjugués 
des  premiers,  ces  six  points  sont  sur  une  conique  et  les  côtés  des 
deux  triangles  abc,  a'b'c'  sont  tangents  à  une  même  conique. 

20.  Quand  deux  triangles  ont  leurs  sommets  sur  une  conique,  les 
sommets  du  premier  sont  respectivement  conjugués  des  sommets 
du  second  par  rapport  à  une  autre  conique. 

21.  Quand  deux  triangles  sont  circonscrits  à  une  conique,  les 
sommets  du  premier  sont  respectivement  conjugués  des  sommets 
du  second  par  rapport  à  une  autre  conique. 
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22.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  chaque  diamètre  d'une 
conique  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  fixe  sur  le 
diamètre  conjugué  du  premier,  est  une  hyperbole  équilatère  qui 
passe  par  le  point  fixe,  le  centre  de  la  conique  cl  par  les  pieds  des 
normales  à  la  conique  issues  du  point  fixe  (hyperbole  d'Apollo- 
nius). 

—  Il  su  (lit  de  remarquer  que  les  deux  faisceaux  formés  par  les 
diamètres  et  leurs  conjugués  sont  en  involution. 

23.  Par  deux  points  A,  A'  (fig.  34 1)  du   plan    d'une   conique,    on 


Fi  g.  34i. 

mène  deux  cordes  parallèles  ab,  a'b'y  puis  deux  autres  sécantes 
parallèles  Acd,  A'c'd'  passant  par  un  point  à  l'infini  de  la  conique  ; 
que  devient,  dans  ce  cas,  la  relation  de  Mac-Laurin  ?  «—  Soient  m 
et  m',  a,  «'  les  points  d'intersection  de  la  droite  AA'  avec  la  coni- 
que, avec  la  tangente  au  point  à  l'infini  d  et  avec  la  droite  ce'  ;  les 
trois  couples  A,  A';  m,  m';  a,  a'  sont  en  involution,  en  vertu  du 
théorème  de  Desargues,  et  on  a  : 

Aa.Ab    __  A/M.  A »t'  Aa    Aa' Aa    Ac 

AV7Â7/  ~~  A' m.  A' m'  ~~  ÂV  ÂV  ~"  ÂV  AV" 

24.  On  dit  que  deux  points  variables  m,  m'  pris  sur  une  conique 
se  correspondent  homographiquement  si  les  faisceaux  obtenus  en 
joignant  les  points  à  un  point  p  de  cette  conique  sont  homographi- 
ques.  Les  rayons  doubles  de  ces  faisceaux  coupent  la  conique  en 
deux  points  qu'on  nomme  les  points  doubles  des  deux  séries  //!,  m\ 
Prouver  qu'on  peut  remplacer,  le  point  p  par  un  autre  point  quel- 
conque de  la  conique. 

Quand  les  deux  faisceaux  pm,pm'...  sont  en  involution,  on  dit  que 
les  deux  divisions  m,  m'...  sont  en  involution  et  dans  ce  cas  les 
droites  mm'  passent  par  un  point  fixe,  et  réciproquement. 

a5.  Quand  les  points  variables  mf  m'  d'une  conique  se  correspon- 
dent homographiquement,  si  p,  p',  sont  deux  points  fixes  de  cette 
conique,  les  rayons  pm,  p'm'  se  correspondent  homographiquement. 
Réciproque. 
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En  particulier  si  les  cordes  pm,  p'm'  sont  parallèles,  m  et  m' 
décrivent  deux  divisions  homographiques,  en  supposant  p  ot  p' 
fixes  et  m,  m'  variables. 

26.  Soient  p,  q  deux  points  fixes  et  soit  n  un  point  variable  d'une 
conique.  Les  points  m,  m'  où  les  droites  pn,  qn  rencontrent  la 
conique  forment  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 
doubles  sont  les  points  d'intersection  de  la  conique  et  de  la 
droite  pq. 

27.  Soient  wi,  m'  deux  points  correspondants  de  deux  divisions 
homographiques  sur  une  conique  ;  et  f,  les  points  doubles  de  ces 
deux  divisions  et  p  un  point  de  la  conique.  Le  rapport  anharmo- 
nique  (p.  mm'ef)  est  constant  quel  que  soit  le  point  p  et  quels  que 
soient  les  points  conjugués  m,  m'. 

28.  En  conservant  les  mêmes  notations,  si  a,  a'  sont  les  points 
de  rencontre  de  pm,  ptri  avec  la  droite  ef  prouver  que  a,  a'  forment 
deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  sont  e  et  f 
Réciproque. 

29.  Soient  e,  /*dc;ux  points  d'une  conique  et  sur  ef  deux  divisions 
homographiques  a.  a'  dont  e,  /"sont  les  points  doubles,  et  soit  p  un 
point  fixe.  La  droite  pa  coupe  la  conique  en  m  et  mi  et  mla'  la  ren- 
contre en  m':  prouver  que  m, m' et  ml1m'  forment  des  divisions  homo- 
graphiques. 

30.  Le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante  décrit  une 
conique  et  un  côté  de  cet  angle  passe  par  un  point  fixe.  Prouver 
que  le  sommet  et  les  points  de  rencontre  des  côtés  et  de  la  conique 
forment  trois  divisions  homographiques. 

3i.  Soient  a,  b,  c...;  a',  b',  c'...;  deux  divisions  homographiques 
d'une  conique.  Prouver  que  les  droites  ab\  ba' \  ac',  ca';...  se  cou- 
pent en  des  points  situés  sur  la  droite  joignant  les  points  dou- 
bles. 

32.  Trois  couples  de  points  a,  a' \  b,  b'  ;  c,  c'pris  sur  une  conique 
déterminent  deux  divisions  homographiques.  En  s  appuyant  sur 
cette  remarque  et  sur  le  théorème  précédent,  trouver  une  nouvelle 
démonstration  du  théorème  de  Pascal. 

33.  Construire  les  points  doubles  de  deux  divisions  homographi- 
ques d'une  conique,  connaissant  trois  couples  de  points  homo- 
logues. 

34-  Soient  «,  a'  deux  points  correspondants  de  deux  divisions 
homographiques  d'une  conique:  e,  /"étant  les  points  doubles.  Les 
tangentes  en  a  et  a!  tracent  sur  efdcux  divisions  homographiques 
dont  e  et  /"sont  les  points  doubles.  Réciproque. 

35.  En  conservant  toujours  les  mêmes  notations,  si  p  est  le  pôle 
de  ef,  les  rayons  payp n!  forment  deux  faisceaux  homographiques 
dont  pe  et  pf  sont  les  rayons  doubles. 
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36.  Les  tangentes  aux  points  conjugués  de  deux  divisions  homo- 
graphiques  sur  une  conique  rencontrent  une  tangente  fixe  en  deux 
séries  de  points  qui  forment  sur  cette  tangente  deux  divisions 
homographiques  dont  les  points  doubles  sont  déterminés  par  les 
tangentes  aux  points  doubles  des  deux  divisions  homographiques 
tracées  sur  la  conique.  Réciproque. 

37.  Soient  a,  a'  deux  points  conjugués  de  deux  divisions  homo- 
graphiques tracées  sur  une  conique  ;  la  tangente  en  a  rencontre 
une  tangente  fixe  en  m  et  la  tangente  eu  a'  rencontre  une  deuxième 
tangente  fixe  en  m'.  Prouver  que  m  et  m'  tracent  deux,  divisious 
hoinographiques. 

38.  Par  les  points  où  une  tangeute  mobile  d'une  conique  ren- 
contre deux  droites  fixes  on  mène  de  nouvelles  tangentes  ;  les 
points  de  contact  tracent  sur  la  conique  deux  divisions  homogra- 
phiques. 

39.  Soient  M,  M'  les-  tangentes  en  deux  points  conjugués  de  deux 
divisious  homographiques  tracées  sur  une  conique  ;  E,  F  les  tan- 
gentes aux  points  doubles.  Le  rapport  anharmonique  des  points  de 
rencontre  de  ces  quatre  tangentes  et  d'une  cinquième  tangente  P. 
est  constant  quelles  que  soient  les  tangentes  M,  M',  P. 

40.  Soient  w,  m!  deux  points  correspondants  de  deux  divisions 
homographiques,  p  le  pôle  de  la  droite  cf  passant  par  les  points 
doubles  <?,  f.  Les  droites  joignant  le  point  p  aux  points  où  les  tan- 
gentes en  m  et  m'  coupeut  une  tangente  quelconque  forment  deux 
faisceaux  homographiques  dont  pe,  pf  sont  les  rayons  doubles. 

41.  Si  deux  faisceaux  homographiques  ont  pour  rayons  dou- 
bles deux  taugentes  E,  F  à  une  conique,  si  par  les  points  de  ren- 
contre d  une  tangente  quelconque  avec  deux  rayons  homologues 
des  deux  faisceaux  on  mène  de  nouvelles  tangentes  :  leurs  points  de 
contact  tracent  deux  divisions  homographiques  ayant  pour  points 
doubles  les  points  de  contact  e,  /"des  tangentes  E,  F. 

42.  Considérons  deux  faisceaux  homographiques  de  même  centre 
et  une  droite  1).  Par  le  point  a  où  uu  rayon  rencontre  D  on  mène 
une  tangente  à  une  conique  et  par  le  point  a'  où  cette  tangente  reu- 
contre  le  rayon  homologue  du  premier,  ou  mène  une  seconde  tan- 
gente. Les  points  de  contact  m,  m'  de  ces  deux  tangentes  tracent 
sur  la  conique  deux  divisions  homographiques. 

43.  Soient  a,  />,  c...  et  a'.  b\  c'...  deux  divisions  homographiques 
sur  une  conique  ;  on  joint  les  points  de  rencontre  des  tangentes  A,  B* 
eu  «,  b'  et  des  tangentes  B,  A'  en  h,  ci  :  la  droite  obtenue  passe  par 
le  pôle  de  cf,  e  et  f  étant  les  points  doubles.  En  conclure  une  déter- 
mination de  ces  points  doubles. 

44-  Trouver,  en  s'appuyant  sur  le  numéro  précédent,  une  nou- 
velle démonstration  du  théorème  de  Brianchon. 
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Remarque.  —  Les  propositions  énoncées  dans  les  numéros  36  à  44 
sont  corrélatives  d'autant  de  propositions  précédentes  :  24-3:a. 

45.  Quand  un  polygone  dont  chaque  côté  pivote  autour  d'un  point 
fixe  a  tous  ses  sommets  moins  un  sur  une  conique,  les  deux  côtés 
qui  partent  de  ce  sommet,  tracent  sur  la  conique  deux  séries  homo- 
graphiques. 

46.  Inscrire  à  une  conique  un  polygone  dont  tous  les  côtés  pas- 
sent par  autant  de  points  donnés. 

47.  Quand  un  polygone  dont  chaque  sommet  glisse  sur  une  droite 
fixe  a  tous  ses  côtés,  moins  un,  tangents  k  une  conique,  si  par  les 
sommets  de  ce  dernier  côté,  on  mène  des  tangentes  à  la  conique, 
les  points  de  contact  forment  deux  séries  homographiques. 

48.  Circonscrire  à  une  conique  un  polygone  dont  les  sommets 
soient  sur  autant  de  droites  données. 

(Voir  pour  les  problèmes  46,  48,  le  Traité  des  sections  coniques 
de  Chaslcs,  p.  i5g  et  160,  et  le  Traité  des  propriétés  projectives  de 
Poncelct,  p.  349-357.) 

49.  Les  tangentes  (imaginaires)  menées  par  un  foyer  à  une 
conique  sont  les  droites  imaginaires  joignant  le  foyer  aux  points 
cycliques  du  plan  de  la  conique. 

—  On  applique  le  théorème  de  La  Hire. 

50.  Les  tangentes  menées  d'un  foyer  ù  une  conique  sont  les 
rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homographiques  formés  par  les 
rayons  menés  du  foyer  aux  points  de  rencontre  des  tangentes  avec 
deux  tangentes  fixes.  En  déduire  une  nouvelle  démonstration  de  ce 
théorème  : 

Une  tangente  mobile  comprise  entre  deux  tangentes  fixes  est  vue 
d'un  foyer  sous  un  angle  constant. 

Si.  Les  foyers  d'une  conique  sont  les  deux  sommets  réels  du 
quadrilatère  imaginaire  formé  par  les  tangentes  issues  des  deux 
points  cycliques. 

5?.  Les  tangentes  menées  d'un  point  à  une  conique  ont  les  mêmes 
bissectrices  que  les  droites  joignant  ce  point  aux  foyers. 

Remarque.  —  Pour  la  plupart  de  ces  questions,  voir  le  Traité 
des  coniques  de  Chasles. 
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CHAPITRE    VI 
PROPRIÉTÉS   GÉNÉRALES    DES    POLYÈDRES 


468.  Théorème  dJEuler.  —  Dans  un  polyèdre  convexe,  le 
nombre  des  faces  augmenté  du  nombre  des  sommets  surpasse  de 
deux  unités  le  nombre  des  arêtes. 

Soient  F  le  nombre  des  faces,  S  le  nombre  des  sommets  et  À 
le  nombre  des  arêtes  d'un  polyèdre  convexe.  Joignons  le» 
sommets  Ai,  A2,...  A„  d'une  même  face  à  un  point  quel- 
conque M,  situé  hors  de  son  plan  et  supprimons  cette  face  ; 
nous  obtiendrons  un  nouveau  polyèdre  qui  aura  F'  faces,  S' 
sommets  et  A'  arêtes  ;  je  dis  que 

F  +  S  —  A  =  F'  +  S'  —  À'. 

En  effet,  remarquons  qu'une  ou  plusieurs  faces  de  la  pyra- 
mide ajoutée  MAtA2...An  peuvent  être  les  prolongements  d'au- 
tant de  faces  du  polyèdre  primitif  et  de  même  une  ou  plusieurs 
arêtes  latérales  de  la  pyramide  peuvent  être  les  prolongements 
d'arêtes  du  polyèdre.  Mais  toute  face  latérale  de  la  pyramide  si- 
tuée dans  le  prolongement  d'une  face  du  polyèdre  fait  disparaître 
une  arête  de  ce  polyèdre  et  toute  arête  de  la  pyramide  située 
dans  le  prolongement  d'une  arête  du  polyèdre  fait  disparaître 
un  sommet  ;  donc,  si  Ton  nomme  f  le  nombre  de  ces  faces 
particulières  et  a  le  nombre  de  ces  arêtes,  on  a  évidemment  : 

f'=f  — 1  +  *  — /; 

S'  =  S  +  1  —  «1, 

A'  =  A  +  n  —  f—a. 

On  a  donc  bien 

F'  +  S'  —  A'  =  F  +  S  —  A. 

Supposons  qu'on  fasse  l'opération  inverse,  c'est-à-dire  qu'on 
détache  une  pyramide  du  polyèdre  donné  en  lui  laissant  la 
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base  de  cette  pyramide  ;  la  somme  F  +  S — À  ne  changera 
pas,  car  elle  devrait  changer  pour  reprendre  sa  valeur  primi- 
tive si  Ton  revenait  au  polyèdre  donné.  Or,  en  détachant  succès- 
si ve ment  des  pyramides  du  polyèdre  on  finira  par  le  réduire  à 
un  simple  tétraèdre  dans  lequel  il  y  a  quatre  faces,  quatre 
sommets  et  six  arêtes,  ce  qui  montre  que  le  théorème  d'Euler 
étant  vrai  pour  un  tétraèdre  est  vrai  pour  tout  polyèdre  qu'on 
peut  former  en  assemblant  des  tétraèdres. 

Pour  éclairer  ce  qui  précède  par  un  exemple,  considérons 
un  parallélipipède  ABCDEFGH  (fîg.  34*2)  ;   détachons-en  le 


Fi*.  141. 


Fîg.  144. 


tétraèdre  F.EBG,  mais  ajoutons  la  face  EBG.  Le  nombre  de 
faces  a  augmenté  de  un  ;  le  nombre  de  sommets  a  diminué  de  un 
et  le  nombre  d'arêtes  est  resté  le  même  ;  représentons  à 
part  (fig.  'ï'k'S)  le  solide  obtenu. 

Supprimons  la  pyramide  G.BCEH  en  ayant  soin  d'ajouter 
sa  base  de  façon  à  obtenir  un  nouveau  polyèdre  (fig.  V|'i)  qui 
est,  dans  le  cas  présent,  un  prisme.  Le  nombre  de  face»  a 
diminué  de  dcua-,  celui  des  sommets  a  diminué  de  un  et  le 
nombres  des  arêtes  a  diminué  de  trois.  Supprimons  la  pyramide 
E.ABH  ;  il  restera  une  pyramide  quadrangulaire  (fig.  3  i*>)  qui 
a  perdu  un  sommet  et  une  arête.  Enfin,  en  supprimant  la  pyra- 
mide C.BDH,  il  reste  un  tétraèdre  ABDH  (Hg.  V,6),  qui  a 
perdu  dans  cette  nouvelle  opération  une  face,  un  sommet  et 
deux  arêtes.  On  voit  bien  qu'à  chaque  opération  la  somme 
F  4-  S  —  A  reste  constante. 
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Dans  tout  ce'qui  suit,  il  ne  s'agit  que  de  polyèdres  eulériens, 
c'est-à-dire  vérifiant  l'équation  d'Euler. 


Fig.  346. 


Corollaires.  —  I.  —  Le  nombre  des  faces  ayant  un  nombre 
impair  de  côtés  est  pair,  ainsi  que  le  nombre  des  angles  solides 
ayant  un  nombre  impair  de  faces. 

Soient  n3,/i4,/ts...,  les  nombres  de  faces  triangulaires,  qua- 
drangulaires,pentagonales...  et  v3,  v4,  v5...  les  nombres  d'angles 
solides  trièdres,  tétraèdres,  pentaèdres...  Chaque  arête  appar- 
tenant à  deux  faces  et  à  deux  sommets,  on  a  : 


(1)  2A 

(a)  2A 

Les  deux  sommes 


3n,  +  4*4 -f  5#i,  + 
3v,+  4V4+  5v5+  . 


et 


*3  +  WS   +   "7   +    -.. 


V3   +  V8  +  V7   +  '  •  • 


sont  donc  paires. 

II.  —  Dans  tout  polyèdre  il  y  a  au  moins  une  face  triangu- 
laire ou  un  angle  trièdre. 

En  effet,  en  gardant  les  notations  précédentes, 


(3) 
(4) 


F  =  n3  +  w4+  nf  -f  ... 
S  =  v,-f  v4  +  v8  +  ...; 


mais 


4F+4S  =  4A  +  8, 
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ou,  en  vertu  des  égalités  (i),  (a),  (3),  (4), 
4fn3+/i4  +  /i8+...)+4(v8  +  v4  +  vB  +  ...)  =  3/i3  +  4'*4  +  5»B+... 

+  8; 

c'est-à-dire,  en  simplifiant  : 

n%  +  v,  =  8  +  (a,  +  vB)  +  a  (iif  +  v6)  +  .. .  ; 

d'où  enfin 

/i,  +  v,  ^  8. 

Exemples.  —  Dans  un  tétraèdre 

n,  =  v,  =  4  : 
dans  un  parallélépipède  : 

n3  =  o,  >3  =  8. 

III.  —  //  n  existe  aucun  polyèdre  dont  toutes  les  faces  auraient 
plus  de  cinq  côtés,  ni  aucun  dont  tous  les  angles  solides  auraient 
plus  de  cinq  faces. 

En  effet,  la  comparaison  des  égalités 

aA  =  3v,  +  4vA  +  5v5  +  . . . 
3S  =  3v3  +  3v4  +  3vB  +  . . . 

donne 

(5)  aA  ^  3S. 

Mais  le  théorème  d'Euler,  mis  sous  la  forme 

aF  +  aS  =  4  +  aA 

donne,  en  tenant  compte  des  égalités  (i)  et  (3)  : 

2  K  +  ni  +  n*  +  •••)  +  aS  =  4  +  3/i3  +  4«4  +  5/i8  +  ...  ; 
d'où 

(6)  aS  =  4  +  «3  -f-  a/i4  +  3/iB  +  4«6  +  — 

Au  moyen  de  cette  égalité  et  de  l'égalité  (i),  l'inégalité  (5) 
donne  : 

6«3  +  8/i4  +  io/ib  +  ...  ^  ia  +  3/ij  +  6/i4  +  9/iB  +  ... 


438  GÉ  OMÊTRIE  DAXS  L'ESPACE 

c'est-à-dire 

3n3  +  mi  +  ws  ^  ia. 

Donc  on  ne  peut  supposer  /ï3=/ia  =  /i5  =  o. 

On  verra  de  la  môme  manière  que 

'*v3  +  av4  -f  vs  ^  i  a . 

Ce  qui  démontre  la  deuxième  partie. 

46<j.  Théorème.  —  La  somme  des  angles  de  toutes  les  faces 
d'un  polyèdre  est  égale  à  autant  de  fois  quatre  droits  qu'il  y  a  de 
sommets  moins  deux. 

Soient  nin,in,,,n,,f1...  les  nombres  de  côtés  des  différentes 
faces  d'un  polyèdre  ;  si  l'on  prend  pour  unité  d'angle  plan 
l'angle  droit,  la  somme  totale  des  angles  de  toutes  les  faces 
est  égale  à 


c'est-à-dire 


puisque 


mais 


in  —  4  +  in'  —  4  +  2/1"—  4  +  ..., 


4  A  —  aV, 


n  +  n'  +  n"+  ...  =  2A  ; 


A—  F  =  S— a; 
donc  la  somme  cherchée  est  égale  à  4(S  —  i). 

'170.  Si  l'on  nomme  S  la  somme  des  angles  intérieure  d'un 
polygone  sphérique  de  n  côtés,  la  mesure  de  l'aire  de  ce  poly- 
gone, en  prenant  pour  unité  l'aire  du  triangle  trircctangle  tracé 
sur  la  même  sphère,  a  pour  expression 

2—  m  4-4. 

Si  l'on  prend  pour  unité  d'angle  solide  le  trièdre  trirectangle, 
on  convient  de  prendre  pour  mesure  d'un  angle  solide  la 
mesure  de  l'aire  du  polygone  sphérique  que  cet  angle  solide 
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détermine  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  le  sommet  de 
l'angle  solide,  le  triangle  trirectangle  tracé  sur  cette  sphère  étant 
pris  pour  unité.  Gela  compris,  on  peut  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

1^1.  Théorème.  —  La  somme  des  angles  solides  d'un  polyèdre 
convexe  a  pour  mesure  le  double  de  l'excès  de  la  somme  des 
angles  dièdres  sur  autant  de  fois  deux  droits  qu  'il  y  a  de  faces 
moins  deux. 

Remarquons  en  effet  que  chaque  dièdre  et  chaque  arête 
appartiennent  à  deux  angles  solides  ;  le  nombre  d'angles  solides 
est  égal  au  nombre  S  de  sommets  ;  la  somme  cherchée  sera 
donc 

*v—  JA+4S, 

-  désignant  la  somme  de  tous  les  dièdres,  ou,  en  vertu  du 
théorème  d'EuIer, 


POLYEDRES  REGULIERS  CONVEXES 

'172.  Définition.  —  On  dit  qu'un  polyèdre  convexe  est 
régulier  lorsque  toutes  ses  faces  sont  des  polygones  réguliers 
égaux  et  que  tous  ses  dièdres  sont  égaux  et,  par  suite,  tous  ses 
angles  solides  égaux  et  réguliers. 

\r'i.  Théorème.  —  //  ne  peut  y  avoir  que  cinq  espèces  de 
polyèdres  réguliers  convexes. 

Nous  allons  établir  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  espèces 
de  polyèdres  convexes  dont  toutes  les  faces  aient  le  même 
nombre  de  côtés  et  tous  les  angles  solides  le  même  nombre  de 
faces. 

Soient  x  le  nombre  des  côtés  de  chaque  face  et  y  le  nombre 
de  faces  de  chaque  angle  solide.  Chaque  arête  appartenant  à 
deux  faces  et  à  deux  angles  solides,  on  a 

aA=  xV  =z  yS. 
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En  outre 

F  +  S=À+-.i: 

on  en  tire 

4.r 


F  = 


•M-r+r)  — •«*.>■ 


Or  les  nombres  F,.r,y  doivent  être  entiers  et  positifs;  donc 
on  doit  avoir 

2X  +  V  >  r)'  ï 
d'où  l'on  tire,  par  exemple, 

r< 

ou 


JP  —  2    ' 


X '1 


Or./^  3,  donc — est  au  plus  égal  à  4;  la  plus  grande 

valeur  que  puisse  prendre est  donc  6  ;   on   en  conclut 

que  y  est  plus  petit  que  (>. 

On  verrait  de  la  même  façon  que  ./•  est  inférieur  à  6. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  polyèdre  convexe  dont  chaque  face  ait 
plus  de  cinq  côtés,  ni  chaque  angle  solide  plus  de  cinq  faces, 
ce  que  nous  savions  déjà  [468,  cor.  III]. 

Cela  posé,  si  l'on  fait  : 

Ax 
i°  x  =  3,  on  aura  F  =  — et  en  prenant  successivement 

y  — 1>  4»  *  on  trouve 

F  =4,  8,  ao. 

Donc  le  triangle  équilatéral  peut  former  trois  polyèdres 
réguliers  convexes  :  le  tétraèdre,  ïoctaèdre,  Yicosaèdre. 

i°  ,r=  '|   donne  F=:  — * —   On  ne  peut  donner  à  y  que  la 

4  —  y 
valeur  3,  pour  laquelle  F  =  6.  Donc  avec  le  carré  on  ne  peut 

former  qu'un  seul  polyèdre  régulier  convexe,  le  cube  . 

3°  .r  =  j  donne  F= 2: .   Tue    seule  valeur  de  y    est 

10 —  3r 
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acceptable  :  y  =  3  ;  elle  donne  F  =  i  a  ;  donc  avec  le  penta- 
gone régulier  on  ne  peut  former  qu'un  seul  polyèdre  régulier 
convexe  :  le  dodécaèdre. 

Les  seuls  polyèdres  réguliers  convexes  possibles  sont  donc 
au  nombre  de  cinq,  auxquels  correspondent  les  valeurs 
de  A,  F,  S,.r,  y  comprises  dans  le  tableau  suivant  : 


POLYKDRKS 


Tétraèdre.  . 
Cube  .  .  . 
Octaèdre.  . 
Dodécaèdre. 
Icosaèdre.   . 


F 

S 

A 

X 

y 

4 

4 

6 

i 

3 

6 

8 

tu 

4 

3 

8 

6 

i'i 

3 

4 

i'à 

io 

3o 

5 

3 

20 

12 

3o 

3 

r> 

On  voit  que,  pour  le  cube  et  l'octaèdre,  de  même  que  pour  le 
dodécaèdre  et  licosaèdre,  les  nombres  F  et  S,  ainsi  que  ./et;/, 
se  permutent  ;  cela  tient  à  la  symétrie  de  l'équation  d'Euler 
par  rapport  à  F  et  S.  Pour  le  tétraèdre,  F  =  S,  ./—y. 

Mais  il  reste  à  prouver  l'existence  effective  de  ces  cinq 
polyèdres.  Le  tétraèdre  régulier  et  le  cube  étant  déjà  connus, 
il  n'y  a  à  s'occuper  que  des  trois  autres. 


474  •  Octaèdre  régulier.  —  On  suppose  donnée  l'arête  a  ; 
construisons  (fig.  347)  un  carré  ÀBG1)  de 
côté  a  et  circonscrivons-lui  un  cercle  dont 
le  centre  O  est  l'intersection  des  diago- 
nales AC,  BD  du  carré  ;  considérons  la 
sphère  ayant  pour  centre  O  et  pour  rayon 
OA  et  soient  E,  F  les  pôles  du  cercle  cir- 
conscrit au  carré.  Si  ion  joint  ces  points 
aux  sommets  A,  B,  G,  D  du  carré  par  les 
droites  EA,  EB,  EG,  ED,  FA,  FB,  FC,  FD, 
la  figure  formée  sera  un  octaèdre  régulier. 
En  effet,    on  voit  d'abord  que   toutes   les  Fig.  *>$;. 

arêtes   sont  égales,  car,  par   exemple,  la 
ligure  AEGF  est  un  carré  inscrit  à  un  cercle  de  rayon  OA  ; 
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donc  AE  =:  AB,  etc.  Les  faces  du  polyèdre  obtenu  sont  donc 
des  triangles  équilatéraux  ayant  tous  pour  côté  a.  Les  deux 
pyramides  régulières  E.  ABGD,  B.  AEGF  sont  évidemment 
égales  comme  ayant  des  bases  et  des  hauteurs  égales  ;  donc  les 
angles  solides  B  et  E  sont  égaux  et  réguliers,  et  il  en  est  de 
même  des  autres.  La  figure  obtenue  est  donc  bien  un  octaèdre 
régulier  dont  l'arête  est  a.  Il  ne  peut  y  en  avoir  qu'un,  car 
deux  octaèdres  réguliers  étant  évidemment  semblables  sont 
égaux  si  leurs  arêtes  sont  égales. 

173.  Dodécaèdre.  —  Les  faces  du  dodécaèdre  sont  des 
pentagones  réguliers  assemblés  trois  à  trois  autour  de  chaque 
sommet.  Soit  (fig.  3'»8)  ABCDE  un  pentagone*  régulier  ayant 
un  côté  donné  a.  On  peut  construire  en  A  un  trièdre  A.BEQ 

ayant  des  faces  toutes   égales  à  l'angle  BAE;  puisque  3ÊAE 

,  <  4  droits  ;   sur  l'arête  AQ,  pre- 

nons   une  longueur  AQ   égale  à 
a  ;    on   peut  construire  un  penta- 
,  gone  régulier  ABNPQ    dont   AB 


Fig.   148. 


Fig.   349. 


et  AQ  soient  deux  côtés  consécutifs,  et  un  troisième  pentagone 
régulier  AEFRQ,  dont  AQ  et  AE  soient  de  même  deux  côtés 
consécutifs.  En  répétant  la  même  construction  pour  chaque 
sommet  du  premier  pentagone  on  obtiendra  en  tout  six  penta- 
gones dont  les  côtés  non  communs  forment  un  décagone  gauche 
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FGHKLMNPQR,  ayant  tous  les  côtés  égaux  à  a  et  tous  les  angles 
égaux  à  ceux  d'un  pentagone  régulier.  Il  est  évident  d'abord 
que  les  côtés  sont  égaux  ;  quant  aux  angles,  je  dis  par  exemple 
que  les  angles  QPN  et  PNM  sont  égaux.  En  effet,  les  deux 
trièdres  N.BPM  et  A.BEQ  sont  égaux  comme  ayant  un  dièdre 
égal,  PBNM  =  BAQE,  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à 

chacune:  BNP  =  BAQ,  BNM  =  EAQ  ;  donc  les  troisièmes 
faces  sont  égales. 

Cela,  posé,  construisons  une  seconde  figure  identique  à  la 
première,  sur  un  pentagone  régulier  A'B'C'D'E'  égal  au  pre- 
mier; nous  obtiendrons  ainsi,  en  quelque  sorte,  les  deux  moi- 
tiés d'une  boite  :  fond  et  couvercle  identiques.  On  peut  appli- 
quer le  bord  du  couvercle  sur  le  bord  du  fond  (*)  et  l'on  obtiendra 
le  dodécaèdre  cherché  (fïg.  "$49). 

476.  Icosaèdre.  —  Nous  procéderons  d'une  façon  analogue 
pour  obtenir  l'icosaèdre. 

Les  faces  d'un  icosaèdre  régulier  doivent  être  des  triangles 
équilatéraux  assemblés  cinq  à  cinq  autour  de  chaque  sommet  ; 
or,  si  cinq  triangles  équilatéraux  ayant  un  sommet  commun 
sont  rangés  de  manière  à  former  un  angle  solide  régulier  et 
convexe,  on  voit  immédiatement  que  les  bases  de  ces  triangles 
forment  un  pentagone  régulier  plan 
et  convexe.  Nous  sommes  ainsi 
conduits  à  construire  d'abord  (fig. 
35o)  un  pentagone  régulier  con- 
vexe ABCDE,  puis  à  prendre  sur 
la  perpendiculaire  OF  menée  au 
plan  de  ce  pentagone  par  son  cen- 
tre O,  un  point  F  tel  que  AF 
=  AB,  ce  qui  est  possible,  puisque 
le  côté  AB  d'un  pentagone  régulier  est  plus  grand  que  le  rayon  AO 


(*)  On  peut  s'en  rendre  compte  en  remarquant  que  les  deux  penta- 
gones FIILNQ,  GKMPR  sont  plans,  réguliers  et  égaux;  les  axes  de  ces 
deux  pentagones  coïncident  avec  celui  de  ABCDE  et  ces  deux  pentagones 
sont  symétriques  par  rapport  au  milieu  O  de  la  droite  qui  joint  leurs 
centres  ;  donc  ce  point  0  est  aussi  un  centre  de  symétrie  du  décagone 
gauche  FGH...R. 
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du  cercle  circonscrit.  Nous  obtenons  ainsi  une  pyramide  penta- 
gonale  régulière  FABCDE.  Cela  fait,  nous  pouvons  construire 
(fig.   35 1)  une   deuxième  pyramide  identique  à  la  première, 


Fig.  3 


ji 


ayant  son  sommet  en  A  et  ayant  en  commun  avec  la  première 
deux  faces  consécutives  ABF,  AEF  et  pareillement  construire 
une  troisième  pyramide  égale  aux  premières,  ayant  son  sommet 
en  B  et  ayant  avec  la  première  deux  faces  communes  ABF1, 
BCF.  Nous  obtiendrons  ainsi  un  fond  de  boîte  ABCDEFGHK, 
car  il  est  évident  que  la  seconde  et  la  troisième  pyramide  ont  en 
commun  la  face  ABH.  Le  bord  de  la  boîte  est  constitué  par  un 
hexagone  gauche  régulier.  Or  si  Ton  construit  une  seconde 
figure  identique  à  la  première,  on  aura  le  couvercle,  ayant  pour 
bord  un  hexagone  identique  au  premier  et  en  faisant  coïncider 
les  deux  bords  du  fond  et  du  couvercle  (*),  on  fermera  la 
boîte  et  l'on  aura  obtenu  l'icosaèdre  régulier  d'arête  a. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  pouvons  supposer  les  sommets 
G,  E,  H  dans  le  plan  de  la  figure,  D,  G,  K  au-dessus  et  A,  B,  F, 
au-dessous;  les  choses  étant  renversées  pour  les  sommets 
marqués  des  mêmes  lettres  accentuées  dans  la  seconde  moitié, 
de  sorte  que   nous   ferons  coïncider,  par  exemple,  ED  avec 


(*)  La  possibilité  do  celle  coïncidence  résulte  de  ce  que,  les  deux 
triangles  équilatéraux  CEU,  DGK  étant  égaux  et  symétriques  par  rapport 
au  milieu  O  de  la  droite  qui  joint  leurs  centres  (les  axes  de  ces  deux 
triangles  coïncident  avec  celui  de  ABF},  l'hexagone  CDEGHK  est  symé- 
trique a  lui-même  par  rapport  à  ce  point  O. 
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E'D',  EG  avec  E'G',  etc.  On  voit  alors  que  les  deux  triangles 
EDF,  CDF,  par  exemple,  iront  compléter  avec  les  trois 
triangles  E'A'D',  A'B'D',  D'B'C  une  pyramide  pentagonale 
régulière  de  sommet  D.  On  aura  bien  un.icosaèdre  ayant  toutes 
ses  faces  égales  et  tous  ses  dièdres  égaux,  c'est-à-dire 
l'icosaèdre  régulier  d'arête  a. 

477.    Théorème.  —  Il  y  a  une    sphère   circonscrite  et  une 
sphère  inscrite  à  chaque  polyèdre  régulier. 

Soient  (fig.  35a)  AB,  AC,  AD, les  arêtes  consécutives 

partant  d'un  même  sommet  A,  d'un  polyèdre  régulier  :  soient 
MM',  NN'  les  axes  des  circonfé- 
rences circonscrites  aux  deux  faces 
consécutives  ayant  AB  pour  arête 
commune.  Ces  deux  axes  sont  dans 
le  plan  perpendiculaire  au  milieu  1 
de  AB  et  comme  ils  sont  perpen- 
diculaires aux  droites  1M,  IN  si- 
tuées dans  ce  plan  et  formant  le 
rectiligne  du  dièdre  ayant  pour 
arête  AB,  ils  se  rencontrent  en  un 
point  O,  également  éloigné  de  tous 
les  sommets  appartenant  aux  deux 
faces  considérées.  Soit  AC  l'arête  commune  à  la  seconde  et 
à  la  troisième  face  ;  les  axes  de  ces  deux  faces  se  coupent  de 
même  en  un  point  O',  également  éloigné  des  sommets  appar- 
tenant à  ces  deux  faces. 

Or  les  deux  quadrilatères  OMIN  et  O'NKP  ont  l'angle  1 
égal  à  l'angle  K,  MI  =  IN  =  NK=  KP,  comme  apothèmes  de 
polygones  réguliers  égaux  et  enfin  les  angles  en  M,  N,  P  sont 
droits;  donc  ces  deux  quadrilatères  sont  égaux  :  NO  =  NO'; 
donc  O'  coïncide  avec  O.  On  verra  de  même  que  les  axes  des 
autres  faces  passent  par  le  point  O,  qui  est  également  distant 
de  tous  les  sommets  du  polyèdre  ;  par  suite,  la  sphère  ayant 
pour  centre  O  et  passant  par  A,  est  circonscrite  au  polyèdre. 

On  voit  en  même  temps  que  la  sphère  concentrique  ayant 
pour  rayon  ON  est  tangente  à  toutes  les  faces  en  leur  centre. 

Le  point  O  se  nomme  le  centre  du  polyèdre  régulier,  le  rayon 
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OÀ  de  la  sphère  circonscrite,  son  rayon  et  le  rayon  ON  de  la 
sphère  inscrite,  son  apothème. 

Corollaires.  —  1.  - —  Enjoignant  par  des  droites  le  centre 
à  tous  les  sommets,  on  décompose  le  polyèdre  en  une  somme 
d'autant  de  pyramides  régulières  qu'il  y  a  de  faces. 

Les  faces  latérales  de  ces  pyramides,  prolongées  s'il  le  faut, 
découpent  sur  la  sphère  circonscrite  et  sur  la  sphère  inscrite, 
ou  même  sur  toute  sphère  concentrique,  autant  de  polygones 
sphériques  réguliers  qu'il  y  a  de  faces. 

II.  —  Le  volume  d'un  polyèdre  régulier  a  pour  mesure  le 
tiers  du  produit  de  son  apothème  par  la  somme  des  aires  des 
faces  ;  de  sorte  que,  si  n  est  le  nombre  de  faces,  A  l'aire  de 
l'une  d'elles,  r  l'apothème  : 

Y  =  -  /iAr. 

478.  Théorème*  —  Deux  polyèdres  réguliers  d'un  même 
nombre  de  faces  sont  semblables. 


Corollaire.  —  Les  aires  de  deux  polyèdres  réguliers  sem- 
blables sont  entre  elles  commcs  les  carrés  des  rayons  ou  des  apo- 
thèmes ,  et  leurs  volumes  comme  les  cubes 
de  ces  mêmes  lignes. 

H  suffit  d'énoncer  ces  propositions. 

'179.  Problème.  —  Calculer  le  rayon  R 
et  l'apothème  r  d'un  polyèdre  régulier 
dont  on  connaît  la  longueur  a  de  l'arête. 

i°  Tétraèdre  (lîg.  *JVi).  —  Les  axes 
BE,  DF  des  doux  faces  ABC,  ACD  se 
rencontrent  au  centre  0  :  on  a  : 

OD=  R.    OF  —  r. 

Les  deux  triangles  ()BD  et  OEF  sont  hoinothétiques  dans 

3 
le  rapport  —  ;  donc  R  =  ir. 


#  » 
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Le  triangle  rectangle  DOE  donne  : 

ÔD2  —  OÊ2  =  DË% 


ou 


Q  3 


Donc 


«2 


et,  par  suite, 


*r*  =  ^. 


'=-ÎT^      R  =  T^6"- 


rîi/' 


L'aire  s  d'une  face  est  donnée  par  la  formule  s  = ;  donc 

l'aire  S  du  tétraèdre  régulier  et  son  volume  V  sont  exprimés 
par  les  formules 

S  =  a*  i/3 ,       V  =  S  4-  =  — V^"- 

r      7  3  12 

2°  Cube  : 

R=— t/7,         /•=— ,        S  =  6af,        V  =  ii». 

3°  Octaèdre.  —  En  se  reportant  à  la  construction   de  l'oc- 
taèdre (fig.  3  '#7),  on  a 

OA=OE=R,  ÀË2  =  aÔÀ*  ; 

donc 

R  =  — ^ 


Le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  une 
face  est  le  centre  d'un  triangle  équilatéral  ;  on  a  donc  immédia- 


_.  a2      f 

tement  R* —  /•*  =  —  .  Donc 

a     /-r 
r  =  -g-Vb. 

En  outre, 


.1  J 
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4°  Dodécaèdre.  —  Soit  (6g.  354)  ABCDE  l'une  des  faces  et 

a  A.BEFle  trièdre  de  sommet  A 

P  appartenant  à  un  dodécaèdre 
régulier.  L'axe  du  pentagone 
et  Taxe  du  triangle  équilatéral 
EBF  se  rencontrent  au  centre 
O.  Soient  H  le  centre  du  penta- 
gone, G  celui  du  triangle  équi- 
latéral  et  K  le  milieu  de  EB. 


0 
Fig.    154- 

Les  triangles  semblables  OAH,  KAG  donnent  : 


R_ 

r 


AK 

KG 


Mai* 


s 


donc 


AK  =  V/AE2— EK2; 
KG  =  ~  KK  =  -^-  EK  v/T; 


Or,  si  L  est  le  milieu  de  AE,  on  a  : 


AE 
EK 


AH 
HL 


V/5  + 


=  V/5  —  i; 


donc 


~  =  Vi  (</ï—  i)4  -  3  =  vVi-  6  t/î 


Ensuite 


R*  —  i*  =  AR*=z  —  ™ 


•S" 


(  >n  déduit  de  ces  deux  égalités  : 


=  ^Sj*±£tI,     R  =  ^4VT 
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5°  Icosaèdre.  —  Soit(fig.  355)  ABGDEF  un  angle  solide  de 
l'icosaèdre  ayant  pour  faces  les 
cinq  triangles  équilatéraux  ABC, 
ACD...  AFB  groupés  autour  de  A. 
Les  axes  du  pentagone  régulier 
BCDEF  et  du  triangle  équilatéral 
ABF  se  rencontrent  au  centre  : 


_R 

r 


AK 

GK 


Fig.  355. 


K  étant  le  milieu  de  BF  et  G,H  les  centres  du  pentagone  et  du 
triangle;  or 


AK  =  JL  /à, 


Don< 


r_ir_     «(1/5+1) 


R_ 

r 


_V6o-~6j/5  /• = 

-      t/5>i       =V  i5-6^/5, 


et  en  outre 


R2  —  r2  =  AH2  = 


2        aé 


On  en  tire  : 


4 


EXPRESSIONS  DE  a,  r,  5,  S,  V  EN  FONCTION  DE  R 


48o.  On  obtient  aisément  les  résultats  suivants  : 
i°  Tétraèdre. 


2R    ,- 

a  =  —  v/6, 


5  =    —3 V/i. 


R 

— -3— v^ 


v         8R3     /ô 


27 


G.  et  N.  Géométrie  élém. 


*9 
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'i°  Cube. 

4R* 


s  = 


3 


S  =  8R*. 


v  =  i*Vï. 

9 


3°  Octaèdre. 


r  = 

R8  ./=- 


*  =  — ^3,  S=4RV'*. 

a 

4Ra 


V  = 


i    ' 


(On  voit  que  le  rapport  du  volume  d'une  sphère  au  volume 
de  l'octaèdre  y  inscrit  est  égal  à  ir.) 


4°  Dodécaèdre. 


«  =  -5- (vis -»/*). 

R      / — =• 

R2 


5°  Icosaèdre. 


s  =  JJ-V^io(5-v/5")- 
S=aR2V/io(5  —  v/T), 

«=  — -V5o — iot/5, 
5 

R2  — 

S=aR*(5^5"— V'ïî)» 
V=yRV,0+aV5. 


m  » 
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CALCUL  DES  DIEDRES  D  UN  POLYEDRE  REGULIER 


481.  Soient  (fig.  356)  AB  l'arête  commune  à  deux  faces  con- 
sécutives, C  et  D  les  centres  de  ces 
faces,  E  le  milieu  de  AB  ;  O  le  centre 
du  polyèdre.  Coupons  le  trièdre 
O.ACE  par  une  sphère  de  rayon 
arbitraire,  que  nous  prendrons  pour 
unité.  On  obtient  un  triangle  sphérique 

ace,  dans  lequel  ace  =  AGE  =  —  ,  x 
étant  le  nombre  de  côtés  de  chaque 

face  ;  cae  est  le  dièdre  GAOE,  enfin 

aec  =  —  .  Si  y  est  le  nombre  de  faces 
assemblées  autour  de  chaque  sommet, 

le  dièdre  GAOE  =  —  — -  =  — . 

2       y         r 

Si  nous  appelons  1/  l'angle   dièdre    GABD  cherché,  on  a 


Fig.  356. 


Il 
«in  —  =z  cos  ce. 
•1 


Mais,  dans  le  triangle  rectangle  ace, 


ou 


c'est-à-dire 


On  a  ensuite 


mais 


cos  cae  =  cos  ce.  sm  ace. 


T. 


cos 


sin 


if      .      r 


sin 


u 


cos 


T. 


8111 


1/ 

•À 


sin 


T. 

x 


ri 


OC  =  CE  tg  — ; 


*■-.  »-.        a  7T 

CE=  — cotg — ; 
•1  x 
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donc 


Ensuite 


a  ~  u 

r  rz:  cote .    Isr 

2  *     X  fi      i 


r 

—  =  cosAOC, 
K 


Mais,  dans  le  triangle  sphérique  considéré  : 


cos  ac  =  cotg  cfle  cotg  ace  =  cotjç co*K  — ; 


y  * 


don 


e 


R  7: 


et,  par  suite, 


T»  a  ~  « 

2      *     y         n     2 


NOTIONS   SOMMAIRES   SUR    LES    POLYEDRES    REGULIERS    ETOILES 

482.  Le /*<!/!£  d'un  polygone  plan  régulier  est  le  nombre  n  de 
ses  côtés,  le  genre  de  ce  polygone  est  le  nombre  entier  k  premier 

à  /i,  et  moindre  que — ,  qui  indique  combien  l'arc  sous-tendu 

par  chaque  côté  contient  de  divisions  de  la  circonférence  cir- 
conscrite partagée  en  n  parties  égales.  Les  arcs  sous-tendus 
par  les  côtés  du  polygone  couvrent  k  fois  la  circonférence,  et 
la  somme  des  angles  au  centre  vaut  \k  droits. 

Considérons  un  angle  solide  régulier,  par  exemple,  l'angle  au 
sommet  d'une  pyramide  régulière  ayant  pour  base  un  pentagone 
régulier  étoile  ;  nous  dirons  que  le  rang  de  cet  angle  solide 
est  >  et  que  son  genre  est  2  ;  les  projections  des  faces  latérales 
de  cet  angle  sur  la  base  de  la  pyramide  couvrent  8  droits,  ou 
2  fois  't  droits. 

Appelons  polyèdre  régulier  tout  polyèdre,  convexe  ou  non, 
dont  les  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux  et  dont  les 
angles  solides  sont  réguliers  et  égaux.  On  voit  que,  si  un  pareil 
polyèdre  peut  exister  non  convexe,  on  pourra  lui  circonscrire 
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une  sphère,  et  lui  inscrire  une  seconde  sphère  concentrique  à 
la  première  ;  la  démonstration  est  la  même  que  si  le  polyèdre 
était  convexe.  Le  centre  de  ces  sphères  se  nomme  le  centre 
du  polyèdre.  La  différence  entre  les  deux  cas  consiste  en  ce 
que  si  nous  projetons  coniquement  les  faces  au  moyen  de 
rayons,  sur  la  sphère  circonscrite,  ou  sur  une  sphère  concen- 
trique, les  polygones  sphériques  obtenus  couvrent  une  seule 
fois  la  surface  de  la  sphère,  s'il  s'agit  de  polyèdres  convexes, 
et  la  couvrent  uniformément  deux,  trois...  fois  s'il  s'agit  de 
polyèdres  non  convexes. 

Le  rang  d'un  polyèdre  régulier  est  le  nombre  de  ses  faces, 
son  genre  est  le  nombre  de  fois  que  les  projections  des  faces 
sur  une  sphère  concentrique  couvre  la  surface  de  cette  sphère. 
Dans  un  polyèdre  régulier  convexe,  le  genre  est  égal  à  i ,  et  il 
en  est  de  même  du  genre  de  chacun  des  angles  solides.  Dans 
un  polyèdre  régulier  non  convexe,  le  polyèdre  et  son  angle 
solide  peuvent  avoir  des  genres  différents. 

483.  Théorème-  —  Si  Ion  donne  un  polyèdre  régulier  II  de 
genre  quelconque,  il  existe  toujours  un  polyèdre  régulier  con- 
vexe X  ayant  avec  lui  tous  les  sommets  communs. 

En  effet,  tous  les  sommets  de  II  sont  sur  une  sphère  ;  soit  A 
l'un  de  ces  sommets  et  soit  B  un  second  sommet  tel  qu'il  n'y 
en  ait  pas  de  plus  voisin  de  A  et  faisons  passer  un  plan  par  AB  ; 
en  faisant  tourner  ce  plan  d'une  façon  convenable,  on  pourra 
le  faire  passer  par  un  certain  nombre  d'autres  sommets  G,  D... 
et  on  peut  évidemment  trouver  une  position  du  plan  telle  que 
tous  les  autres  sommets  soient  d'un  même  côté  de  ce  plan. 
Je  dis  que  les  sommets  A,  B,  C,  D...  peuvent  être  pris  pour 
sommets  d'un  polygone  convexe.  En  effet,  tous  ces  points 
sont  sur  le  cercle  suivant  lequel  leur  plan  coupe  la  sphère  ;  il 
suffit  donc  de  parcourir  ce  cercle  dans  un  sens  déterminé  et  de 
tracer  les  cordes  joignant  chaque  point  au  suivant.  Remar- 
quons maintenant  qu'il  y  a  évidemment  une  seconde  position  du 
plan  passant  par  AB,  symétrique  de  la  première  par  rapport 
au  plan  mené  par  AB  et  le  centre,  et  remplissant  les  mêmes 
conditions.  On  pourra  procéder  de  la  même  façon  pour  chacun 
des  sommets  du  polyèdre  II  et  l'on  aura  ainsi  déterminé  un 
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polyèdre  convexe  X  ayant  tous  ses  sommets  communs  avec 
ceux  de  II. 

Je  dis  que  X  est  régulier.  En  effet,  désignons  par  P  la 
ligure  formée  par  les  deux  polyèdres  II  et  X  et  par  Q  une 
seconde  figure  égale  à  P.  Puisque  II  est  un  polyèdre  régulier, 
on  peut  faire  coïncider  les  figures  P  et  Q  en  plaçant  un  quel- 
conque des  sommets  de  Q  sur  un  sommet  arbitrairement  choisi 
de  P  et  en  faisant  coïncider  une  face  du  polyèdre  II  avec  une 
face  du  polyèdre  égal  II'  compris  dans  la  figure  Q.  Or  cette 
superposition  peut  se  faire  au  moins  dune  triple  manière, 
parce  que  les  angles  solides  de  II  et  de  II'  sont  au  moins 
trièdres.  La  coïncidence  des  figures  P  et  Q  montre  que  les 
angles  solides  du  polyèdre  X  et  du  polyèdre  X'  compris  dans 
la  figure  Q  sont  respectivement  égaux,  et  comme  ces  angles 
peuvent  coïncider  au  moins  d'une  manière  triple,  et  qu'ils  ne 
peuvent  être  que  trièdres,  tétraèdres  ou  pentaèdres,  leurs  faces 
sont  égales  et  également  inclinées. 

On  voit  donc  que  les  faces  de  X  et  de  X'  sont  équiangles  et 
également  inclinées  et  peuvent  s'appliquer  l'une  sur  l'autre, 
quel  que  soit  le  sommet  de  la  figure  Q  qu'on  fasse  coïncider 
avec  un  sommet  de  P  ;  ce  qui  prouve  que  ces  faces  ne  peuvent 
être  que  des  polygones  réguliers.  Donc  le  polyèdre  convexe  X 
est  régulier. 

48 \.  En  s'appuyant  sur  ce  théorème,  pour  trouver  les 
polyèdres  réguliers  de  genre  supérieur  à  1,  il  faut  prendre 
sur  chaque  polyèdre  régulier  convexe  un  sommet  et  chercher 
si  d'autres  sommets  peuvent  former  avec  celui-là  un  polygone 
régulier  et  si  trois  polygones  au  moins  ayant  un  sommet  com- 
mun peuvent  constituer  un  angle  solide  régulier. 

En  partant  du  tétraèdre,  du  cube  et  de  l'octaèdre,  on  voit 
immédiatement  que  ces  polyèdres  réguliers  ne  peuvent  donner 
naissance  à  aucun  polyèdre  régulier  de  genre  supérieur.  Le 
dodécaèdre  régulier  convexe  D0  donne  un  dodécaèdre  régulier 
étoile  D4.  L'icosaèdre  régulier  convexe  I0donne  trois  polyèdres  : 
l'icosaèdre  étoile  lit  un  dodécaèdre  à  faces  convexes  D2  et  un 
dodécaèdre  à  faces  étoilées  D3. 
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,'|85.  Autres  modes  de  construction .  —  Conservons  les  nota- 
tions précédentes. 

i°  Di  peut  se  déduire  de  I0  en  prolongeant  les  côtés  des 
douze  pentagones,  tels  que  ABGDE  (fig.  35 1),  jusqu'à  leurs 
points  de  rencontre  ;  le  solide  ainsi  obtenu  se  compose  de  I0 
et  de  vingt  tétraèdres  tels  que  celui  qui  est  formé  par  les 
quatre  plans  ABF,  ABK,  BFD,  AFD. 

i°  Les  faces  de  D2  sont  précisément  les  douze  pentagones 
de  I0,  tels  que  ABGDE  (fig.  35 1)  ;  de  sorte  que  le  solide  D4 
peut  se  déduire  du  solide  I0  en  étant  vingt  tétraèdres  tels  que 
celui  qui  est  formé  par  les  quatre  plans  ABF,  ABC,  BFE,  FAH. 

V  D3  peut  se  déduire  de  I)0  en  prolongeant  les  côtés  des 


Fig.  35;. 


douze  faces  pentagonales  jusqu'à  leurs  points  de  rencontre 
s,  a,  bf  c,...  (fig.  35^)  ;  nous  avons  reporté  sur  cette  figure  les 
lettres  de  la  figure  3'ty,  pour  que  le  lecteur  puisse  suivre  plus 
facilement  la  construction.  Le  solide  ainsi  obtenu  se  compose 
de  1)0  et  de  douze  pyramides  telles  que  sMNPD'E'. 

i°  Les  sommets  et  les  arêtes  de  lt  sont  les  mêmes  que  les 
sommets  et  les  arêtes  de  D3  (fig.  35^)  ;  mais  les  faces,  au  lieu 
d'être  des  pentagones  étoiles,  sont  des  triangles,  tels  que  aeft. 
Le  solide  formé  par  \L  peut  donc  se  déduire  du  solide  D8  en 
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enlevant  soixante  tétraèdres  tels  que  le  tétraèdre  osMN  formé 
par  les  quatre  plans  sMN,  aeh,  sdj\  sbf(*). 

486.  Trouver  le  genre  dun  polyèdre  régulier  étoile.  —  Plus 
généralement,  considérons  un  polyèdre  étoile  inscrit  à  une 
sphère,  et  supposons  toutes  les  faces  et  tous  les  angles  solides 
du  même  genre.  Soient  n  le  nombre  des  côtés  d'une  face,  ^le 
genre  de  cette  face,  a  et  s  l'aire  et  la  somme  des  angles  du 
polygone  sphérique  qui  est  la  projection  de  cette  face  sur  la 
sphère  circonscrite  (les  projetantes  étant  des  rayons  de  la 
sphère).  Décomposons  ce  polygone  sphérique  en  triangles,  en 
joignant  par  des  arcs  de  grand  cercle  les  sommets  à  la  projec- 
tion sphérique  du  centre  de  la  face  considérée.  Si  nous  appe- 
lons a,  8  les  angles  à  la  base,  <r  l'angle  au  sommet  dans  un  de 
ces  triangles,  l'aire  de  ce  triangle  a  pour  mesure  a  -+-  (i  -h  o  —  a, 
et  par  suite 

a  =  2  (a  +  p  +  <j)  —  2w. 

Mais  2  (a  +  (i  +  a)  est  égale  à  la  somme  5  des  angles  du  poly- 
gone sphérique  augmentée  de  la  somme  des  angles  s,  laquelle 
égale  \g.  Donc 

a  =  s r  +  4g  —  a». 

Or  2a  =  8G,  G  étant  le  genre  du  polyèdre.  2s  est  la  somme  de 
tous  les  angles  des  polygones  sphériques  ;  or,  en  chacun  des 
sommets,  dont  le  nombre  est  S,  chaque  somme  fait  4v angles 
droits,  y  étant  le  genre  de  chaque  angle  solide  ;  donc  2s  =  4ïS. 
Enfin  2/i  =  a  A.  On  a  donc 

8G  =  4yS  +  4^  —  4A. 

ou  enfin 

jF  +  YS=À+aG. 

487.  Si,  dans  la  formule  précédente,  on  remplace  A,  F,  S, 
g,  y  par  leurs  valeurs  supposées  connues,  on  en  tirera  la  va- 
leur de  G. 


(*)  Le  prolongement  de  la  droite  Mo  passe  par  le  point  Q  d'intersection 
de  a/  avec  ah;  de  même  le  prolongement  de  No  passe  par  le  point  A'  d'in- 
tersection de  »f  avec  eh. 
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Exemples  : 

i°  Icosaèdre  régulier  étoile  :  II  est  formé  par  des  triangles 
équilatéraux,  assemblés  suivant  des  angles  pentaèdres  de 
genre  a,  autour  de  chaque  sommet  de  l'icosaèdre  régulier  con- 
vexe. On  a  donc 

F  zz  20,  S  =  i!i.  A  =  3o,  ^=:i,y  =  2: 

ce  qui  donne 

G=7. 

ît°  Premier  dodécaèdre  régulier  étoile  D,  :  les  faces  sont  des 
pentagones  réguliers  étoiles,  formant  des  angles  trièdres  de 
genre  1,  autour  de  chaque  sommet  d'un  dodécaèdre  régulier 
convexe. 

F  =  12,  S  =  20,  À  —  3o,  g  =  2,  y  ='  î 

d'où 

G=7. 

3°  Deuxième  dodécaèdre  régulier  étoile  Dt,  à  faces  convexes  : 
pentagones  réguliers  convexes  formant  des  angles  pentaèdres 
de  genre  a,  assemblés  autour  de  chaque  sommet  d'un  icosaèdre 
régulier  convexe. 

F  ==  ia,  S  z:  n,  A  =  3o,  g  —  1,7  =  *; 

d'où 

G  =  3. 

4°  Troisième  dodécaèdre  régulier  étoile  D3,  à  faces  étoilées  : 
pentagones  étoiles  formant  des  angles  pentaèdres  de  genre  1 , 
autour  des  sommets  d'un  icosaèdre  régulier  convexe. 

F  zn(Sz  12,  A  z=  3o,  g  —  2,  y  =  1  ; 

d'où 

G  =3. 

NOMBRE     DES    CONDITIONS    NECESSAIRES    POUR    DETERMINER 

UN    POLYÈDRE    EN  GRANDEUR 

488.   Considérons  S  points  ou  un  polyèdre,  d'espèce   non 
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définie,  ayant  S  sommets.  Pour  déterminer  en  grandeur  le 
triangle  formé  par  trois  sommets,  il  faut  trois  conditions  ;  pour 
déterminer  chacun  des  S — 3  autres  sommets,  il  suffit  de  don- 
ner les  distances  de  chacun  d'eux  aux  trois  premiers,  ce  qui 
fait  3(S —  3)  conditions,  ou,  en  tout,  3-f-3(S —  3)  ou  3S — Ci 
conditions  au  plus. 

On  comprend  sans  peine  que  ce  nombre  s'abaisse  quand 
la  définition  du  polyèdre  se  précise  davantage,  car  quelques 
sommets  peuvent  se  trouver  assujettis  à  être  dans  quelque 
plan  ou  même  sur  quelque  droite.  Ainsi  la  détermination  d'un 
tétraèdre  exige  i.\ — 6  ou  6  conditions,  tandis  que  la  déter- 
mination dune  pyramide  dont  la  base  est  un  polygone  de  n 
côtés  exige  moins  de  3(n+i) — 6  conditions.  11  suffit  en  elfe t 
de  in —  3  conditions  pour  déterminer  la  base  et  de  3  con- 
ditions pour  le  sommet,  ce  qui  fait  en  tout  in  conditions. 

Considérons  maintenant  un  polyèdre  d'espèce  donnée  et 
prenons  pour  base  une  face  ayant  n  côtés.  Il  faut  m  —  3  con- 
ditions pour  déterminer  cette  face  en  grandeur.  Il  reste  S  —  n 
sommets  à  déterminer;  le  nombre  des  conditions  est  donc. 
'in  — 3 h-  3(S — n)  ou  38 — n — 3. 

Mais  ce  nombre  est  en  général  trop  grand,  et  il  faut  le 
diminuer  du  nombre  des  conditions  exprimant  que  les  points 
de  chaque  face  sont  dans  un  plan.  Or  trois  points  déterminent 
un  plan;  donc,  si  n',  /i",  /*'"...,  sont  les  nombres  de  côtés  des 
faces  autres  que  la  base  considérée,  le  nombre  trouvé  doit  être 
diminué    de    (n' — 3)+(/i" —  3)  +  (/i"' —  3)+...;   il  reste    ainsi 

JS  —  n  —  3  —  («'  —  3)  —  (/*"—  3)  —  («"'  —  3)  —  ... 

ou 

3S  —  6  —  [ti  —  3)  —  (/«'  —  3)  —  [n"  —  3)  —  (//'"  —  3)  —  ... 

(  >n  voit  déjà  qu'on  arriverait  au  même  résultat  en  prenant 
pour  base  une  face  quelconque  ;  en  outre,  le  nombre  trouvé  est 
égal  à 

JS  -  6  —  ik  -f  3F 

et,  eu  tenant  compte  de  la  relation  F  +  S  =  A-ha,  ce  nombre 
se  réduit  à  A.  On  obtient  ainsi  ce  théorème,  dû  à  Legendre  : 
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Le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déterminer  un 
polyèdre  d'espèce  donnée  est  égal  au  nombre  de  ses  arêtes. 

'189.  On  obtient  tous  les  polyèdres  semblables  à  un  polyèdre 
donné  en  construisant  les  polyèdres  directement  homothétiques 
par  rapport  à  un  centre  donné,  le  rapport  d'hoinothétie  \ 
variant  de  oà-f  »;  pour  que  les  polyèdres  soient  égaux 
il  faut  donner  la  condition  \  =  +  1  ;  donc  pour  que  deux 
polyèdres  soient  semblables  (sans  que  le  rapport  de  similitude 
soit  donné)  il  faut  3S —  7  conditions,  ou  A —  1  conditions  si 
les  polyèdres  sont  d'espèce  donnée,  c'est-à-dire  une  condition 
de  inoins  que  pour  leur  égalité. 

Enfin,  il  faut  autant  de  conditions  pour  la  symétrie,  ou  plus 
généralement  pour  la  similitude  avec  rapport  donné,  que  pour 
l'égalité. 

49°-  Théorème.  —  Deux  polyèdres  convexes  sont  égaux 
quand  leurs  faces  sont  égales  chacune  à  chacune  et  disposées 
dans  le  même  ordre. 

Nous  démontrerons  d'abord  deux  lemmes. 

I.  Si  toutes  les  faces  d'un  angle  polyèdre  convexe  sont  inva- 
riables sauf  une,  et  si  tous  les  angles 
dièdres  non  adjacents  à  la  face 
variable  augmentent  ou  diminuent 
en  même  temps,  cette  face  augmen- 
tera ou  diminuera  aussi. 

Remarquons  d'abord  que,  si 
deux  trièdres  ont  deux  faces  égales 
chacune  à  chacune  et  la  troisième 
inégale,  à  la  plus  grande  face  est 
opposé  le  plus  grand  dièdre,  ce 
qui  démontre  la  proposition  dans 
le  cas  d'un  trièdre.  Cela  étant,  soit 
(lig.  358)  un  angle  polyèdre  con- 
vexe S.ABGDEFGH  dont  toutes 
les  faces  sauf  la  face  ASB,  sont  invariables.  Supposons  que  le 
dièdre  SE  varie  seul;  les  angles  S.AEFGH  et  S.BGDE  sont 
invariables,  le  trièdre  S.ABE  varie  seul  et  la  face  ASB  varie 


Yig.  358. 
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dans  le  même  sens  que  le  dièdre  SE.  Donc,  si  tous  les  diè- 
dres, sauf  ceux  qui  ont  pour  arêtes  SA  et  SB,  varient  dans 
le  même  sens,  la  face  ASB  variera  aussi  dans  ce  même  sens, 
car  on  peut  faire  varier  successivement  chacun  des  dièdres  et 
la  variation  de  chacun  d'eux  entraînera  une  variation  de  même 
sens  correspondante  de  la  face  ASB. 

Corollaires.  —  I.  —  Si  toutes  les  faces  d'un  angle  polyèdre 
convexe  sont  invariables,  il  est  impossible  de  faire  varier  tous 
les  dièdres  à  la  fois  dans  le  même  sens. 

II.  —  Si,  dans  un  angle  polyèdre  convexe  dont  toutes  les 
faces  sont  invariables^  on  fait  varier  les  dièdres  en  augmentant 
les  uns  et  diminuant .  les  autres,  mais  de  façon  que  l'angle  reste 
convexe,  et  si  l'on  écrit  le  signe  +  sur  l'arête  de  chaque  dièdre 
croissant  et  le  signe  —  sur  l'arête  de  chaque  dièdre  décroissant  ; 
alors,  en  parcourant  successivement,  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  toutes  les  arêtes,  il  y  aura  au  moins  quatre  changements 
de  signes. 

On  voit  d'abord  que  l'angle  polyèdre  considéré  doit  avoir 
plus  de  trois  faces,  sans  quoi  les  dièdres  seraient  invariables, 
puisque  les  faces  le  sont.  En  outre  il  y  a  plus  de  deux  chan- 
gements de  signes.  En  effet,  si  par  exemple  les  arêtes  SA,  SB, 
SG,  avaient  le  signe  -j-  et  les  arêtes  SD,  SE,  SF,  SG,  SH  le 
signe  — ,  le  plan  ASC  partagerait  l'angle  donné  en  deux 
angles  également  convexes  et  la  face  ASC  devrait  augmenter 
dans  l'un  et  diminuer  dans  l'autre,  ce  qui  est  absurde.  11  doit 
donc  y  avoir  plus  de  deux  changements  de  signes  et,  comme 
on  revient  au  même  signe,  le  nombre  de  changements  de 
signes  doit  être  pair;  il  est  donc  bien  au  moins  égal  à  4. 

Remarque.  —  La  formule  d'Euler  subsiste  quand  on  né- 
glige quelques  arêtes  et  quelques  sommets,  pourvu  que  l'on 
compte  comme  une  seule  face  les  deux  faces  ayant  en  com- 
mun une  arête  que  Ton  a  négligée,  et  aussi  comme  une  seule 
face  toutes  celles  qui  appartiennent  à  l'angle  polyèdre  dont  on 
supprime  le  sommet,  en  ayant  soin  de  négliger  toutes  les 
arêtes  qui  aboutissent  à  ce  sommet. 
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En  effet,  soit  a  le  nombre  d'arêtes  négligées,  les  sommets 
situés  sur  ces  arêtes  étant  conservés;  et  soit  s  le  nombre 
des  sommets  négligés,  faisant  disparaître  respectivement 
/i,  /i',  n"...  arêtes;  enfin  soient  F',  S',  A'  ce  que  deviennent 
ainsi  F,  S  et  A.  On  a  évidemment  : 

F'  =  F  —  a  -\-  s  —  n  —  n!  —  «"  —  . . . , 

S'  =  S  —  s, 

A'  =  A  —  a  —  n  —  n'  —  n"  —  ...  ; 

donc 

F  +  S'  —  A'  =  F  +  S  —  A. 

Nous  pouvons  maintenant  établir  le  théorème  énoncé  plus 
haut.  Ce  théorème  est  d'abord  évident  pour  tous  les  polyèdres 
qui  n'ont  que  des  angles  solides  trièdres  ;  car,  les  faces  de  ces 
polyèdres  étant  égales  et  disposées  dans  le  même  ordre,  les 
trièdres  correspondants  à  chaque  sommet  sont  égaux,  donc  les 
polyèdres  sont  superposables.  Considérons  maintenant  deux 
polyèdres  quelconques  P  et  P';  il  suffira  d'établir  l'égalité  de 
leurs  angles  dièdres.  Comparons  les  dièdres  du  polyèdre  P  aux 
dièdres  correspondants  du  polyèdre  P';  mettons  le  signe  + 
sur  les  arêtes  des  dièdres  de  P  qui  sont  plus  grands  que  les  diè- 
dres correspondants  de  P',  le  signe  —  sur  les  arêtes  de  ceux 
qui  sont  plus  petits  et  ne  mettons  aucun  signe  sur  les  arêtes 
des  dièdres  égaux  à  ceux  de  P'.  Négligeons  les  arêtes  ne  por- 
tant aucun  signe;  nous  voyons  que,  dans  un  angle  solide  du 
polyèdre  P,  deux  arêtes  consécutives  ayant  le  signe  -f-  ou  le 
signe  —  appartiennent  à  une  même  face  plane  ou  brisée,  et  à 
une  seule;  donc  si,  pour  chaque  sommet,  on  compte  le  nombre 
de  changements  de  signes  en  tournant  autour  de  ce  sommet  de 
façon  à  rencontrer  successivement  toutes  les  arêtes,  et  si  Ion 
compte  de  même,  pour  chaque  face,  le  nombre  de  changements 
de  signes  rencontrés  en  parcourant  le  périmètre  de  chaque 
face,  les  deux  sommes  obtenues  sont  les  mêmes. 

Or,  autour  d'un  angle  solide  convexe,  le  nombre  total  de 
changements  de  signes  est  au  moins  quatre  ;  donc,  en  appelant  S 
le  nombre  des  sommets  restants,  si  on  en  néglige  quelques-uns 
(auxquels  n'aboutirait  aucune  arête  affectée  d'un  signe  +  ou — ), 
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le  nombre  des  changements  de  signes  serait  au  moins  4$. 
Cherchons  maintenant  combien  il  y  a  de  changements  de 
signes  sur  les  périmètres  des  faces.  Soit  F3  le  nombre  des 
faces  dont  le  périmètre  ne  compte  que  trois  arêtes  affectées  de 
signes,  F4  le  nombre  des  faces  n'ayant  que  quatre  arêtes  affec- 
tées de  signes,  etc.  En  général,  le  nombre  de  changements  de 
signes  marqués  sur  un  périmètre  fermé  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  côtés  et,  comme  on  revient  au  signe  primitif,  ce 
nombre  est  pair.  Donc,  pour  un  triangle,  le  nombre  est  au 
plus  2;  pour  un  quadrilatère  ou  un  pentagone,  au  plus  ï; 
pour  un  hexagone  ou  un  heptagone,  au  plus  6.  Donc,  en  appe- 
lant N  le  plus  grand  nombre  possible  de  changements  de 
signes  qu'on  puisse  rencontrer  sur  les  périmètres  de  toutes  les 
faces,  on  a  : 

N  =  *F,  +  4  (F,  +  F,)  +  6  (F,  +  F7)  +  ... 

Mais,  en  appelant  F  et  A  les  nombres  de  faces  et  d'arêles 
portant  des  signes,  on  a  : 

F  =  Fa+F4  +  F8+F6+F7-f  ... 
aA  =  3F,  +  4F4+5Fg+6Fê+7F7  +  ... 

et  en  outre 

4F  +  4S  =  4A  +  8; 

de  sorte  que  : 

4S  =  8  +  aF,  +  4F4+6F1  +  ... 

On  aurait  donc 

4S>N. 

ce  qui  est  contradictoire.  Donc  les  deux  polyèdres   ont  tous 
leurs  dièdres  égaux  et,  par  suite,  le  théorème  est  démontré. 

Corollaires.  —  I.  —  Si  deux  polyèdres  convexes  ont  les 
faces  égales  chacune  à  chacune ,  mais  disposées  en  ordre  invesse, 
l'un  est  égal  au  symétrique  de  Vautre. 

II.  —  Si  deux  polyèdres  convexes  ont  les  faces  semblables 
chacune  à  chacune  et  disposées  dans  le  même  ordre,  ils  sont 
semblables. 


PROPRIETES    GÉSÊRALES  DES  POLYÈDRES       463 


K  XF.RCICF.S 

i.  Du  centre  de  gravité  d'une  face  d'un  tétraèdre  régulier  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  autres  faces  ;  prouver  que  le 
tétraèdre  ayant  ces  perpendiculaires  pour  arêtes  latérales  est 
une  pyramide  régulière  et  calculer  son  volume. 

2.  Les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  régulier  sont  les  som- 
mets d'un  octaèdre  régulier. 

3.  On  peut  inscrire  à  un  cube  un  tétraèdre  régulier  dont  les 
sommets  soient  des  sommets  du  cube  et  les  arêtes  des  diagonales 
des  faces  du  cube. 

4.  A  tout  dodécaèdre  régulier  on  peut  inscrire  un  cube  dont  les 
sommets  soient  des  sommels  du  dodécaèdre  et  dont  les  arêtes 
soient  des  diagonales  des  faces  du  dodécaèdre.  On  peut  ainsi  en 
inscrire  cinq. 

5.  Les  centres  des  faces  d'un  polyèdre  régulier  sont  les  sommets 
d'un  second  polyèdre  régulier,  conjugué  du  premier;  et  récipro- 
quement. 

G.  Si  la  surface  d'un  petit  cercle  est  le  —-  de  celle  de   la   sphère 

0 

sur  laquelle  il  est  tracé ,  le  diamètre,  les  côtés  du  carré  et 
du  triangle  équilatéral  inscrits  à  ce  petit  cercle  sont  les  arêtes  de 
trois  polyèdres  réguliers  :  tétraèdre,  cube  et  octaèdre  inscrits  à 
cette  sphère. 

7.  Si  l'on  inscrit  à  une  sphère  un  cylindre  dont  le  rayon  soit 
égal  à  la  hauteur,  et  que  l'on  construise  deux  pentagones  réguliers 
opposés,  ABCDE,  A'B'C'D'E',  inscrits  aux  bases  du  cylindre,  les 
sommets  de  ces  deux  pentagones  et  les  pôles  des  bases  du  cylindre 
sont  les  sommets  d'un  icosaèdre  régulier.  —  Car  soient  O  le  centre 
et  P  le  pôle  de  la  base  à  laquelle  est  inscrit  le  pentagone  ABCDE  ; 
on  vérifie  que  OP  est  égal  au  côté  du  décagone  régulier  inscrit 
à  cette  même  base:  donc  [(î.  P.,  p.  rf~]. 

PA  =  AB  =  AC\  etc. 

8.  Si  Ton  construit  une  pyramide  pentagonale  dont  toutes  les 
arêtes  soient  égales,  puis  une  seconde  pyramide  symétrique  de  la 
première  par  rapport  au  centre  de  la  base,  la  sphère  ayant  pour 
diamètre  la  droite  qui  joint  les  sommets  des  deux  pyramides  ren- 
contre les  arêtes  latérales  en  douze  points  (y  compris  les  deux 
sommets),  qui  sont  les  sommets  d'un  icosaèdre  régulier. 

9.  Si  l'on  construit  une  pyramide  pentagonale  régulière  S.  ABCDE 
dont  les  angles  au  sommet  soient  égaux  à  36°  et  qu  on  prenne,  sur 
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les  prolongements   des  arêtes  latérales  SA,   SB....,  des   longueurs 
AA',  BB'...  égales  à  AB,  les  dix  points 

A,  B,  C,  D,  E,  A',B\C,  D',  E' 

et  leurs  symétriques  par  rapport  au  centre  de  la  sphère  qui  passe 
par  ces  dix  points  sont  les  sommets  d'un  dodécaèdre  régulier. 

10.  Partager  la   surface  d'une   sphère   en  polygones  sphériques 
réguliers  et  égaux. 


NOTE   I 
SYMÉTRIE 

'191 .  Nous  avons  dit  [i'Ja]  que  deux  figures  F,  Fi  sont  symé- 
triques quand  la  symétrique  F'  de  F  par  rapport  à  un  point  O 
quelconque  est  superposable  à  Fi  ;  la  transformation  qui 
change  F  en  FL  s'appelle  symétrie.  Nous  allons  chercher  à 
réduire  cette  transformation  à  sa  forme  la  plus  simple. 

Nous  savons  [*7'J>]  que  le  déplacement  qui  amène  F'  en  F4 
peut  être  remplacé  par  deux  renversements  successifs  autour 
de  deux  droites  D  et  D'  dont  la  première  passe  par  un  point 
arbitraire,  par  exemple,  par  O.  Soit  F"  la  figure  symétrique  de 
F'  par  rapport  à  D  ;  les  deux  figures  F,  F"  sont  symétriques 
par  rapport  au  plan  P  passant  par  O  et  perpendiculaire  à  D. 
Ensuite,  on  peut  remplacer  le  renversement  autour  de  D',  qui 
amène  F"  en  F1?  par  deux  inversions  successives  par  rapport 
à  deux  plans  rectangulaires  PA,  P2  passant  par  D'  et,  de  plus, 
on  peut  choisir  P4  perpendiculaire  à  P. 

On  peut  donc  transformer  F  en  F4  au  moyen  de  trois  inver- 
sions successives  par  rapport  aux  plans  P,  Pi,  P2.  Mais  P 
et  PA  étant  rectangulaires,  on  peut  intervertir  l'ordre  des  deux 
premières  inversions  :  commencer  par  l'inversion  par  rapport 
à  Pi  et  faire  ensuite  l'inversion  par  rapport  à  P,  puis  l'inver- 
sion par  rapport  à  P2. 

Or,  les  plans  P  et  P>  sont  perpendiculaires  à  P4. 
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Si  donc  ces  deux  plans  se  coupent,  leur  intersection  Dt  est 
perpendiculaire  à  Pt  ;  dans  ce  cas,  on  peut  remplacer  les  deux 
i  nversions  successives  par  rapport  à  P  et  à  P2  par  une  rota- 
tion autour  de  D,,  de  sorte  que  la  symétrie  qui  transforme  P 
en  Fi  équivaut  à  l'inversion  par  rapport  au  plan  P4  suivie  d'une 
rotation  autour  d'un  axe  Dt  perpendiculaire  à  ce  plan.  D'ail- 
leurs, cette  inversion  et  cette  rotation  sont  évidemment  échan- 
geables [G.  P.,  p.  337]. 

Si  les  plans  P  et  P2  sont  parallèles,  on  peut  remplacer  les 
deux  inversions  successives  par  rapport  à  ces  deux  plans  par 
une  translation  perpendiculaire  à  ces  deux  plans,  par  suite, 
parallèle  à  Pt.  Dans  ce  cas,  la  symétrie  qui  transforme  F  en  Ft 
équivaut  à  l'inversion  par  rapport  au  plan  Pi  suivie  d'une 
translation  parallèle  à  ce  plan  ;  cette  inversion  et  cette  transla- 
tion sont  encore  échangeables. 

Enfin,  si  les  plans  P  et  P2  se  confondent,  les  deux  inver- 
sions successives  par  rapport  à  ces  deux  plans  se  détruisent  et, 
dans  ce  cas,  les  figures  F  et  Fi  sont  symétriques  par  rapport 
au  plan  Pi. 

D'où  ce  théorème  : 

Toute  symétrie  équivaut  soit  à  une  simple  inversion  plane, 
soit  à  une  inversion  par  rapport  à  un  plan  suivie  (ou  précédée) 
d'une  translation  parallèle  à  ce  plan,  soit  à  une  inversion  par 
rapporta  un  plan  suivie  (ou  précédée}  d'une  rotation  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  à  ce  plan. 

'19a.  Remarque.  —  Il  est  maintenant  facile  de  trouver  les 
points  doubles,  les  droites  doubles  et  les  plans  doubles  de  la 
transformation  considérée,  c'est-à-dire  les  points,  les  droites 
et  les  plans  qui  se  transforment  en  eux-mêmes. 

i°  S'il  s'agit  d'une  simple  inversion  par  rapport  à  un  plan, 
ce  plan  et  tous  ceux  qui  lui  sont  perpendiculaires  sont  des 
plans  doubles  (*)  ;  toutes  les  droites  de  ce  plan  et  toutes  celles 
qui  lui  sont  perpendiculaires  sont  des  droites  doubles  ;  tous 
les  points  de  ce  plan  sont  des  points  doubles. 


(*)  Nous  laissons  de  côté  le  plan  de  l'infini,  ainsi  que  les  points  ou  les 
droites  ù  l'infini. 

G.  et  N.  Géométrie  élém.  3o 
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•2°  S'il  s'agît  d'une  inversion  par  rapport  à  un  plan  suivie 
dune  translation  parallèle  à  ce  plan,  ce  plan  est  un  plan 
double  ;  les  droites  de  ce  plan  parallèles  à  la  translation  sont 
des  droites  doubles;  il  n'y  a  pas  de  point  double. 

3°  S'il  s'agit  dune  inversion  par  rapport  à  un  plan  P  suivie 
dune  rotation  autre  qu'un  renversement  autour  d'une  droite  D 
perpendiculaire  à  ce  plan  en  un  point  O,  P  est  le  seul  plan 
double,  D  la  seule  droite  double  et  ()  le  seul  point  double. 

4°  S'il  s'agit  d'une  inversion  par  rapport  à  un  plan  P  suivie 
d'un  renversement  autour  d'une  droite  1)  perpendiculaire  à  ce 
plan  en  un  point  O,  la  transformation  considérée  n'est  autre 
que  la  symétrie  par  rapport  au  point  O  ;  donc  O  est  le  seul 
point  double,  les  droites  passant  par  O  sont  des  droites  dou^ 
blés  et  les  plans  passant  par  O,  des  plans  doubles. 


CONDITIONS    POUR    OU  UN    POLYEDRE    SOIT    SUPERPOSABLE 

A    SON    SYMÉTRIQUE 

4<)3.  En  général,  pour  qu'une  figure  soit  superposable  à  sa 
symétrique,  c'est-à-dire  pour  qu'elle  soit  symétrique  d'elle- 
même,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  qu'elle  puisse 
se  transformer  en  elle-même,  soit  par  une  simple  inversion 
plane,  soit  par  une  inversion  par  rapport  à  un  plan  suivie  d'une 
rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  ce  plan,  ou  d'une 
translation  parallèle  à  ce  plan. 

Mais,  s'il  s'agit  d'un  polyèdre,  le  cas  de  la  translation  doit 
être  exclu,  car  il  est  évident  qu'une  inversion  par  rapport  à  un 
plan  suivie  dune  translation  parallèle  à  ce  plan  ne  peut  trans- 
former un  polyèdre  en  lui-même.  Par  conséquent, 

Pour  qu'un  polyèdre  soit  superposable  à  son  symétrique,  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  puisse  se  transformer  en  lui-même,  soit  par 
une  simple  inversion  plane,  soit  par  une  inversion  par  rapport  à 
un  plan  P  suivie  d'une  rotation  R  autour  d'une  droite  D  per- 
pendiculaire à  ce  plan. 

Dans  le  premier  cas,  le  polyèdre  a  un  plan  de  symétrie. 

Examinons  le  second  cas.  Soit  A0  un  sommet  du  polyèdre  ; 
la  rotation  R  amène  le  symétrique  de  A0  par  rapporta  Penun 
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point  Al7  qui  est  un  deuxième  sommet  du  polyèdre;  de  même, 
la  rotation  R  amène  le  symétrique  de  Ax  par  rapport  à  P  en 
un  point  A2,  qui  est  un  troisième  sommet  du  polyèdre  et  qui 
n'est  autre  que  A0  qui  a  tourné  autour  de  D  de  l'angle  aa; 
a  étant  l'amplitude  de  la  rotation  R.  En  continuant  ainsi  on 
obtient  une  série  de  sommets  du  polyèdre  : 

0»     P      i»  Aj, .. . 

situés  alternativement  sur  deux  circonférences  ayant  D  pour 
axe  et  symétriques  par  rapport  à  P.  Les  sommets  d'indice  pair 

sont  sur  Tune  de  ces  circonférences  et  les  sommets  d'indice 
impair 

sur  l'autre. 

Comme  les  sommets  du  polyèdre  sont  en  nombre  limité,  on 
finira  par  trouver  un  sommet  A2n  qui  coïncide  avec  A0  ;  ce  qui 
exige  que 

(1)  inz  =z  36o°  X  k, 

k  désignant  un  nombre  entier  premier  à  /i,  sans  quoi  on  pour- 
rait trouver  un  entier  n'  moindre  que  n  et  tel  que  Ain»  coïncide 
avec  A0. 

Gela  posé,  trois  cas  peuvent  se  présenter. 

i°  Si  n  et  k  sont  impairs  : 

n  =  ip  +  1 ,  k  =  ih  -\-  1 , 

la  relation  (1)  devient 

(ip  +  1)  a  =  1800  {-ih  +  1)  ; 

dans  ce  cas,  le  sommet  A^p-hi  est  symétrique  de  A0  par  rap- 
port au  point  0  où  la  droite  D  perce  le  plan  P,  donc  O  est  un 
centre  de  symétrie  du  polyèdre. 
'à0  Si  n  est  impair  et  k  pair  : 

n  =  a/>  +  1,  kz=  ih, 
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la  relation  (  i  )  devient 

(a/>  +  i)a  =  36o°  X  h\ 

dans  ce  cas,  le  sommet  Aip+t  est  symétrique  de  A0par  rapport 
au  plan  P,  donc  P  est  un  plan  de  symétrie  du  polyèdre. 
3°  Si  n  est  pair  et  k  impair  : 

n  =  ip,  £=  ik  -\-  i, 

la  relation  (  i  )  devient 

ip%  =  i8o°  (ih  +  i)  ; 

dans  ce  cas,  le  sommet  A2p  est  symétrique  de  A0  par  rapport  à 
la  droite  D,  donc  D  est  un  axe  de  symétrie  du  polyèdre. 

Ainsi,  pour  qu'un  polyèdre  soit  superposable  à  son  symé- 
trique, il  faut  qu'il  ait  un  centre,  ou  un  plan  ou  un  axe  de 
symétrie.  Mais  cette  condition  nécessaire  n'est  pas  suffisante, 
car  un  polyèdre  qui  a  un  axe  de  symétrie  n'est  pas,  en  général, 
superposable  à  son  symétrique  par  rapport  à  un  point  ou  à  un 
plan. 


NOTE    II 
COORDONNÉES  TÉTRAÉDRIÛU ES 


49 \.  Soit  (fig.  359)  Ai  A2  A3  A4  un  tétraèdre  ;  désignons 
par  fi  la  face  opposée  au  sommet  A,>  par  a,-  le  nombre  qui 
mesure  l'aire  de  cette  face  et  par  ht  le  nombre  qui  mesure  la 
hauteur  correspondante.  Nous  savons  [laa]  que  les  quatre  pro- 
duits ajii  sont  égaux;  désignons  par  3c  leur  valeur  commune  : 

alhi  =.  fljfcj  =  a3/»a  —  akhl  =  3i\ 

Soit  X  un  point  quelconque  de  l'espace  ;  appelons  mesure 
algébrique  de  la  distance  de  ce  point  à  la  face  ft  et  désignons 
par  .r,  le  nombre  algébrique  qui  a  pour  valeur  absolue  la  Ion- 
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gueur  de  cette  distance  et  pour  signe  +  ou  —  selon  que  le 
point  X  est,  par  rapport  au  plan  de  la  face  /",,  du  même  côté 
que  le  sommet  A,,  ou  du  côté 
opposé. 

Les  quatre  nombres  xu  .r2, 
•r3,  x4  ainsi  définis  s'appellent 
les  coordonnées  tétraédriques 
du  point  X,  par  rapport  au 
tétraèdre  AlÀ2A3A4,  qu'on 
appelle  le  tétraèdre  de  réfé- 
rence. Nous  allons  chercher 
la  relation  qui  lie  ces  quatre 
nombres. 

Pour  cela,  remarquons  que 
les  droites  qui  joignent  le 
point  X  aux  quatre  sommets 
du  tétraèdre  ne  peuvent  évi- 
demment pas  être  toutes  les  quatre  parallèles  aux  faces  oppo- 
sées ;  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  droite  AtX  ren- 
contre le  plan  A*  A8  A4  en  un  point  Y. 

De  même,  les  droites  qui  joignent  le  point  Y  aux  trois  som- 
mets du  triangle  A2  A3  A*  ne  sont  pas  toutes  les  trois  parallèles 
aux  côtés  opposés  ;  supposons,  pour  fixer  les  idérc,  que  A8Y 
rencontre  la  droite  ASA*  en  un  point  Z. 

Soient 

°>  ?v  JV  J*  'e8  coordonnées  tétraédriques  de  Y, 
°»  °>  5a*  54  celles  de  Z. 

On  a  évidemment 


ïz 


xi   A,X 


r* 


A,Y 


De  même, 


XY 


K 


y*  —  y*  —  A»Y  —  T      YZ  _ .     r» 


Ensuite, 


A4Z 


IL  4.  -fi-  =    ^^     i-    ZA»    — -  , 
r3         "4  A4Aj        A4Aj 
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On  en  déduit 


II 
h* 


+  yk\-\1       h\){h\  +  h\)~l      \\ 


ou 


h    "*■     *3  *4    " 


Enfin, 


**  A3  A4  \  Al/\A2  A3  hk)  V 


OU 


1  '  *!  +   A,  +   A,   +   K    -1" 

49».  Réciproquement,  si  quatre  nombres  arlt  x4,  xs,  jt4  véri- 
fient cette  relation,  il  existe  un  point,  et  un  seul,  qui  a  pour 
coordonnées  tétraédriques  ces  quatre  nombres. 

En  effet,  le  lieu  des  points  dont  la  distance  à  la  face  /i  a  pour 
mesure  algébrique  .r4  est  un  plan  Pt  parallèle  à  /i  ;  de  même, 
le  lieu  des  points  dont  la  distance  à  /*2  a  pour  mesure  algé- 
brique «r2  est  un  plan  P2  parallèle  à  fiy  et  le  lieu  des  points 
dont  la  distance  à  fo  a  pour  mesure  algébrique  xs  est  un  plan  P3 
parallèle  à  fc.  Ces  trois  plans  P^  Pa,  P3  ont  un  point  commun, 
et  un  seul  [84]  ;  soit  #\  la  mesure  algébrique  de  la  distance  de 
ce  point  à  la  face  /*,  on  a 


A, 

■  + 

+  ■ 

*4 

J7j 

■  +  ■ 

JLi. 

A. 

=  1  ; 

d'où 


496.  En  résumé,  à  tout  point  de  l'espace  correspond  un 
système  de  valeurs  de  xu  x2,  x3,  x4  vérifiant  la  relation  (1);  et 
réciproquement. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  a,//,-  ou  3t>,  cette  rela- 
tion devient 

(a)  alxi  +  a,*,  +  a3x9  +  akxk  =  aJu  =  3v, 
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NOTE    III 
MESURE  DES  POLYÈDRES 

'#97-  Appelons  surface  polyédrique  une  surface  formée  de 
polygones  plans  appelés  faces  et  tels  que 

i°  Chaque  côté  appartienne  à  deux  faces  et  à  deux  seulement  ; 

2°  Les  faces  contiguPs  (c'est-à-dire  celles  qui  ont  un  côté 
commun)  ne  soient  pas  dans  le  même  plan  ; 

3°  Les  faces  non  contiguPs  n'aient  pas  de  point  commun. 

Noua  admettrons  qu'une  pareille  surface  partage  l'espace  en 
deux  régions,  dont  l'une,  appelée  la  région  intérieure,  est  à 
l'intérieur  de  toute  sphère  qui  entoure  la  surface  polyédrique. 

Nous  entendrons  ici  par  polyèdre  l'ensemble  des  points 
intérieurs  à  une  surface  polyédrique  ou  situés  sur  cette  sur- 
face, et  nous  admettrons  que  tout  polyèdre  est  décomposable 
en  tétraèdres. 

'iy8.  Définition  A.  —  Sous  dirons  que  deux  polyèdres  P 
et  Q  son  /équivalents  et  nous  écrirons  : 

P=Q, 

lorsqu'on  peut  les  décomposer  en  tétraèdres  superposables  chacun 
à  chacun,  et  seulement  dans  ce  cas. 

Définition  B.  —  Nous  dirons  qu'un  polyèdre  P  est  la  somme 
de  plusieurs  autres  polyèdres  Q,  R,  S,  et  nous  écrirons  : 

P=Q  +  R  +  S, 

lorsqu'on  peut  décomposer  le    polyèdre    P   et  l'ensemble    des 
polyèdres  Q,  R,  S  en  tétraèdres  superposables  chacun  à  cha- 


cun. 


Définition   G.  —  Nous  dirons  qu'un  polyèdre  P  est  "plus 
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grand  quun  polyèdre  Q,  ou  que  Q  est  plus  petit  que  P,  et 
nous  écrirons  (*]  : 

V  >  Q.  ou  Q  <  \\ 

lorsque  P  est  la  somme  de  Q  et  d'un  ou  plusieurs  autres  polyè- 
dres. 

499.  Nous  appellerons  puissance  d'un  polyèdre  P  par  rap- 
port à  un  point  X,  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant 
le  tiers  du  nombre  qui  mesure  l'aire  de  chaque  face  du  polyèdre 
par  le  nombre  algébrique  qui  a  pour  valeur  absolue  la  dis- 
tance du  point  X  au  plan  de  cette  face  et  pour  signe  -+-  ou  — , 
selon  que  le  point  X  est,  par  rapport  au  plan  de  cette  face, 
du  même  côté  qu'une  pyramide  ayant  pour  base  cette  face  et 
intérieure  au  polyèdre,  ou  du  côté  opposé. 

On  voit  immédiatement  que,  si  un  polyèdre  est  formé  par  la 
réunion  de  plusieurs  autres,  la  somme  2  des  puissances  des 
polyèdres  partiels  est  égale  à  la  puissance  du  polyèdre  total  ; 
car,  dans  la  somme  2,  les  termes  relatifs  aux  faces  communes 
sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signes  contraires. 

En  outre,  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  note 
précédente  ['196,  ('<*)]  que  la  puissance  d'un  tétraèdre,  par 
rapport  à  un  point  quelconque  X,  est  égale  au  tiers  du  produit 
dune  quelconque  de  ses  faces  par  la  hauteur  correspondante. 
Par  conséquent, 

La  puissance  d'un  tétraèdre  est  un  nombre  positif  déterminé , 
indépendant  de  la  position  du  point  X  et  indépendant  de  la  posi- 
tion du  tétraèdre  dans  l'espace. 

11  en  est  de  même  de  la  puissance  d'un  polyèdre  quelconque, 
puisqu'un  polyèdre  quelconque  peut  être  décomposé  en 
tétraèdres  et  que  sa  puissance  est  la  somme  de  celle  des 
tétraèdres  qui  le  composent. 

Ainsi,  la  puissance  d'un  polyèdre  est  un  nombre  positif 
déterminé,  jouissant  des  deux  propriétés  suivantes  : 


(*)  Il  est  ù  remarquer  que  les  signes  E=,  >,  <  ont  ici  un  sens  concret; 
ils  expriment  une  relation  entre  les  polyèdres  eux-mêmes,  et  non  une 
relation  numérique . 
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i°  Deux  polyèdres  équivalents  ont  même  puissance  ; 
2°  Si  un  polyèdre  est  la  somme  de  plusieurs  autres,  sa  puis- 
sance est  la  somme  des  puissances  de  ces  autres  polyèdres. 

5oo.  Il  en  résulte  immédiatement  [G.  P.  36o]  que,  si,  par 
un  moyen  quelconque,  en  partant  des  définitions  A,  B  et  C,  on 
a  réussi  à  évaluer  le  rapport  de  deux  polyèdres,  ce  rapport 
est  nécessairement  égal  à  celui  des  puissances  des  deux 
polyèdres. 

5oi.  Mais,  comme  nous  le  verrons  plus  bas,  on  ne  connaît 
pas,  en  général,  de  procédé  qui  permette  d'évaluer  le  rapport 
de  deux  polyèdres  quelconques,  en  s' appuyant  uniquement  sur 
les  définitions  A,  B  et  G.  Pour  lever  la  difficulté,  nous  adopte- 
rons, en  outre,  les  trois  définitions  suivantes. 

Définition  A'.  —  Nous  dirons  que  les  volumes  de  deux 
polyèdres  sont  ÉGAUX  quand  leurs  puissances  sont  égales. 

Définition  B'.  —  Nous  dirons  que  le  volume  d'un  polyèdre 
est  la  somme  des  volumes  de  plusieurs  autres,  quand  la  puis- 
sance du  premier  est  la  somme  de  celles  des  autres. 

Définition  C.  —  Nous  dirons  que  le  volume  d'un  polyèdre  P 
est  plus  grand  que  celui  d'un  polyèdre  Q,  ou  que  le  volume 
de  Q  est  plus  petit  que  celui  de  P,  quand  la  puissance  de  P  est 
plus  grande  que  celle  de  Q  (*). 


(*)  11  ne  résulte  pas  de  ces  définitions  que  le  volume  d'un  polyèdre 
soit  identique  à  sa  puissance,  mais  seulement  que  le  volume  d'un  po- 
lyèdre est  une  grandeur  proportionnelle  à  su  puissance  ;  l'unité  de  volume 
reste  indéterminée.  Du  reste,  nous  n'avons  défini  que  l'égalité,  l'addition 
et  Yinégalité  des  volumes;  mais  nous  n'avons  pas  défini  et  on  ne  peut 
pas  définir  ce  qu'il  faut  entendre  par  le  mot  «  volume  »  considéré 
isolément.  Chacun  reste  libre  de  se  faire  du  volume  l'idée  qu'il  voudra, 
suivant  ses  préférences  métaphysiques.  On  peut  soutenir  que  le  volume 
est  une  réalité,  indépendante  de  l'esprit  qui  le  conçoit,  ou  une  pure  con- 
ception de  l'esprit,  ou  un  simple  mot.  Pour  le  mathématicien,  cela  im- 
porte peu,  car  il  ne  raisonne  jamais  sur  un  volume  isolé;  il  lui  suffit 
de  savoir  dans  quel  cas  on  dit  que  deux  volumes  sont  égaux  ou  inégaux, 
ou  qu'un  volume  est  la  somme  de  plusieurs  autres. 
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En  vertu  de  ces  définitions,  le  volume  d'un  polyèdre  quel- 
conque est  une  grandeur  mesurable,  à  laquelle  on  peut  appli- 
quer tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  la  Note  sur  la  mesure  des 
grandeurs  [G.  P.  p.  3i6  à  33  î].  Donc,  dans  tous  les  cas 
[G.  P.  36o], 

Le  rapport  des  volumes  de  deux  polyèdres  est  égal  au  rapport 
de  leurs  puissances. 

Or  la  puissance  du  cube  qui  a  pour  côté  l'unité  de  longueur 
est  évidemment  égale  à  i  ;  donc 

Si  l'on  prend  pour  unité  de  volume  celui  du  cube  qui  a  pour 
côté  l'unité  de  longueur,  la  mesure  du  volume  d'un  polyèdre 
quelconque  est  égale  à  sa  puissance. 

11  nous  reste  à  donner  quelques  explications,  pour  mettre 
en  évidence  le  contenu  géométrique  de  la  théorie  précé- 
dente. 

5oi.  Nous  avons  vu  [n3]  que  tout  prisme  oblique  peut  se 
transformer  en  un  prisme  droit  équivalent.  Ensuite,  on  peut 
transformer  [G.  P.  368]  la  base  d'un  prisme  droit  en  un  rec- 
tangle équivalent  et,  par  suite,  transformer  ce  prisme  en  un 
parallélépipède  rectangle  équivalent.  Enfin,  on  peut  transformer 
[G.  P.  36^]  un  rectangle  en  un  rectangle  équivalent  dont  un 
côté  soit  égal  à  une  longueur  arbitrairement  choisie  ;  donc, 
en  faisant  deux  fois  cette  opération,  on  peut  transformer  un 
parallélépipède  rectangle  et,  par  suite,  un  prisme  quelconque 
en  un  parallélépipède  rectangle  ayant  pour  base  un  rectangle 
arbitrairement  choisi. 

On  en  conclut  qu'on  peut  toujours  comparer  deux  prismes 
quelconques  en  les  transformant  en  parallélépipèdes  rectangles 
de  même  base  ;  donc,  tant  qu'il  ne  s'agit  que  de  prismes,  les 
définitions  A',  B',  O  sont  parfaitement  équivalentes  aux  défi- 
nitions A,  B,  C. 

En  particulier,  si  deux  prismes  ont  même  volume  ou 
même  puissance,  ils  sont  équivalents,  c'est-à-dire  qu'on  peut 
les  décomposer  en  tétraèdres  superposables  chacun  à  cha- 
cun. 

Plus  généralement,  si  le  rapport  des  puissances  de  deux 
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prismes  P,  Q,  est  égal  à  une  fraction  — ,  on  peut  trouver  un 
troisième  prisme  R  tel  que 

p  =  TOR,  Q  s  «R. 

5o3.  11  n'en  est  pas  de  même  pour  des  polyèdres  quel- 
conques. Par  exemple,  considérons  une  pyramide  P  de 
base  B  et  de  hauteur  H,  puis  un  prisme  Q  de  base  B  et  de 

hauteur  —  ;  les  volumes  de  P  et  de  Q  sont  égaux,  par  défi- 

nition  ;  mais  il  n'en  résulte  pas  que  P  et  Q  soient  équivalents, 
car  on  ne  connaît  pas  de  procédé  qui  permette  de  les  décom- 
poser en  tétraèdres  superposables  chacun  à  chacun  (*).  Tout 
ce  qu'on  peut  dire  c'est  que  la  pyramide  P  est  plus  grande  que 
la  somme  des  prismes  inscrits  et  plus  petite  que  la  somme  des 
prismes  exinscrits  [119]. 

Or,  si  n —  1  est  le  nombre  des  prismes  inscrits,  leur 
somme  équivaut  [  1 2 1  ]  à  un  prisme  de  base  B  et  de  hauteur 


-?-('-•£-)('--£■) 


et  la  somme  des  prismes   exinscrils  équivaut  à  un  prisme  de 
base  B  et  de  hauteur 


ï(' +-!■)(■ +*)■ 


n  étant  arbitraire,  on  voit  que  la  pyramide  P  est  plus  grande 
que  tout  prisme  de  base  B  et  de  hauteur  inférieure  à  —  ,  mais 

plus  petite  que  tout  prisme  de  base  B  et  de  hauteur  supérieure 
,     H 

a    T" 

Comme  tout  polyèdre  peut  se  décomposer  en  pyramides,  il 

s'ensuit  qu'un  polyèdre  quelconque  est  plus  grand  que  tout 

prisme  dont  la  puissance  est  inférieure  à  la  sienne,  mais  plus 

petit  que  tout  prisme  dont  La  puissance  est   supérieure  à  la 

sienne. 


(*}  Il  est  même  probable,  bien  qu'on  n'ait  pas  encore   réussi  à  le  dé- 
montrer, que  cette  décomposition  est  impossible. 
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Par  conséquent,  les  définitions  C  et  C  sont  équivalentes 
dans  tous  les  cas  :  si  le  volume  d'un  polyèdre  P  est  plus  grand 
que  celui  d'un  polyèdre  Q,  on  peut  affirmer  que  P  est  lui- 
même  plus  grand  que  Q,  c'est-à-dire  qu'on  peut  décomposer 
P  en  tétraèdres  avec  une  partie  desquels  on  peut  former  Q. 

Au  contraire,  si  les  polyèdres  P  et  Q  ont  même  volume, 
c'est-à-dire  même  puissance,  on  ne  peut  pas  affirmer  qu'ils 
soient  équivalents,  mais  seulement  que  P  n'est  ni  plus  grand 
ni  plus  petit  que  Q  et,  en  outre,  que  P  est  plus  petit  que  tous 
les  polyèdres  supérieurs  à  Q  et  plus  grand  que  tous  les  polyè- 
dres inférieurs  à  Q. 

5o4.  De  même,  si  le  rapport  des  volumes  de  deux  polyè- 
dres P  et  Q  est  égal  à  une  fraction  —  ,  on  peut  bien  trouver 

un  troisième  polyèdre  R  dont  le  volume  soit  la  tnc  partie  de 
celui  de  P  et  la  ne  partie  de  celui  de  Q,  en  ce  sens  que  sa 
puissance  est  la  me  partie  de  celle  de  P  et  la  /ie  partie  de  celle 
de  Q  ;  mais  on  ne  peut  pas  affirmer  que 

P  =  roR.  Q  =  /*R, 

ni  que 

nP  =  /«Q. 

Au  contraire,  si  le  rapport  des  Volumes  de  P  et  de  Q  est 
plus  grand  qu'une   fraction  —  et  plus  petit   qu'une   fraction 


n 


E-  ,  on  peut  en  conclure  que 

»P>mQ  et  qV<pQ. 

En  d'autres  termes,  et  ce  sera  notre  conclusion,  le  rapport 
des  volumes  de  deux  polyèdres  P  et  Q  est  le  nombre,  rationnel 

ou  irrationnel,  plus  grand  que   toutes  les  fractions  —  telles 

que 

n?  >  mQ, 

et  plus  petit  que  toutes  les  fractions  £-  telles  que 

qV  <  pQ. 
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NOTE   IV 

PLUS  COURT  CHEMIN  DANS  L'ESPACE 
ET  SUR  LA  SPHÈRE 

DÉFINITION    DE    LA    LONGUEUR   DUN    ARC    DE   COURBE    PLANE 

OU     GAUCHE 

5oj.  Dans  tout  ce  qui  suit,  quand  nous  dirons  qu'une  brisée 
AAiA2...B  est  inscrite  à  un  arc  AB  plan  ou  gauche,  nous 
sous-entendrons  que  les  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  de  cette 
brisée  n'empiètent  pas  les  uns  sur  les  autres  ;  c'est-à-dire  que 
Ai  est  sur  l'arc  AB,  A,  sur  l'arc  AjB,  etc. 

Nous  supposerons  que  Tare  AB,  dont  on  veut  définir  la 
longueur,  satisfait  aux  deux  conditions  suivantes  : 

I.  —  ^  étant  une  longueur  arbitrairement  choisie,  il  y  a  au 
moins  une  brisée  inscrite  à  l'arc  AB  dont  tous  les  côtés  sont 
moindres  que  \.  D'ailleurs,  s'il  y  en  a  une,  il  y  en  a  une 
infinité  ;  car  si  V  est  un  côté  d'une  brisée  inscrite  dont  tous 
les  côtés  sont  moindres  que  \,  on  pourra,  par  hypothèse,  ins- 
crire une  autre  brisée  dont  tous  les  côtés  soient  moindres  que 
7/,  et  ainsi  de  suite. 

II.  —  A  tout  angle  aigu  a.  on  peut  faire  correspondre  une 
longueur  A  (7)  telle  que  si  l'on  prend  sur  l'arc  AB  (fig.  3(îo)  deux 
points  quelconques  Ce/D  dont  la 

distance  soit  moindre  que  A  (a), 
les  droites  qui  joignent  ces  deux 
points  à  un  point  quelconque 
E  de   Tare   CD  fassent  avec  la 

corde  CD  des  angles  moindres 

a 

que 

1         1  Fig.  Mo. 

Conséquences.  —  i°  Les  angles  ECD,  EDC  étant  aigus,  la 
projection  e  du  point  E  sur  CD  est  entre  C  et  D. 
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2°  Les  angles  EGD,  EDC  étant  moindres  que  4$°,  l'angle 
CED  est  obtus  ;  donc  les  deux  côtés  EG,  ED,  sont  tous  deux 
moindres  que  CD,  par  suite,  moindres  que  À  (a).  Donc,  si  F 
est  un  point  quelconque  de  l'arc  ED,  l'angle  FED  est  aussi 

moindre   que  —  et,  si   Ton  mène  la  demi-droite  EX  parallèle 
à  eD  et  de  même  sens,  on  a,  dans  le  trièdre  E.XFD, 


EF< 


£ei> 


+  FED  <  <x  ; 


ce  qui  prouve  [79]  que  le  point  F  est,  par  rapport  au  plan 
perpendiculaire  à  CD  mené  par  E,  du  même  côté  que  EX  ; 
donc  la  projection  f  de  F  sur  CD  est  sur  la  demi-droite  eD, 
entre  e  et  D,  puisque  l'angle  FDe  est  aigu.  De  plus, 

EF<e/*séca(*). 


(*)  Rappelons  In  définition  du  sinus,  du  cosinus,  de  la  sécante  et  de  la 

L 


Fig.  36 1. 

tangente   d'un    angle   aigu  a.   Soit  (fig.  36 1)  HKL  un  triangle    rectangle 
en  H,  dans  lequel  l'angle  K  soit  égal  à  «;  on  pose  par  définition, 


sin  «  = 


HL 
KL' 


cos  *  = 


KH 
KL' 


sec  «  = 


KL 
KH 


HL 
tang  «  =  ^g- . 


11  en  résulte  que 


sec  «  — 


cos  «  ' 


et 


I    —  COS  a 

COS  a 


=  séc  a  —  1  <  tang  a  ; 


car 


KL  — KH         HL^ 
KH        <  KH  * 

Ce  sont  les  deux  seules  relations  trigonométriques  dont  nous  aurons  à 
nous  servir. 
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3°  11  s'ensuit  que,  si  Ton  inscrit  à  Tare  CD  une  brisée  quel- 
conque, la  somme  des  projections  des  côtés  de  cette  brisée 
sur  la  corde  CD  est  égale  à  CD  et  que,  par  suite,  le  périmètre 
de  cette  brisée  est  moindre  que  CD  séc  oc. 

4°  Soient/?  et  q  les  périmètres  de  deux  brisées  inscrites  à 
Tare  AB  et  telles  que  tous  les  sommets  de  la  première  soient 
des  sommets  de  la  seconde  ;  si  tous  les  côtés  de  la  première 
sont  moindres  que  A  (a),  on  a  [3°]  : 

p  <Cq  </?  séc  a. 

5°  Soient  p  et  p'  les  périmètres  de  deux  brisées  inscrites  à 
l'arc  AB  et  telles  que  tous  leurs  côtés  soient  moindres 
que  A  (a). 

Si  q  est  le  périmètre  de  la  brisée  qui  a  pour  sommets  ceux 
des  deux  premières,  on  a  [4°]  •* 

q  cos  a  </><f, 
q  cos  a  <//  <  q  ; 

donc 

\p  —  p'  |  <  q  (  i  —  cos  a)  <  — - —  (  i  — cos  a)  </?  tang  a. 

5o6.  Gela  posé,  on  appelle  longueur  de  l'arc  AB  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  longueur  d'une  brisée  inscrite  à  cet  arc 
lorsque  tous  les  côtés  de  cette  brisée  tendent  vers  zéro  suivant 
une  loi  quelconque  et  que,  par  suite,  leur  nombre  augmente 
indéfiniment. 

Nous  allons  prouver  que  cette  limite  existe  et  qu'elle  est 
unique. 

En  effet,  considérons  d'abord  une  suite  illimitée  de  brisées 
inscrites  telles  que  les  sommets  de  chacune  d'elles  soient  des 
sommets  de  toutes  les  suivantes  ;   leurs  périmètres 

Pi'  Pi'  Pi'  '  "  P'*l'  •  • 

vont  en  croissant.  De  plus,  supposons  que  tous  les  côtés  de/?,, 
tendent  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment  ;  en  dési- 
gnant toujours  par  a  un  angle  aigu  arbitraire,  on  pourra  trou- 
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ver  un  entier  v  tel  que,  pour  n  >  v,  tous  les  côtés  de  /?„  soient 
moindres  que  A  (a).  11  en  résulte  [5o5,  4°]  que,  pour  m  >  n  >  v, 
on  a 

Par  conséquent  [G.  P.  347],  si  m  augmente  indéfiniment, 
n  restant  fixe,  pm  tend  vers  une  limite  l  telle  que 

(1)  pn<l  ^pnséc%. 

Ensuite,  soit 

une  suite  de  brisées  inscrites  assujetties  à  la  seule  condition 
que  tous  les  côtés  de  qn  tendent  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment.  A  tout  angle  aigu  <z  on  peut  faire  correspondre 
un  entier  k  tel  que,  pour  n>k,  tous  les  côtés  de  pn  et  de  qn 
soient  moindres  que  A  (a)  ;  alors  [5o5,5°] 


pn — qn\  <2)ntanjça<Ztanga. 

Mais,  en  vertu  de  (1), 

o  </  —  />„  ^pH(séca —  i)</tanga; 

donc 

/ — qn\<*l  tang  a. 


Comme  a  est  arbitraire,  on  en  conclut  que  qn  tend  aussi 
vers  /  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

007.  Remarque.  —  On  peut  arriver  autrement  à  ce  résultat. 

Soit/?  le  périmètre  d'une  brisée  inscrite  quelconque, pf  celui 
d'une  brisée  inscrite  fixe,  choisie  de  manière  que  tous  ses  côtés 
soient  moindres  que  A  (x),  a  étant  toujours  un  angle  aigu 
arbitrairement  choisi  ;  si  q  est  le  périmètre  de  la  brisée  qui  a 
pour  sommets  ceux  des  brisées/?  et/?7,  on  a  d'une  part 

d'autre  part  [ 5o5,4°] 

q  <  p'  sec  a; 
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donc 

/></>'  séc  a. 

Ainsi,  le  périmètre/?  d'une  brisée  inscrite  quelconque  est  in- 
férieur à  une  longueur  déterminée  p'  séc  a.  En  d'autres  termes, 
V ensemble  des  périmètres  de  toutes  les  brisées  inscrites. à 
Tare  AB  est  limité  ;  il  admet  donc  un  maximum  absolu  L  et, 
quelle  que  soit  la  longueur  6,  il  existe  au  moins  une  brisée  ins- 
crite ayant  un  périmètre  tu,  tel  que 

L  — 0<in<L(*). 

Soit  AM1M3M3...MaB  la  brisée  inscrite  de  périmètre  w  con- 
sidérée, et  soit  p  le  périmètre  d'une  autre  brisée  inscrite. 
Considérons  une  brisée  auxiliaire  pt  ayant  pour  sommets 
ceux  de  m  et  de  p.  Si  l'on  suppose  les  côtés  de  p  et  de  pi 
moindres  qu'une  longueur  \  on  voit  facilement  que  l'on  a  : 

pi—p<ih\ 

caria  différence pl — p  est  moindre  que  la  somme  des  côtés 
de  pi  qui  ne  font  pas  partie  de  p  et  le  nombre  de  ces  côtés  est 
au  plus  égal  à  ih,  puisque  le  nombre  des  sommets  de  pi  qui 
ne  sont  pas  des  sommets  de  p  est  au  plus  égal  à  //. 

Donc,  si  l'on  suppose  \  <  — ^-  ,  on  a  : 

p,— y?<6. 

D'ailleurs,  on  a 

tb</>,<L; 

donc 

et,  par  conséquent, 

L  —  /?<i0; 

0  étant  arbitraire,  on  voit  que,   si  les  côtés  de  p   diminuent 
indéfiniment,  p  a  pour  limite  L. 


(*)  Voir  Cours   d'algèbre,  par  M.  B.  Niewenglowski,   t.  I",  4#  édition, 
p.  343. 

G.  et  N.  Géométrie  élém.  3i 
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5o8.  Corollaires.  —  I.  —  La  longueur  d'un  arc  est  plus 
grande  que  celle  de  sa  corde. 

II.  —  Si  la  corde  CD  est  moindre  que  À  (a),  on  a 

(a)  corde  CD  <  arc  CD  ^  corde  CD  sec  a, 

d'où 

.     arc  CD        _ 
I<:cordcCD  <'+*"*«• 

Donc  le  rapport  entre  un  arc  et  sa  corde  tend  vers  i  lorsque 
l'arc  ou  la  corde  tendent  vers  zéro. 

III.  —  Si  l'on  partage  l'arc  AB  en  plusieurs  parties,  la 
somme  des  longueurs  des  arcs  partiels  est  égale  à  la  longueur  de 
l'arc  AB. 


5oq.  Bemarque.  —  Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  s'applique  à 
un  arc  de  cercle.  Mais,  pour  trouver  une  limite  supérieure  tle 
la  longueur  d'un  arc  de  cercle,  il  est  préférable  de  considérer 
ç  les  brisées  circonscrites. 

Soit  C  (fig.  36a)  le  point  de  concours 
des  tangentes    aux   extrémités    d'un 
B       arc  de  cercle  AB  de  rayon  r  ;  on  a 

arcAB<AC  +  CB, 


ou 


Fig.  362. 


arc  AB  <  corde  AB  sec  tu, 


co  désignant  l'angle  CAB.  Mais 

corde  AB  =z  ar  sin  to  ; 

donc  pour  que  &>  soit  moindre  qu'un  angle  aigu  donné  a,  il 
faut  et  il  suffit  que 

corde  AB  <  ar  sin  a, 

et  alors  on  aura,  a  fortiori, 

arc  AB  <  corde  AB  sec  a. 
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LONGUEUR    D'UNE    BRISEE    CURVILIGNE 

5io.  On  appelle  longueur  d'une  brisée  curviligne  ABCD, 
formée  d'arcs  AB,  BC,  CD  satisfaisant  aux  deux  conditions  du 
n°  5o5,  la  somme  des  longueurs  des  arcs  AB,  BC,  CD.  Donc 
la  longueur  de  cette  brisée  curviligne  est  plus  grande  que 
celle  de  la  brisée  rectiligne  ABCD  et,  à  plus  forte  raison, 
plus  grande  que  celle  de  la  droite  AD.  D'où  ce  théorème  fon- 
damental : 

Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre,  dans  l  espace, 
est  la  portion  de  droite  qui  Joint  ces  deux  points. 


PLUS  COURT  CHEMIN  SUR  LA  SPHERE  D  UN  POINT  A  UN  AUTRE 

5 1 1 .  Soient  (fig.  363)  A  et  B  deux  points  non  opposés  d'une 
sphère  de  rayon  r.  Nous  désignerons,  comme  d'habitude,  par 
AB  l'arc  de  grand  cercle  moindre 
qu'une  demi-circonférence  qui  joint 
ces  deuxpoints,.  Traçons  sur  la  sphère 
une  autre  ligne  AMB  ayant  pour 
extrémités  A  et  B  et  satisfaisant  aux 
deux  conditions  du  n°  5o5  ou  formée 
d'arcs  satisfaisant  à  ces  conditions  ; 

nous  allons  prouver  que  la  longueur  /  de  cette  ligne  est  plus 
grande  que  celle  de  AB. 

En  effet,  prenons  sur  cette  ligne  un  point  P  qui  ne  soit  pas 
sur  AB  et  inscrivons-y  une  brisée  rectiligne  qui  ait  un  sommet 
en  P  et  dont  tous  les  côtés  soient  moindres  que  zr  sin  a,  a 
étant  un  angle  aigu  arbitrairement  choisi.  Soient/?  la  longueur 
de  cette  brisée  rectiligne  et  q  celle  de  la  brisée  sphérique  de 
mêmes  sommets  ;  nous  savons  [5og]  que 

q  <Cp  sec  a  ; 

or/?</,  donc 

q  <  /  séc  a 
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et,  a  fortiori, 

AP  +  PB  <  /  +  /  tang  et. 

Mais,  dans  le  triangle  sphérique  ABP,  le  côté  AB  étant 
moindre  que  la  somme  des  deux  autres,  on  peut  choisir 
T  angle  <z  de  façon  que 

AB  +  l  tang  a  <  AP  +  PB  ; 

on  en  déduit,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  inégalités 
précédentes, 

AB</. 

D'où  ce  théorème  : 

Le  plus  court  chemin  sur  la  sphère  entre  deux  points  non 
opposés  est  l'arc  de  grand  cercle  moindre  qu'une  demi-circon- 
férence qui  joint  ces  deux  points. 

Cas  particulier.  —  Si  À  et  B  sont  deux  points  opposés  de 
la  sphère,  tous  les  arcs  de  grands  cercles  qui  joignent  ces  deux 
points  sont  égaux  à  une  demi-circonférence,  et  on  démontre, 
comme  ci-dessus,  que  leur  longueur  commune  est  plus  petite 
que  celle  de  toute  autre  ligne  tracée  sur  la  sphère  et  joignant 
ces  deux  mêmes  points. 
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